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Êâàíòîâîå õåøèðîâàíèå

Íàìè ïðåäëàãàåòñÿ ìåòîä êðèïòîãðàôè÷åñêîãî êâàíòîâîãî õåøèðîâàíèÿ,
ïîçâîëÿþùèé ïðåäñòàâëÿòü êëàññè÷åñêóþ èíôîðìàöèþ â âèäå êâàíòîâîé
ñóïåðïîçèöèè ñïåöèàëüíîãî âèäà, ò.å. ÿâëÿþùèéñÿ êëàññè÷åñêè-êâàíòîâîé
ôóíêöèåé.

Êëàññè÷åñêè-êâàíòîâîé ôóíêöèåé áóäåì íàçûâàòü ôóíêöèþ âèäà

ψ : {0, 1}n → (H2)⊗s, (1)

ãäå (H2)⊗s = H2⊗· · ·⊗H2 = H2s îáîçíà÷àåò 2s-ìåðíîå ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàí-
ñòâî, îïèñûâàþùèå ñîñòîÿíèÿ s êóáèò. Íàðÿäó ñ îáîçíà÷åíèåì âûøå óäîáíî
ïðèìåíÿòü ÷àñòî èñïîëüçóåìîå â ðàáîòàõ ïî êâàíòîâîé èíôîðìàòèêå îáîçíà-
÷åíèå

ψ : w 7→ |ψ(w)〉 (2)

äëÿ ψ.
Îïèøåì íåêîòîðûå ñâîéñòâà, êîòîðûìè äîëæíà îáëàäàòü ôóíêöèÿ ψ, ÷òî-

áû ñ÷èòàòüñÿ êâàíòîâîé êðèïòîãðàôè÷åñêîé õåø-ôóíêöèåé.
Â ïåðâóþ î÷åðåäü, êâàíòîâàÿ õåø-ôóíêöèÿ ψ äîëæíà áûòü êâàíòîâîé îä-

íîñòîðîííåé ôóíêöèåé, ò.å.

� ψ ýôôåêòèâíî âû÷èñëèìà. Òåðìèí �ýôôåêòèâíî âû÷èñëèìà� îçíà÷àåò, ÷òî
ñóùåñòâóåò ïîëèíîìèàëüíûé (îò äëèíû âõîäíîãî íàáîðà) ïî âðåìåíè àë-
ãîðèòì, êîòîðûé íà âõîäíîì íàáîðå w ïî ôèêñèðîâàííîìó íà÷àëüíîìó ñî-
ñòîÿíèþ |ψ(e)〉 êâàíòîâîé ñèñòåìû ôîðìèðóåò (ñòðîèò) ñîñòîÿíèå |ψ(w)〉.

� ôóíêöèþ ψ òÿæåëî (âû÷èñëèòåëüíî ñëîæíî) îáðàòèòü, ò.å., èìåÿ ëèøü
|ψ(w)〉, íåâîçìîæíî ýôôåêòèâíî äîñòîâåðíî ïîëó÷èòü w.
Êðîìå òîãî, íåîáõîäèìî íàëè÷èå äîïîëíèòåëüíîãî ñâîéñòâà, îáåñïå÷èâà-

þùåãî óñòîé÷èâîñòü ê êâàíòîâûì êîëëèçèÿì. Íåîáõîäèìîñòü ââåäåíèÿ îò-
äåëüíîãî ïîíÿòèÿ êâàíòîâàÿ êîëëèçèÿ çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî ïðè êâàíòîâîì
õåøèðîâàíèè êîëëèçèè â êëàññè÷åñêîì ïîíèìàíèè ìîãóò îòñóòñòâîâàòü, ò.ê.
ïîðîæäàåìûå êâàíòîâîé õåø-ôóíêöèåé ñîñòîÿíèÿ ðàçëè÷íû äëÿ ðàçëè÷íûõ
èñõîäíûõ ñîîáùåíèé. Îäíàêî ñðàâíåíèå êâàíòîâûõ õåø-êîäîâ ïîäðàçóìåâàåò
âûïîëíåíèå âåðîÿòíîñòíîé ïðîöåäóðû èçìåðåíèÿ êâàíòîâûõ ñîñòîÿíèé, ÷òî
ìîæåò ïðèâîäèòü ê îøèáêàì, ñâÿçàííûì ñ êîëëèçèÿìè.

Êâàíòîâîé êîëëèçèåé áóäåì íàçûâàòü ñèòóàöèþ, êîãäà ïðîöåäóðà, ïðî-
âåðÿþùàÿ ðàâåíñòâî êâàíòîâûõ õåø-êîäîâ, îøèáî÷íî âûäàåò ñîâïàäåíèå èñ-
õîäíûõ ñîîáùåíèé, â òî âðåìÿ êàê îíè áûëè ðàçëè÷íû. Òàêîé ïðîöåäóðîé
ìîæåò áûòü õîðîøî èçâåñòíûé SWAP-òåñò [1] èëè ñïåöèôè÷åñêèé äëÿ êâàí-
òîâîé õåø-ôóíêöèè àëãîðèòì. Â ëþáîì ñëó÷àå òàêàÿ ïðîâåðêà ñâÿçàíà ñ ïî-
íÿòèåì ðàçëè÷èìîñòè êâàíòîâûõ ñîñòîÿíèé. È ïîñêîëüêó íåîðòîãîíàëüíûå
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ñîñòîÿíèÿ íå ìîãóò áûòü äîñòîâåðíî ðàçëè÷åíû, ïîòðåáóåì, ÷òîáû îíè áûëè
�ïî÷òè îðòîãîíàëüíû�. Äëÿ ôîðìàëèçàöèè äàííîãî ïîíÿòèÿ ââîäèòñÿ ñëåäó-
þùåå îïðåäåëåíèå.

Îïðåäåëåíèå 1. Ñîñòîÿíèÿ |ψ1〉 è |ψ2〉 íàçûâàþòñÿ δ-îðòîãîíàëüíûìè, åñ-
ëè

|〈ψ1 |ψ2〉| < δ. (3)

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ êâàíòîâîé õåø-ôóíêöèè âàæíà δ-îðòîãîíàëüíîñòü
êâàíòîâûõ õåø-êîäîâ ðàçëè÷íûõ ñëîâ, ò.å. îíè äîëæíû óñïåøíî ïðîõîäèòü
òåñòû íà íåðàâåíñòâî. Ðàññìîòðèì ïîäðîáíåå âîçìîæíûå ïðîöåäóðû ïðîâåð-
êè ðàâåíñòâà.

REVERSE-òåñò. Â òåõ ñëó÷àÿõ, êîãäà íåîáõîäèìî ïðîâåðèòü, ÿâëÿåòñÿ
ëè êâàíòîâîå ñîñòîÿíèå |ψ(w)〉 õåø-êîäîì íåêîòîðîãî êëàññè÷åñêîãî ñëîâà v,
ìîæíî ïðèìåíèòü ïðîöåäóðó, êîòîðóþ ìû íàçûâàåì REVERSE-òåñò. Ñóòü
òåñòà çàêëþ÷àåòñÿ â ïðèìåíåíèè èíâåðòèðîâàííîé ïðîöåäóðû ñîçäàíèÿ êâàí-
òîâîãî õåøà, ò.å. åãî �ðàñêðó÷èâàíèå äî íà÷àëüíîãî� ñîñòîÿíèÿ.

Ôîðìàëüíî, ïóñòü ïðîöåäóðà ñîçäàíèÿ õåø-êîäà ñëîâà w ñîñòîèò â ïðè-
ìåíåíèè óíèòàðíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ U(w), ê íà÷àëüíîìó ñîñòîÿíèþ |0〉, ò.å.
|ψ(w)〉 = U(w)|0〉. Òîãäà Reverse-òåñò çàêëþ÷àåòñÿ â ïðèìåíåíèè U−1(v) ê
ê êâàíòîâîìó õåøó |ψ(w)〉 è ïðîâåðêå ïîëó÷åííîãî ñîñòîÿíèÿ. Åñëè v = w,
òî ðåçóëüòàòîì ïðåîáðàçîâàíèÿ U−1(v)|ψ(w)〉 âñåãäà áóäåò |0〉, è REVERSE-
òåñò âûäàñò ðàâåíñòâî, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ðåçóëüòèðóþùåå ñîñòîÿíèå áóäåò
δ-îðòîãîíàëüíî ê |0〉, ïîñêîëüêó óíèòàðíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ ñîõðàíÿþò ñêà-
ëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå.

Ïðåäëàãàåìûé âàðèàíò êâàíòîâîãî õåøèðîâàíèÿ ïîçâîëÿåò ïðèìåíÿòü
REVERSE-òåñò ñî ñêîëü óãîäíî ìàëîé âåðîÿòíîñòüþ îøèáêè.

SWAP-òåñò.
Äëÿ ñðàâíåíèÿ äâóõ êâàíòîâûõ êâàíòîâûõ ñîñòîÿíèé (â ÷àñòíîñòè, õåø-

êîäîâ) ÷àñòî èñïîëüçóåòñÿ SWAP-òåñò [1], çàäàâàåìûé ñëåäóþùåé ñõåìîé:

|0〉 H • H

|ψ(w)〉 ×

|ψ(v)〉 ×

Äàííûé òåñò âûäàåò ðåçóëüòàò |ψ(w)〉 = |ψ(v)〉, åñëè ïðè èçìåðåíèè ïåðâûé
êóáèò îêàçûâàåòñÿ â ñîñòîÿíèè |0〉.
Ñâîéñòâî 1. Âåðîÿòíîñòü ïîëó÷åíèÿ ñîñòîÿíèÿ |0〉 â ðåçóëüòàòå SWAP-òåñòà
ðàâíà

1
2
(
1 + |〈ψ(w) |ψ(v)〉|2

)
. (4)

Òàêèì îáðàçîì, ïðè |ψ(w)〉 = |ψ(v)〉 äàííûé òåñò íå îøèáàåòñÿ, à â ñëó-
÷àå |ψ(w)〉 6= |ψ(v)〉 âåðîÿòíîñòü îøèáêè çàâèñèò îò ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ
|ψ(w)〉 è |ψ(v)〉 � îíà ìèíèìàëüíà (áëèçêà ê 1/2), åñëè ýòè ñîñòîÿíèÿ áóäóò
îðòîãîíàëüíû èëè �ïî÷òè îðòîãîíàëüíû� [2].
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Òàêèì îáðàçîì, ñâîéñòâî δ-îðòîãîíàëüíîñòè êâàíòîâûõ ñîñòîÿíèé ÿâëÿåò-
ñÿ âàæíûì êà÷åñòâîì äëÿ îáåñïå÷åíèÿ óñòîé÷èâîñòè ê êâàíòîâûì êîëëèçèÿì,
ïîýòîìó ââîäèòñÿ ïîíÿòèå δ-óñòîé÷èâîñòè.

Îïðåäåëåíèå 2 ( δ-óñòîé÷èâîñòü). Íàçîâåì õåø-ôóíêöèþ ψ : w 7→
|ψ(w)〉 δ-óñòîé÷èâîé, åñëè äëÿ ëþáîé ïàðû ñîîáùåíèé w, w′, w 6= w′ âûïîëíÿ-
åòñÿ:

|〈ψ(w) |ψ(w′)〉| < δ, (5)

ò.å. èõ îáðàçû δ-îðòîãîíàëüíû.

Íà îñíîâå ïîíÿòèé îäíîñòîðîííîñòè è δ-óñòîé÷èâîñòè ââåäåì ñëåäóþùåå
îïðåäåëåíèå êëàññè÷åñêè-êâàíòîâîé õåø-ôóíêöèè.

Îïðåäåëåíèå 3 ((n, s, δ)-êâàíòîâàÿ õåø-ôóíêöèÿ). Íàçîâåì ôóíêöèþ ψ :
{0, 1}n → (H2)⊗s (n, s, δ)-êâàíòîâîé õåø-ôóíêöèåé (êðàòêî (n, s, δ)-ÊÕÔ), åñ-
ëè îíà ÿâëÿåòñÿ êâàíòîâîé îäíîñòîðîííåé è δ-óñòîé÷èâîé ôóíêöèåé.

Íà îñíîâå ïðåäëîæåííîãî íàìè ðàíåå êâàíòîâîãî ìåòîäà îòïå÷àòêîâ íàìè
ïîñòðîåí ïðèìåð ôóíêöèè, óäîâëåòâîðÿþùåé Îïðåäåëåíèþ 3.

Ïóñòü q = 2n, B = {bi : bi ∈ {0, . . . , q − 1}}. Êëàññè÷åñêè-êâàíòîâàÿ ôóíê-
öèÿ ψq,B : {0, 1}n → (H2)⊗(log |B|+1) îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì. Äëÿ
ñîîáùåíèÿ w ∈ {0, 1}n ïîëàãàþò

|ψq,B(w)〉 =
1√
|B|

|B|∑
i=1

|i〉
(

cos
2πbiw
q
|0〉+ sin

2πbiw
q
|1〉
)
. (6)

Òåîðåìà 1. Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî δ > 0 ñóùåñòâóåò òàêîå ìíîæåñòâî B ⊂
Zq òàêîå, ÷òî |B| = d(2/δ2) ln(2q)e è ôóíêöèÿ ψq,B ÿâëÿåòñÿ (n,O(log n +
log 1/δ), δ)-êâàíòîâîé õåø-ôóíêöèåé.

Ïðåäëîæåííàÿ âûøå êâàíòîâàÿ õåø-ôóíêöèÿ ñîâìåñòíî ñ ïðåäñòàâëåíèåì
áóëåâûõ ôóíêöèé â âèäå õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ ïîëèíîìîâ [3] ïîçâîëÿåò ñòðîèòü
ýôôåêòèâíûå àëãîðèòìû â ìîäåëè êâàíòîâûõ îäèí ðàç ÷èòàþùèõ âåòâÿùèõñÿ
ïðîãðàìì (êâàíòîâûõ OBDD) [4]. À èìåííî, ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà 2. Ïóñòü äëÿ áóëåâîé ôóíêöèè f ñóùåñòâóåò ëèíåéíûé õàðàêòåðè-
ñòè÷åñêèé ïîëèíîì íàä êîëüöîì Zq. Òîãäà äëÿ ïðîèçâîëüíîãî δ ∈ (0, 1) ôóíê-
öèÿ f ìîæåò áûòü âû÷èñëåíà êâàíòîâîé OBDD ñ èñïîëüçîâàíèåì O(log log q+
log 1/δ) êóáèò.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå ÐÔÔÈ, ïðîåêò �14-07-00878-a.
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Êâàíòîâûå ìîäåëè àëãîðèòìîâ îáðàòèëè íà ñåáÿ îñîáîå âíèìàíèå ïîñëå
ðàçðàáîòêè Ï. Øîðîì áûñòðîãî (ïîëèíîìèàëüíîãî ïî âðåìåíè) êâàíòîâîãî
àëãîðèòìà ôàêòîðèçàöèè, ïðåäñòàâëÿþùåãî óãðîçó (â ñëó÷àå ñîçäàíèè ïîëíî-
ìàñøòàáíîãî êâàíòîâîãî êîìïüþòåðà) ñîâðåìåííûì ñèñòåìàì ïåðåäà÷è äàí-
íûõ ñ îòêðûòûì êëþ÷îì òèïà RSA. Îòâåòîì êðèïòîãðàôè÷åñêîãî ñîîáùå-
ñòâà ÿâëÿåòñÿ ðàçðàáîòêà íàïðàâëåíèÿ ïîñò-êâàíòîâàÿ êðèïòîãðàôèÿ (Post-
quantum cryptography), êîòîðàÿ, â ÷àñòíîñòè, âåäåò ðàçðàáîòêè ñèñòåì öèô-
ðîâîé ïîäïèñè íà îñíîâå õåø-ôóíêöèé.

Â äàííîé ðàáîòå ìû ïðåäëàãàåì ñèñòåìó ïîñòðîåíèÿ êâàíòîâûõ õåø-
ôóíêöèé, êîòîðûå ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû äëÿ ïîñòðîåíèÿ êâàíòîâûõ ñè-
ñòåì öèôðîâîé ïîäïèñè. Ìû èñïîëüçóåì ñëåäóþùóþ ñèñòåìó ïîíÿòèé è îáî-
çíà÷åíèé èç ðàáîòû [3].

� Ôóíêöèþ f : X → Y, ñ |X| = K è |Y| = M íàçûâàþò õåø-ôóíêöèåé, åñëè
K > M .

� Ñåìåéñòâî F = {f1, . . . , fN} õåø-ôóíêöèé fi : X → Y íàçûâàþò ε-
óíèâåðñàëüíûì, åñëè äëÿ ëþáîé ïàðû w,w′ ðàçëè÷íûõ ýëåìåíòîâ èç X
âûïîëíÿåòñÿ |f ∈ F : f(w) = f(w′)| 6 εN .
Ïðèìåíÿþò îáîçíà÷åíèå ε-U (N ;K,M) äëÿ òàêîãî ε-óíèâåðñàëüíîãî ñåìåé-
ñòâà F .

� ×åðåç (H2)⊗s îáîçíà÷àþò 2s-ìåðíîå êîìïëåêñíîå ïðîñòðàíñòâî ñîñòîÿíèé
ñèñòåìû, îáðàçîâàííîé èç s êóáèòîâ.

� Ôóíêöèÿ ψ : X→ (H2)⊗s (äðóãîå îáîçíà÷åíèå ψ : w 7→ |ψ(w)〉) íàçûâàåòñÿ
(K; s) êëàññè÷åñêè-êâàíòîâîé îäíîñòîðîííåé ôóíêöèåé, åñëè ψ ýôôåêòèâ-
íî âû÷èñëÿåòñÿ è ÿâëÿåòñÿ íåîáðàòèìîé.

Ëåììà 1. Åñëè logK > s, òî (K; s) êëàññè÷åñêè-êâàíòîâàÿ ôóíêöèÿ ψ ÿâ-
ëÿåòñÿ îäíîñòîðîííåé.

� Ôóíêöèþ ψ : w 7→ |ψ(w)〉 áóäåì íàçûâàòü δ-óñòîé÷èâîé (resistant), åñëè
äëÿ êàæäîé ïàðû w,w′ ðàçëè÷íûõ ýëåìåíòîâ èç X âûïîëíÿåòñÿ

|〈ψ(w) | ψ(w′)〉| 6 δ.

Òåîðåìà 1. Åñëè ôóíêöèÿ ψ : X→ (H2)⊗s δ-óñòîé÷èâà. òî

s > log log |X| − log log
(

1 +
√

2/(1− δ)
)
− 1.
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Îïðåäåëåíèå 1 (Êâàíòîâàÿ õåø-ôóíêöèÿ). Ïóñòü K = |X|, s > 1.
Îäíîñòîðîííþþ δ-óñòîé÷èâóþ ôóíêöèþ ψ : X → (H2)⊗s áóäåì íàçû-
âàòü δ-óñòîé÷èâîé (K; s)-êâàíòîâîé õåø-ôóíêöèåé (δ-R (K; s)-êâàíòîâîé õåø-
ôóíêöèåé).

Êâàíòîâûé õåø ãåíåðàòîð Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ g : X→ Fq, ïóñòü ` >
1. Ïóñòü ψg êëàññè÷åñêè-êâàíòîâàÿ ôóíêöèÿ ψg : X → (H2)⊗` îïðåäåëÿåòñÿ
óñëîâèåì

ψg : w 7→ |ψg(w)〉 =
2`∑
i=1

αi(g(w))|i〉, (1)

ïðè ýòîì àìïëèòóäû αi(g(w)), i ∈ {1, . . . , 2`}, ñîñòîÿíèÿ |ψg(w)〉 îïðåäåëÿþòñÿ
ôóíêöèåé g(w) è (ïî êðàéíåé ìåðå) äîëæíû óäîâëåòâîðÿòü îáùåìó óñëîâèþ

2l∑
i=1

|αi(g(w))|2 = 1.

Îïðåäåëåíèå 2 (Êâàíòîâûé õåø ãåíåðàòîð). Ïóñòü K = |X| è G =
{g1, . . . , gD} � ýòî ñåìåéñòâî ôóíêöèé âèäà gj : X → Fq. Ïóñòü ` > 1. Äëÿ
g ∈ G ïóñòü ψg êëàññè÷åñêè-êâàíòîâàÿ ôóíêöèÿ ψg : X → (H2)⊗`. Ïóñòü
d = logD.

Îïðåäåëèì êëàññè÷åñêè-êâàíòîâóþ ôóíêöèþ ψG : X → (H2)⊗(d+`) ñëåäó-
þùèì îáðàçîì

ψG : w 7→ |ψG(w)〉 =
1√
D

D∑
j=1

|j〉
∣∣ψgj (w)

〉
. (2)

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ñåìåéñòâî G ÿâëÿåòñÿ δ-R (K; d + `) êâàíòîâûì õåø ãå-
íåðàòîðîì, åñëè êëàññè÷åñêè-êâàíòîâàÿ ôóíêöèÿ ψG ÿâëÿåòñÿ δ-R (K; d + `)
êâàíòîâîé õåø ôóíêöèåé.

Â ðàáîòå [1] ïðåäëîæåíà êîíñòðóêöèÿ, êîòîðàÿ äëÿ ïðîèçâîëüíîãî δ ∈
(0, 1), ïî ÷èñëó q, êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ ñòåïåíüþ ïðîñòîãî ÷èñëà çàäàåò ñåìåé-
ñòâî ôóíêöèé Hδ,q = {h1, . . . , hT }, hi : Fq → Fq, ÿâëÿþùèõñÿ â ñîîòâåòñòâèè ñ
ïðèâåäåííûì âûøå îïðåäåëåíèåì δ-R (q; log T + 1) êâàíòîâûì õåø ãåíåðàòî-
ðîì.

Êâàíòîâûå õåø ãåíåðàòîðû íà îñíîâå êîíñòðóêöèé ε-óíèâåðñàëüíûõ
õåø ñåìåéñòâ è ïðèëîæåíèÿ Ïóñòü K = |X|, M = |Y|. Ïóñòü F =
{f1, . . . , fN} ñåìåéñòâî ôóíêöèé âèäà fi : X→ Y.

Ïóñòü Fq � êîíå÷íîå ïîëå (q � ñòåïåíü ïðîñòîãî ÷èñëà). Ïóñòü H =
{h1, . . . , hT } � ñåìåéñòâî ôóíêöèé âèäà hj : Y → Fq. Äëÿ ôóíêöèé f ∈ F
h ∈ HB ðàññìîòðèì èõ êîìïîçèöèþ g = f ◦ h, g : X → Fq, âèäà g(w) =
(f ◦ h)(w) = h(f(w)). Îïðåäåëèì ñåìåéñòâî G êàê êîìïîçèöèþ äâóõ ñåìåéñòâ
F and H óñëîâèåì G = F ◦H = {g = f ◦ h : f ∈ F, h ∈ H}.

Äîêàçàíà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.
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Òåîðåìà 2. Ïóñòü F = {f1, . . . , fN} � ýòî ε-óíèâåðñàëüíîå õåø ñåìåéñòâî
(ε-U (N ;K,M)). Ïóñòü ` > 1. Ïóñòü ñåìåéñòâî H = {h1, . . . hT } ÿâëÿåòñÿ δ-R
(M ; log T + `) êâàíòîâûì õåø ãåíåðàòîðîì. Ïóñòü logK > logN + log T + `.

Òîãäà ñåìåéñòâî G = F ◦H ÿâëÿåòñÿ ∆-R (K; s) êâàíòîâûì õåø ãåíåðàòî-
ðîì ñ ïàðàìåòðàìè:

s = logN + log T + ` è ∆ 6 ε+ δ.

Ïóñòü Fq � êîíå÷íîå ïîëå. Ïóñòü C : (Fq)k → (Fq)n � ëèíåéíûé [n, k, d, ]q
êîä. Ñëåäñòâèåì òåîðåìû 2 ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Òåîðåìà 3. Ïóñòü C � ëèíåéíûé [n, k, d]q êîä. Òîãäà äëÿ ïðîèçâîëüíîãî δ ∈
(0, 1) ôóíêöèÿ G = FC ◦Hδ,q ÿâëÿåòñÿ ∆-R (qk; s) êâàíòîâûì õåø ãåíåðàòîðîì,
ãäå FC óíèâåðñàëüíîå õåø ñåìåéñòâî, ïîðîæäàåìîå êîäîì C, à ∆ = (1−d/n)+δ
and s 6 log n+ log log q + 2 log 1/δ + 4.
Íàïðèìåð, âûáåðåì [n, k, n− (k− 1)]q êîä Ðèäà-Ñîëîìîíà CRS : (Fq)k → (Fq)n
ñ n ∈ [ck, c′k]. Òîãäà äëÿ δ ∈ (0, 1) èìååì ∆ 6 1/c+ δ è äàëåå â ñèëó Òåîðåìû
1 èìååì

log (q log q)−log log
(

1 +
√

2/(1−∆)
)
−log c′/2 6 s 6 log (q log q)+2 log 1/∆+4.

Ïîñëåäíåå ñîîòíîøåíèå ïîêàçûâàåò, ÷òî êîäû Ðèäà-Ñîëîìîíà îáåñïå÷èâàþò
áëèçêèå ê îïòèìàëüíûì çíà÷åíèÿ ∆ íàäåæíîñòè è ÷èñëî s èñïîëüçóåìûõ êó-
áèò (ñì. Òåîðåìó 1) äëÿ êîíñòðóêöèè êâàíòîâîé õåø ôóíêöèè ψRS .
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Ê âîïðîñó î ÷èñëå äóã â ìèíèìàëüíîì
âåðøèííîì 1-ðàñøèðåíèè òóðíèðà

Ì.Á.Àáðîñèìîâ, Î.Â.Ìîäåíîâà
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Ñàðàòîâñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò èìåíè Í.Ã. ×åðíûøåâñêîãî, Ñàðàòîâ

Ãðàô G∗ = (V ∗, α∗) íàçûâàåòñÿ ìèíèìàëüíûì âåðøèííûì k-ðàñøèðåíèåì
(k � íàòóðàëüíîå) n-âåðøèííîãî ãðàôà G = (V, α), åñëè âûïîëíÿþòñÿ ñëåäó-
þùèå óñëîâèÿ:
1. G∗ ÿâëÿåòñÿ âåðøèííûì k-ðàñøèðåíèåì G, òî åñòü ãðàô G âêëàäûâàåòñÿ â
êàæäûé ïîäãðàô ãðàôà G∗, ïîëó÷àþùèéñÿ óäàëåíèåì ëþáûõ åãî k âåðøèí;



Ê âîïðîñó î ÷èñëå äóã â ÌÂ-1Ð òóðíèðà 17

2. G∗ ñîäåðæèò n+ k âåðøèí, òî åñòü |V ∗| = |V |;
3. α∗ èìååò ìèíèìàëüíóþ ìîùíîñòü ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé 1) è 2).

Ïîíÿòèå ìèíèìàëüíîãî âåðøèííîãî k-ðàñøèðåíèÿ ââåäåíî íà îñíîâå ïîíÿ-
òèÿ îïòèìàëüíîé k-îòêàçîóñòîé÷èâîé ðåàëèçàöèè, êîòîðîå áûëî ïðåäëîæåíî
Õåéçîì â ðàáîòå [1] ïðè ïîñòðîåíèè ìîäåëè îòêàçîóñòîé÷èâîñòè, îñíîâàííîé
íà ãðàôàõ. Îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ èñïîëüçóþòñÿ ñîãëàñíî [2].

Â ðàáîòå ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü ñëó÷àé k = 1. ×åðåç ec(G) îáîçíà-
÷èì êîëè÷åñòâî äîïîëíèòåëüíûõ ð¼áåð (äóã) â ìèíèìàëüíîì âåðøèííîì 1-
ðàñøèðåíèè ãðàôà G ïî ñðàâíåíèþ ñ ñàìèì ãðàôîì G.

Ëåãêî óáåäèòüñÿ, ÷òî åäèíñòâåííûì ìèíèìàëüíûì âåðøèííûì 1-ðàñøèðå-
íèåì ãðàôà Kn ÿâëÿåòñÿ ãðàô Kn+1, ïðè÷¼ì

ec(Kn) = n.

Ãðàô G∗ = (V ∗, α∗) íàçûâàåòñÿ òî÷íûì âåðøèííûì k-ðàñøèðåíèåì n-
âåðøèííîãî ãðàôà G = (V, α), åñëè ãðàô G èçîìîðôåí êàæäîìó ïîäãðàôó
ãðàôà G∗, ïîëó÷àþùåìóñÿ èç ãðàôà G∗ ïóòåì óäàëåíèÿ ëþáûõ åãî k âåðøèí
è âñåõ ñâÿçàííûõ ñ íèìè äóã (ðåáåð).

Ìîæíî çàìåòèòü, ÷òî ìèíèìàëüíîå âåðøèííîå 1-ðàñøèðåíèåì ãðàôà Kn

ÿâëÿåòñÿ è åãî òî÷íûì âåðøèííûì 1-ðàñøèðåíèåì.
Â ðàáîòå [3] äîêàçûâàþòñÿ íåêîòîðûå ðåçóëüòàòû î ñâÿçè ìåæäó ìèíè-

ìàëüíûìè âåðøèííûì 1-ðàñøèðåíèÿìè íåîðèåíòèðîâàííûõ è îðèåíòèðîâàí-
íûõ ãðàôîâ.

Ëåììà. Ïóñòü îðãðàô G∗ åñòü ìèíèìàëüíîå âåðøèííîå k-ðàñøèðåíèå
îðãðàôà G. Òîãäà ñèììåòðèçàöèÿ îðãðàôà G∗ ÿâëÿåòñÿ âåðøèííûì k-
ðàñøèðåíèåì ñèììåòðèçàöèè îðãðàôà G.

Ñëåäñòâèå. ×èñëî äîïîëíèòåëüíûõ äóã ìèíèìàëüíîãî âåðøèííîãî k-
ðàñøèðåíèÿ îðãðàôà G íå ìåíåå ÷èñëà äîïîëíèòåëüíûõ ðåáåð ìèíèìàëüíîãî
âåðøèííîãî k-ðàñøèðåíèÿ ñèììåòðèçàöèè îðãðàôà G.

Åñëè îðèåíòèðîâàòü êàæäîå ðåáðî ïîëíîãî ãðàôàKn, òî ìû ïîëó÷èì íåêî-
òîðûé òóðíèð

−→
T n. Ñîãëàñíî ñëåäñòâèþ ìîæíî ñäåëàòü âûâîä:

ec(
−→
T n) > n,

òî åñòü ÷èñëî äîïîëíèòåëüíûõ äóã ìèíèìàëüíîãî âåðøèííîãî 1-ðàñøèðåíèÿ
ïðîèçâîëüíîãî òóðíèðà

−→
T n íå ìîæåò áûòü ìåíüøå n, ïðè÷åì â ýòîì ñëó-

÷àå ìèíèìàëüíîå âåðøèííîå 1-ðàñøèðåíèå áóäåò è òî÷íûì âåðøèííûì 1-
ðàñøèðåíèåì. Òàêèå òóðíèðû ñóùåñòâóþò, íàïðèìåð, òðàíçèòèâíûå è íåêîòî-
ðûå äðóãèå òóðíèðû (ñì. [4]). Îäíàêî óäàëîñü äîêàçàòü, ÷òî íå ñóùåñòâóåò òóð-
íèðîâ ñ ÷èñëîì äîïîëíèòåëüíûõ äóã â ìèíèìàëüíîì âåðøèííîì 1-ðàñøèðåíèè
n+ 1:
Òåîðåìà 1. Åñëè ìèíèìàëüíîå âåðøèííîå 1-ðàñøèðåíèå òóðíèðà

−→
T n íå ÿâ-

ëÿåòñÿ åãî òî÷íûì âåðøèííûì 1-ðàñøèðåíèåì, òî ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî:

ec(
−→
T n) > n+ 1.
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Î áèëèíåéíîé ñëîæíîñòè óìíîæåíèÿ ìàòðèö
ðàçìåðîâ 5× 2 è 2× 2
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Ìîñêîâñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò èì. Ì.Â. Ëîìîíîñîâà

Åùå â 1969 ãîäó Ô. Øòðàññåí [1] ïîñòðîèë ïåðâûé àëãîðèòì óìíîæåíèÿ
ìàòðèö, àñèìïòîòè÷åñêè áîëåå áûñòðûé, ÷åì ñòàíäàðòíûé àëãîðèòì ¾ñòðîêà
íà ñòîëáåö¿. Â ïîñëåäóþùèå 20 ëåò âåðõíÿÿ îöåíêà ñëîæíîñòè óìíîæåíèÿ
äâóõ ìàòðèö ïîðÿäêà n áûëà ïîíèæåíà äî O

(
n2.38

)
[2], îäíàêî äàëüøå (óæå

25 ëåò) ñóùåñòâåííûõ ïðîäâèæåíèé â ýòîé çàäà÷å íåò. ×òîáû ëó÷øå ïîíÿòü
ñèòóàöèþ â ýòîé çàäà÷å, èññëåäóþòñÿ ðàçëè÷íûå áëèçêèå ïðîáëåìû, â ÷àñòíî-
ñòè: ÷åìó ðàâíî ìèíèìàëüíîå ÷èñëî óìíîæåíèé ýëåìåíòîâ äëÿ ïåðåìíîæåíèÿ
äâóõ ìàòðèö ìàëîãî ðàçìåðà. Ýòî ñâÿçàíî, â ÷àñòíîñòè, ñ òåì, ÷òî ðåçóëüòàò
Øòðàññåíà áûë îñíîâàí íà íàéäåííîì èì ñïîñîáå ïåðåìíîæåíèÿ äâóõ ìàò-
ðèö ðàçìåðà 2× 2 ñ èñïîëüçîâàíèåì òîëüêî 7 óìíîæåíèé âìåñòî 8 â îáû÷íîì
àëãîðèòìå.

Áîëåå òî÷íî, ðå÷ü èäåò î áèëèíåéíûõ àëãîðèòìàõ, â êîòîðûõ ìîæíî óìíî-
æàòü íå òîëüêî ýëåìåíòû èñõîäíûõ ìàòðèö, íî è ëèíåéíûå êîìáèíàöèè ýëå-
ìåíòîâ ïåðâîé ìàòðèöû íà ëèíåéíûå êîìáèíàöèè ýëåìåíòîâ âòîðîé ìàòðèöû.
Ïðè ýòîì ìèíèìàëüíî âîçìîæíîå ÷èñëî òàêèõ óìíîæåíèé íàçûâàþò áèëèíåé-
íîé ñëîæíîñòüþ çàäà÷è.

Îêàçàëîñü,÷òî äàæå â çàäà÷àõ ïåðåìíîæåíèÿ äâóõ ìàòðèö äîñòàòî÷íî ìà-
ëîãî ðàçìåðà íå óäàåòñÿ óñòàíîâèòü òî÷íîå çíà÷åíèå áèëèíåéíîé ñëîæíîñòè.
Íàïðèìåð, äëÿ çàäà÷è ïåðåìíîæåíèÿ äâóõ ìàòðèö ðàçìåðà 3×3 ê íàñòîÿùåìó
ìîìåíòó èçâåñòíî òîëüêî, ÷òî áèëèíåéíàÿ ñëîæíîñòü çàêëþ÷åíà ìåæäó 19 è
23 [3, 4]. Äëÿ çàäà÷è ïåðåìíîæåíèÿ äâóõ ìàòðèö ðàçìåðà 4×4 âåðõíÿÿ îöåíêà
49 íà ÷èñëî óìíîæåíèé (âìåñòî îáû÷íûõ 64) ïîëó÷àåòñÿ äâóêðàòíûì èñïîëü-
çîâàíèåì àëãîðèòìà Øòðàññåíà, è ýòà îöåíêà ïîêà íå ïîíèæåíà. Äëÿ çàäà÷è
ïåðåìíîæåíèÿ äâóõ ìàòðèö ðàçìåðà 5×5 íàèëó÷øèì îñòàåòñÿ àëãîðèòì èç [5]
ñ ÷èñëîì óìíîæåíèé 100 âìåñòî îáû÷íûõ 125. Èç íåäàâíèõ ðåçóëüòàòîâ èí-
òåðåñåí ðåçóëüòàò À.Â. Ñìèðíîâà [6], êîòîðûé ïîñòðîèë àëãîðèòì äëÿ óìíî-
æåíèÿ ìàòðèöû ðàçìåðà 3 × 3 íà ìàòðèöó ðàçìåðà 3 × 6 ñ 40 óìíîæåíèÿìè
(âìåñòî îáû÷íûõ 54).



Î áèëèíåéíîé ñëîæíîñòè óìíîæåíèÿ ìàòðèö 19

Åùå òÿæåëåå îáñòîèò äåëî ñ íèæíèìè îöåíêàìè. Äëÿ çàäà÷è ïåðåìíîæå-
íèÿ äâóõ ìàòðèö ðàçìåðà 2× 2 äîñòàòî÷íî áûñòðî áûëî äîêàçàíî, ÷òî îöåíêà
7 íà ÷èñëî óìíîæåíèé íåóëó÷øàåìà íàä ïðîèçâîëüíûì ïîëåì [7]. Îäíàêî ê
äàííîìó ìîìåíòó äëÿ áèëèíåéíîé ñëîæíîñòè óìíîæåíèÿ ìàòðèöû ðàçìåðà
m× n íà ìàòðèöó ðàçìåðà n× p íèæíèå îöåíêè íàä ïðîèçâîëüíûì ïîëåì,
ñîâïàäàþùèå ñ âåðõíåé îöåíêîé, óñòàíîâëåíû òîëüêî äëÿ íåñêîëüêèõ çíà÷å-
íèé ïàðàìåòðîâ m,n, p.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç < m,n, p >F çàäà÷ó óìíîæåíèÿ ìàòðèöû ðàçìåðà m× n
íà ìàòðèöó ðàçìåðà n× p íàä íåêîòîðûì ïîëåì F. À ÷åðåç rkF < m,n, p >
îáîçíà÷èì áèëèíåéíóþ ñëîæíîñòü ýòîé çàäà÷è. Òåîðåìà î äâîéñòâåííîñòè [8]
óòâåðæäàåò, ÷òî rkF < m,n, p > íå èçìåíÿåòñÿ ïðè ëþáîé ïåðåñòàíîâêå ÷èñåë
m,n, p.

Íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî rkF < m, 1, p >= mp. Èç ðåçóëüòàòà Øòðàññå-
íà ëåãêî ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî rkF < m, 2, 2 >6 d 7m

2 e äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ïîëÿ
F. Â ðàáîòå [9], áûëà ïîëó÷åíà òàêàÿ æå íèæíÿÿ îöåíêà, íî òîëüêî äëÿ ïî-
ëÿ èç 2 ýëåìåíòîâ. Àâòîðîì â ðàáîòå [10] áûë ðàññìîòðåí ñëó÷àé m = 3 è
äîêàçàíî, ÷òî rkF < 3, 2, 2 >= 11 äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ïîëÿ F. Â ñòàòüå [11]
äîêàçàíî, ÷òî rkF < 4, 2, 2 >= 14 äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ïîëÿ F. Ïîêà òîëüêî
äëÿ ýòèõ ïàðàìåòðîâ è äâîéñòâåííûõ ê íèì óñòàíîâëåíî òî÷íîå çíà÷åíèå äëÿ
rkF < m,n, p > íàä ïðîèçâîëüíûì ïîëåì F. Â äàííîé ðàáîòå ðàññìîòðèâàåòñÿ
âåëè÷èíà rkF < 5, 2, 2 >, äëÿ êîòîðîé äîêàçàíî ñëåäóþøåå óòâåðæäåíèå.
Òåîðåìà 1. Ëþáîé áèëèíåéíûé àëãîðèòì äëÿ óìíîæåíèÿ ìàòðèöû ðàçìåðà
5 × 2 íà ìàòðèöó ðàçìåðà 2 × 2 íàä ïðîèçâîëüíûì ïîëåì èìååò áèëèíåéíóþ
ñëîæíîñòü íå ìåíåå 17. Òîò æå ðåçóëüòàò ñïðàâåäëèâ äëÿ óìíîæåíèÿ ìàòðèöû
ðàçìåðà 2 × 5 íà ìàòðèöó ðàçìåðà 5 × 2 è äëÿ óìíîæåíèÿ ìàòðèöû ðàçìåðà
2× 2 íà ìàòðèöó ðàçìåðà 2× 5.

Ýòà òåîðåìà äîêàçûâàåòñÿ ñ ïîìîùüþ ìåòîäîâ, ÿâëÿþùèõñÿ ðàçâèòèåì ìå-
òîäîâ àâòîðà èç [10]. Îòìåòèì, ÷òî èçâåñòíàÿ âåðõíÿÿ îöåíêà äëÿ ýòèõ çàäà÷
ðàâíà 18.

Êðîìå áèëèíåéíûõ àëãîðèòìîâ ðàññìàòðèâàþò òàêæå áîëåå îáùèé êëàññ
òàê íàçûâàåìûõ ïðèáëèæåííûõ áèëèíåéíûõ àëãîðèòìîâ è ñîîòâåòñòâóþùóþ
ïðèáëèæåííóþ áèëèíåéíóþ ñëîæíîñòü (îïðåäåëåíèÿ ñì., íàïðèìåð, â [11]).
Äëÿ çàäà÷è óìíîæåíèÿ ìàòðèöû ðàçìåðà 5× 2 íà ìàòðèöó ðàçìåðà 2× 2 ïðè-
áëèæåííàÿ áèëèíåéíàÿ ñëîæíîñòü íå ïðåâîñõîäèò 16 [11, 6]. Ïîýòîìó èç òåîðå-
ìû 1 âûòåêàåò, ÷òî äëÿ çàäà÷è óìíîæåíèÿ ìàòðèöû ðàçìåðà 5×2 íà ìàòðèöó
ðàçìåðà 2× 2 áèëèíåéíàÿ ñëîæíîñòü è ïðèáëèæåííàÿ áèëèíåéíàÿ ñëîæíîñòü
ðàçëè÷àþòñÿ. Ðàíåå ðàçëè÷èå áèëèíåéíîé ñëîæíîñòè è ïðèáëèæåííîé áèëè-
íåéíîé ñëîæíîñòè äëÿ çàäà÷è óìíîæåíèÿ ìàòðèö áûëî óñòàíîâëåíî òîëüêî
äëÿ ñëó÷àåâ < 3, 2, 2 > [12, 10] è < 4, 2, 2 > [11] (è äâîéñòâåííûõ ê íèì).
Ñîâïàäåíèå áèëèíåéíîé ñëîæíîñòè è ïðèáëèæåííîé áèëèíåéíîé ñëîæíîñòè
äîêàçàíî äëÿ çàäà÷è < 2, 2, 2 > [13].

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ÐÔÔÈ, ïðîåêò �12-01-
91331-ÍÍÈÎ-à.
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Ïåíçåíñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò, Ïåíçà

Ïóñòü n ∈ N, à P3 � ìíîæåñòâî âñåõ ôóíêöèé òðåõçíà÷íîé ëîãèêè, ò. å.
ôóíêöèé f(x1, ..., xn) : {0, 1, 2}n → {0, 1, 2}. Ðàññìîòðèì ðåàëèçàöèþ ôóíê-
öèé òðåõçíà÷íîé ëîãèêè ñõåìàìè èç íåíàäåæíûõ ôóíêöèîíàëüíûõ ýëåìåíòîâ
â ïðîèçâîëüíîì ïîëíîì êîíå÷íîì áàçèñå B. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ýëåìåíòû
ñõåìû ïåðåõîäÿò â íåèñïðàâíûå ñîñòîÿíèÿ íåçàâèñèìî äðóã îò äðóãà, à ñàìè
íåèñïðàâíîñòè ìîãóò áûòü ïðîèçâîëüíûìè (íàïðèìåð, èíâåðñíûìè èëè êîí-
ñòàíòíûìè).
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Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ñõåìà èç íåíàäåæíûõ ýëåìåíòîâ ðåàëèçóåò ôóíêöèþ
f(x̃n)(x̃n = (x1, ..., xn)), åñëè ïðè ïîñòóïëåíèè íà âõîäû ñõåìû íàáîðà ãn ïðè
îòñóòñòâèè íåèñïðàâíîñòåé â ñõåìå íà åå âûõîäå ïîÿâëÿåòñÿ çíà÷åíèå f(ãn).

Ïóñòü ñõåìà S ðåàëèçóåò ôóíêöèþ f(x̃n), ãn � ïðîèçâîëüíûé âõîäíîé íà-
áîð ñõåìû S, f(ãn) = τ . Îáîçíà÷èì ÷åðåç Pi(S, ãn) âåðîÿòíîñòü ïîÿâëåíèÿ
çíà÷åíèÿ i (i ∈ {0, 1, 2}) íà âûõîäå ñõåìû S ïðè âõîäíîì íàáîðå ãn, à ÷å-
ðåç Pf(ãn)6=τ (S, ãn) � âåðîÿòíîñòü ïîÿâëåíèÿ îøèáêè íà âûõîäå ñõåìû S ïðè
âõîäíîì íàáîðå ãn. ßñíî, ÷òî Pf(ãn)6=τ (S, ãn) = Pτ+1(S, ãn) + Pτ+2(S, ãn) (â
âûðàæåíèÿõ τ + 1 è τ + 2 ñëîæåíèå îñóùåñòâëÿåòñÿ ïî mod 3). Íàïðèìåð, åñ-
ëè âõîäíîé íàáîð ãn ñõåìû S òàêîé, ÷òî f(ãn) = 0, òî âåðîÿòíîñòü ïîÿâëåíèÿ
îøèáêè íà ýòîì íàáîðå ðàâíà Pf(ãn)6=0(S, ãn) = P1(S, ãn) + P2(S, ãn).

Íåíàäåæíîñòüþ ñõåìû S, ðåàëèçóþùåé ôóíêöèþ f(x̃n), áóäåì íàçûâàòü
÷èñëî P (S), ðàâíîå íàèáîëüøåé èç âåðîÿòíîñòåé ïîÿâëåíèÿ îøèáêè íà âûõîäå
ñõåìû S. Íàäåæíîñòü ñõåìû S ðàâíà 1− P (S).

Ïóñòü α̃m, β̃m � íåêîòîðûå òðîè÷íûå íàáîðû äëèíû m (m > 3). Îáîçíà÷èì
÷åðåç ρ(α̃m, β̃m) ÷èñëî êîîðäèíàò, â êîòîðûõ íàáîðû α̃m è β̃m ðàçëè÷àþòñÿ.

Ïóñòü ôóíêöèÿ g(x̃m) îáëàäàåò ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè îäíîâðåìåííî:
ñóùåñòâóþò òàêèå òðîè÷íûå íàáîðû α̃m, β̃m, γ̃m, ÷òî

1) çíà÷åíèÿ g(α̃m), g(β̃m), g(γ̃m) ïîïàðíî ðàçëè÷íû;
2) äëÿ ëþáîãî íàáîðà α̃m1 (ρ(α̃m, α̃m1 ) 6 1) âåðíî g(α̃m1 ) = g(α̃m); äëÿ ëþ-

áîãî íàáîðà β̃m1 (ρ(β̃m, β̃m1 ) 6 1) âåðíî g(β̃m1 ) = g(β̃m); äëÿ ëþáîãî íàáîðà γ̃m1
(ρ(γ̃m, γ̃m1 ) 6 1) âåðíî g(γ̃m1 ) = g(γ̃m).

Íàáîðû α̃m, β̃m, γ̃m áóäåì íàçûâàòü õàðàêòåðèñòè÷åñêèìè íàáîðàìè
ôóíêöèè g(x̃m).
Çàìå÷àíèå 1. Åñëè α̃m, β̃m, γ̃m � õàðàêòåðèñòè÷åñêèå íàáîðû ôóíêöèè
g(x̃m), òî ρ(α̃m, β̃m) > 3, ρ(α̃m, γ̃m) > 3, ρ(β̃m, γ̃m) > 3.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Gm ìíîæåñòâî ôóíêöèé g(x̃m) ñ ïåðå÷èñëåííûìè ñâîé-
ñòâàìè. Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî äëÿ |Gm| ñïðàâåäëèâû íåðàâåíñòâà.

Òåîðåìà 1. 33m−3m−3 − 33m−4m−2(2m2 + 1) 6 |Gm| 6 33m−3m−3.

Ïóñòü G =
⋃∞
m=3Gm. Ïóñòü ôóíêöèÿ g(x̃m) ∈ G, α̃m, β̃m, γ̃m � åå õàðàêòå-

ðèñòè÷åñêèå íàáîðû, à Sg � ëþáàÿ ñõåìà, ðåàëèçóþùàÿ ôóíêöèþ g(x̃m). Ïóñòü
f(x̃n) � ïðîèçâîëüíàÿ ôóíêöèÿ. Ðàññìîòðèì ôóíêöèè ϕi(y) (i ∈ {1, 2, ...,m}),
êîòîðûå îïðåäåëÿþòñÿ ôîðìóëàìè:

ϕi(y) =


αi, y = 0;
βi, y = 1;
γi, y = 2.

Ïóñòü Φi � ñõåìà, ðåàëèçóþùàÿ ôóíêöèþ ϕi(f(x̃n)) (i ∈ {1, 2, ...,m}). Âîçü-
ìåì ñõåìû Φ1,Φ2, ...,Φm è ñîåäèíèì èõ âûõîäû ñî âõîäàìè ñõåìû Sg. Ïîñòðî-
åííóþ ñõåìó îáîçíà÷èì ÷åðåç A (ñì. ðèñ. 1).

Òåîðåìà 2. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ëþáóþ ôóíêöèþ f ∈ P3 ìîæíî ðåàëèçîâàòü
ñõåìîé ñ íåíàäåæíîñòüþ íå áîëüøå p. Ïóñòü ñõåìà Sg ðåàëèçóåò ôóíêöèþ
g(x̃m) ∈ G ñ íåíàäåæíîñòüþ P (Sg), ïðè÷åì v0, v1, v2 � âåðîÿòíîñòè îøè-

áîê ñõåìû Sg íà õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ íàáîðàõ α̃m, β̃m, γ̃m ñîîòâåòñòâåííî è
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Ðèñ. 1. Ñõåìà A

g(α̃m) = 0, g(β̃m) = 1, g(γ̃m) = 2. Òîãäà ôóíêöèþ f ìîæíî ðåàëèçîâàòü ñõåìîé
A (ñì. ðèñ. 1), íåíàäåæíîñòü êîòîðîé

P (A) 6 max{v0, v1, v2}+mpP (Sg) + (2m −m− 1)p2.

Äîêàçàòåëüñòâî ïðîâîäèòñÿ íåïîñðåäñòâåííîé ïðîâåðêîé ñ èñïîëüçîâàíèåì
ôîðìóëû ïîëíîé âåðîÿòíîñòè.

Ïîêàæåì, êàê âîñïîëüçîâàòüñÿ òåîðåìîé 2 â ñëó÷àå èíâåðñíûõ íåèñïðàâ-
íîñòåé íà âûõîäàõ áàçèñíûõ ýëåìåíòîâ. Ýòè íåèñïðàâíîñòè õàðàêòåðèçóþòñÿ
òåì, ÷òî áàçèñíûé ýëåìåíò ñ ôóíêöèåé ϕ(x̃m) íà ëþáîì âõîäíîì íàáîðå ãm

òàêîì, ÷òî ϕ(ãm) = τ , ñ âåðîÿòíîñòüþ 1− 2ε (ε ∈ (0, 1/4)) âûäàåò çíà÷åíèå τ ,
ñ âåðîÿòíîñòüþ ε âûäàåò çíà÷åíèå τ + 1 (mod 3) è ñ âåðîÿòíîñòüþ ε âûäàåò
çíà÷åíèå τ + 2 (mod 3).

Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî íåíàäåæíîñòü ëþáîãî áàçèñíîãî ýëåìåíòà ðàâíà 2ε,
à íàäåæíîñòü � 1− 2ε.

Ïóñòü Pε(f) = inf P (S), ãäå èíôèìóì áåðåòñÿ ïî âñåì ñõåìàì S èç íåíà-
äåæíûõ ýëåìåíòîâ, ðåàëèçóþùèì ôóíêöèþ f â áàçèñå B. Ñõåìà A èç íåíà-
äåæíûõ ýëåìåíòîâ, ðåàëèçóþùàÿ ôóíêöèþ f , íàçûâàåòñÿ àñèìïòîòè÷åñêè
îïòèìàëüíîé ïî íàäåæíîñòè, åñëè P (A) ∼ Pε(f) ïðè ε→ 0.

Î÷åâèäíî, ÷òî ëþáóþ èç ôóíêöèé x1, ..., xn ìîæíî ðåàëèçîâàòü àáñîëþòíî
íàäåæíî, íå èñïîëüçóÿ ôóíêöèîíàëüíûõ ýëåìåíòîâ. Åñëè æå ñõåìà ñîäåðæèò
õîòÿ áû îäèí ôóíêöèîíàëüíûé ýëåìåíò, òî ñïðàâåäëèâà òåîðåìà 3.

Òåîðåìà 3. Ïóñòü B � ïðîèçâîëüíûé êîíå÷íûé ïîëíûé áàçèñ â P3, f(x̃n)
� ëþáàÿ ôóíêöèÿ èç P3, îòëè÷íàÿ îò ôóíêöèé x1, ..., xn, à S � ëþáàÿ ñõåìà,
ðåàëèçóþùàÿ ôóíêöèþ f . Òîãäà ïðè âñåõ ε ∈ (0, 1/4)

P (S) > 2ε.

Âåðõíÿÿ îöåíêà íåíàäåæíîñòè ñõåì ïîëó÷åíà â òåîðåìå 4.

Òåîðåìà 4. Ïóñòü B � êîíå÷íûé ïîëíûé áàçèñ â P3. Òîãäà ëþáóþ ôóíêöèþ
f ∈ P3 ìîæíî ðåàëèçîâàòü òàêîé ñõåìîé A, ÷òî ïðè âñåõ ε ∈ (0, 1/(λ1104)]
âåðíî íåðàâåíñòâî

P (A) 6 2λ2ε+ k1ε
2,

ãäå λ1 � ÷èñëî ýëåìåíòîâ â ñõåìå, ðåàëèçóþùåé ôóíêöèþ Âåááà, λ2 � ÷èñëî
ýëåìåíòîâ â ñõåìå, ðåàëèçóþùåé g(x̃m) ∈ G, k1 = 17mλ2

1λ2 +65(2m−m−1)λ4
1.
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Äîêàçàòåëüñòâî ïðîâîäèòñÿ ñ ïîìîùüþ òåîðåìû 2 è ðåçóëüòàòîâ ñòàòüè [1].
Èç òåîðåì 3 è 4 ñëåäóåò, ÷òî â ïðîèçâîëüíîì ïîëíîì êîíå÷íîì áàçèñå ëþ-

áóþ ôóíêöèþ òðåõçíà÷íîé ëîãèêè, íå ðàâíóþ ïåðåìåííîé, ìîæíî ðåàëèçîâàòü
ñõåìîé, íåíàäåæíîñòü êîòîðîé ïî ïîðÿäêó ðàâíà ε.

Â òåîðèè íàäåæíîñòè óïðàâëÿþùèõ ñèñòåì íàäåæíîé íàçûâàþò ñõåìó,
íåíàäåæíîñòü êîòîðîé ïî ïîðÿäêó ðàâíà íåíàäåæíîñòè îäíîãî ýëåìåíòà. Ñëå-
äîâàòåëüíî, â ïðîèçâîëüíîì ïîëíîì êîíå÷íîì áàçèñå ëþáóþ ôóíêöèþ, íå ðàâ-
íóþ ïåðåìåííîé, ìîæíî ðåàëèçîâàòü íàäåæíîé ñõåìîé.

Ñõåìû, óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèÿì òåîðåìû 4, â íåêîòîðûõ áàçèñàõ è äëÿ
íåêîòîðûõ ôóíêöèé ìîãóò áûòü íå ïðîñòî íàäåæíûìè, à àñèìïòîòè÷åñêè îï-
òèìàëüíûìè ïî íàäåæíîñòè.

Ñëåäñòâèå 1. Ïóñòü B � êîíå÷íûé ïîëíûé áàçèñ â P3, è ïóñòü B ∩ Gm 6= ∅
ïðè íåêîòîðîì m > 3. Òîãäà ëþáóþ ôóíêöèþ f ìîæíî ðåàëèçîâàòü òàêîé
ñõåìîé A, ÷òî ïðè âñåõ ε ∈ (0, 1/(λ1104)] âåðíî íåðàâåíñòâî

P (A) 6 2ε+ k2ε
2,

ãäå λ1 � ÷èñëî ýëåìåíòîâ â ñõåìå, ðåàëèçóþùåé ôóíêöèþ Âåááà, k2 = 17mλ2
1 +

65(2m −m− 1)λ4
1.

Òàêèì îáðàçîì, èç òåîðåìû 3 è ñëåäñòâèÿ 1 ïîëó÷àåì ñëåäóþùèé ðåçóëü-
òàò: åñëè êîíå÷íûé ïîëíûé áàçèñ B òàêîâ, ÷òî B ∩ G 6= ∅, òî 1) ëþáóþ
ôóíêöèþ èç P3 ìîæíî ðåàëèçîâàòü ñõåìîé, íåíàäåæíîñòü êîòîðîé àñèìïòî-
òè÷åñêè (ïðè ε→ 0) íå áîëüøå 2ε; 2) äëÿ ëþáîé ôóíêöèè, îòëè÷íîé îò ïåðå-
ìåííîé, òàêàÿ ñõåìà ÿâëÿåòñÿ àñèìïòîòè÷åñêè îïòèìàëüíîé ïî íàäåæíîñòè è
ôóíêöèîíèðóåò ñ íåíàäåæíîñòüþ, àñèìïòîòè÷åñêè ðàâíîé 2ε ïðè ε→ 0.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ÐÔÔÈ (íîìåðà ïðîåêòîâ
14-01-00273, 14-01-31360).
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Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à âîãíóòîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ â ïðîñòðàíñòâå Rn:

min{f(x), x ∈ D}, (1)
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ãäå D = {x : x ∈ Rn, fi(x) 6 0, i = 1 . . .m}. Çäåñü f(·), fi(·) i = 1 . . .m �
âîãíóòûå íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìûå ôóíêöèè â Rn.

Çàäà÷à (1), êàê ïðàâèëî, èìååò ìíîæåñòâî ëîêàëüíûõ ìèíèìóìîâ, îòëè÷-
íûõ îò ãëîáàëüíîãî, ÷òî ñåðüåçíî çàòðóäíÿåò ðåøåíèå äàííîé çàäà÷è. Â äàí-
íîì ñîîáùåíèè ïðåäëàãàåòñÿ îäèí ñïîñîá ïîëó÷åíèÿ ãëîáàëüíîãî ðåøåíèÿ,
îñíîâàííûé íà ýêâèâàëåíòíîñòè íåîáõîäèìûõ óñëîâèé îïòèìàëüíîñòè çàäà-
÷è (1) è íåêîòîðîé çàäà÷è âûïóêëîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ, äëÿ îïðåäåëåíèÿ
êîòîðîé íóæíî âûáðàòü åå ìíîæåñòâî äîïóñòèìûõ ðåøåíèé. Ïðåäëàãàåìûé
ñïîñîá èìååò òå æå îñíîâàíèÿ, ÷òî è ïðîöåäóðà, ïðèìåíåííàÿ â [1] äëÿ çàäà÷è
âîãíóòîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ ñ ëèíåéíûìè îãðàíè÷åíèÿìè.

Íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ îïòèìàëüíîñòè çàäà÷è âîãíóòîãî
ïðîãðàììèðîâàíèÿ

Côîðìóëèðóåì äëÿ çàäà÷è (1) èçâåñòíûå (ñì., íàïðèìåð, [2]) íåîáõîäèìûå
óñëîâèÿ òî÷êè ëîêàëüíîãî ìèíèìóìà (ñòàöèîíàðíîé òî÷êè), êîòîðûå ïðèíÿòî
íàçûâàòü ïðèíöèïîì Ëàãðàíæà:

Òåîðåìà 1. Åñëè òî÷êà x∗ ∈ D ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé ëîêàëüíîãî ìèíèìóìà çà-
äà÷è (1), òîãäà ñóùåñòâóþò ÷èñëà y∗i 6 0 i = 0 . . .m òàêèå, ÷òî èìåþò ìåñòî
óñëîâèÿ:

y∗0f
′(x∗) +

∗∑
i=1

y∗i f
′
i(x
∗) = 0 (2)

y∗i fi(x
∗) = 0 i = 1 . . .m. (3)

Î÷åâèäíî, ÷òî óñëîâèÿ (2) è (3) ýêâèâàëåíòíû îäíîìó óñëîâèþ:

y∗0f
′(x∗) +

∑
i∈I(x∗)

y∗i f
′
i(x
∗) = 0, (4)

ãäå I(x∗) = {i : i = 1 . . .m, fi(x∗) = 0}.
Ïîñòàâèì âñïîìîãàòåëüíóþ çàäà÷ó:

max{f(x), x ∈ D1}, (5)

ãäå D1 = {x : x ∈ Rn, fi(x) > 0, i = 1 . . . I}, I � íåêîòîðîå ìíîæåñòâî èíäåêñîâ.
Çàäà÷à (5) ÿâëÿåòñÿ çàäà÷åé âûïóêëîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ. Ïîýòîìó êàæ-

äîå åå ëîêàëüíîå ðåøåíèå ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé ãëîáàëüíîãî ìàêñèìóìà ôóíêöèè
f(x). Íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ îïòèìàëüíîñòè òî÷êè x∗ ∈ D1 äëÿ
çàäà÷è (5) èìåþò âèä:

y∗0f
′(x∗) +

∑
i∈I

y∗i f
′
i(x
∗) = 0 (6)

y∗i fi(x
∗) = 0 i ∈ I. (7)

Âèäíî, ÷òî ïðè âûïîëíåíèè I = I(x∗) íåîáõîäèìîå óñëîâèå ñòàöèîíàðíîé
òî÷êè (4) äëÿ çàäà÷è (1) ýêâèâàëåíòíî íåîáõîäèìûì è äîñòàòî÷íûì óñëîâèÿì
îïòèìàëüíîñòè (6), (7) äëÿ âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷è (5).
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Àíàëîãè÷íî [1], áûëî äîêàçàíî, ÷òî ëþáàÿ òî÷êà ëîêàëüíîãî ìèíèìóìà çà-
äà÷è (1) ìîæåò áûòü ïîëó÷åíà êàê ðåøåíèå çàäà÷è âèäà (5) ïðè íåêîòîðîì
ìíîæåñòâå I ⊂ {1, . . .m}. Ëó÷øàÿ òî÷êà ëîêàëüíîãî ìèíèìóìà (ñ ìèíèìàëü-
íûì çíà÷åíèåì öåëåâîé ôóíêöèè f(·)) áóäåò ÿâëÿòüñÿ ãëîáàëüíûì ðåøåíèåì
çàäà÷è (1).

Âñïîìîãàòåëüíóþ çàäà÷ó (5) ëåã÷å ðåøèòü ñ ïîìîùüþ åå äâîéñòâåííîé çà-
äà÷è:

min{ϕ(y), y ∈ Y }, (8)

ãäå ϕ(y) = sup
x∈Rn

L(x, y), L(x, y) = y0f(x) +
∑
i∈I

yifi(x), Y = {y ∈ Rn : yi > 0, i ∈
I, yi = 0, i /∈ I}. Ñ ïîìîùüþ äâîéñòâåííîé çàäà÷è (8) ìîæíî ñäåëàòü âûâîä
êàê î ñîâìåñòíîñòè äîïóñòèìîãî ìíîæåñòâà çàäà÷è (5), òàê è îá îïòèìàëüíîì
ðåøåíèè ýòîé çàäà÷è. Ïðîñòîé âèä ìíîæåñòâà Y ïîçâîëÿåò èñïîëüçîâàòü ïðî-
ñòûå ïðîöåäóðû äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è (8)(íàïðèìåð, íåêîòîðûå èç íèõ ìîæíî
íàéòè â [1]).

Ìåòîä âåòâåé è ãðàíèö äëÿ çàäà÷è âîãíóòîãî ïðîãðàììè-
ðîâàíèÿ

Ñîãëàñíî ýêâèâàëåíòíîñòè óñëîâèé îïòèìàëüíîñòè äëÿ çàäà÷ (1) è (5), çà-
äà÷ó (1) ìîæíî ðåøèòü ïîñðåäñòâîì ïåðåáîðà âñåõ âîçìîæíûõ ïîäìíîæåñòâ
I è îïðåäåëåíèÿ òåõ èç íèõ, êîòîðûå îïðåäåëÿþò ñòàöèîíàðíûå òî÷êè çàäà-
÷è (1). Òàêîé ïåðåáîð ïðåäëàãàåòñÿ îñóùåñòâèòü ïîñðåäñòâîì ìåòîäà âåòâåé
è ãðàíèö, êîòîðûé îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèìè ïîëîæåíèÿìè.

Êàæäûé óçåë äåðåâà ðåøåíèé õàðàêòåðèçóåòñÿ íåêîòîðûì ïîäìíîæåñòâîì
èíäåêñîâ I ⊂ {1 . . .m}, êîòîðîå îïðåäåëÿåò âîçìîæíîå ìíîæåñòâî àêòèâíûõ
èíäåêñîâ çàäà÷è (1). Âåòâëåíèå îò êàæäîãî óçëà õàðàêòåðèçóåòñÿ äîáàâëåíèåì
íîâîãî èíäåêñà ê ýòîìó ìíîæåñòâó. Â êàæäîì óçëå äåðåâà ïî çàôèêñèðîâàí-
íîìó ìíîæåñòâó èíäåêñîâ I ôîðìóëèðóåòñÿ è ðåøàåòñÿ çàäà÷à (5) (èëè äâîé-
ñòâåííàÿ åé çàäà÷à (8)). Â çàâèñèìîñòè îò ðåçóëüòàòîâ ðåøåíèÿ ýòîé âñïîìî-
ãàòåëüíîé çàäà÷è ïðîèñõîäèò îòêëîíåíèå äàííîãî óçëà è èñõîäÿùåãî èç íåãî
ïîääåðåâà (íàïðèìåð, ìíîæåñòâî äîïóñòèìûõ ðåøåíèé çàäà÷è (5) íåñîâìåñò-
íî èëè îïòèìàëüíîå çíà÷åíèå çàäà÷è (5) õóæå óæå ïîëó÷åííîãî ðåêîðäíîãî
çíà÷åíèÿ) èëè ïîñëåäóþùåå âåòâëåíèå.

Îïèñàíèå ÷èñëåííîãî ýêñïåðèìåíòà

×èñëåííûé ýêñïåðèìåíò ïðîâîäèëñÿ íà íàáîðå ñãåíåðèðîâàííûõ çàäà÷
÷àñòíîãî âèäà ïðè âîãíóòîé êâàäðàòè÷íîé öåëåâîé ôóíêöèè è ëèíåéíûõ
ôóíêöèÿõ-îãðàíè÷åíèÿõ. Ïðèíöèïû ãåíåðàöèè çàäà÷ îïèñàíû â [1]. Ïîñêîëü-
êó çàäà÷à (5) â ýòîì ñëó÷àå ÿâëÿåòñÿ çàäà÷åé âûïóêëîãî êâàäðàòè÷íîãî ïðî-
ãðàììèðîâàíèÿ, îíà ðåøàåòñÿ ñ ïîìîùüþ êîíå÷íûõ àëãîðèòìîâ.

Ýêñïåðèìåíò ïîêàçàë ïðèíöèïèàëüíóþ ïðèãîäíîñòü ïðåäëîæåííîãî ìåòî-
äà âåòâåé è ãðàíèö äëÿ ïîëó÷åíèÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è (1). Ïðåèìóùåñòâîì äàííî-
ãî ìåòîäà ÿâëÿåòñÿ ãàðàíòèðîâàííîå ïîëó÷åíèå ãëîáàëüíîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è.
Îäíàêî äëÿ áîëåå ñëîæíûõ âèäîâ öåëåâîé ôóíêöèè è ôóíêöèé-îãðàíè÷åíèé
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ñïîñîáû ðåøåíèÿ çàäà÷è (5) ìîãóò áûòü çàìåòíî áàëåå âû÷èñëèòåëüíî òðóäî-
åìêèìè, ÷òî ïîòðåáóåò, íàïðèìåð, ðàçðàáîòêè ïðèáëèæåííûõ ìåòîäîâ ðåøå-
íèÿ èëè ïðèìåíåíèÿ ïàðàëëåëüíûõ àëãîðèòìîâ.
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Ïóñòü äàíû íàáîð n ïðÿìîóãîëüíèêîâ (äåòàëåé) ñ ðàçìåðàìè ai × bi (ai >
bi), i = 1, . . . , n, è ïîëóïîëîñà ñ øèðèíîé B, B > max

16i6n
bi. Òðåáóåòñÿ îïðåäå-

ëèòü äëèíó êóñêà ïîëóïîëîñû, íåîáõîäèìóþ è äîñòàòî÷íóþ äëÿ ðàçìåùåíèÿ
äàííîãî íàáîðà äåòàëåé, è ñîîòâåòñòâóþùèé ïëàí ðàçìåùåíèÿ, ò. å. êîîðäè-
íàòû ðàçìåùåíèÿ íà êóñêå ïîëóïîëîñû êàæäîãî èç ïðÿìîóãîëüíèêîâ è åãî
îðèåíòàöèÿ (âäîëü èëè ïîïåðåê ïîëóïîëîñû, îðèåíòàöèÿ ïðÿìîãîëüíèêà �íà-
èñêîñîê� íå äîïóñêàåòñÿ).

Ìîäåëü íåãèëüîòèííîãî ðàçìåùåíèÿ íàáîðà ïðÿìîóãîëü-
íèêîâ íà ïîëóïîëîñå

Îïðåäåëèì ïåðåìåííûå ìîäåëè. Ïóñòü A � èñêîìàÿ äëèíà ïîëóïîëîñû.
Íà÷àëîì êîîðäèíàò áóäåì ñ÷èòàòü ëåâûé íèæíèé óãîë ïîëóïîëîñû. Îñü X
íàïðàâëåíà âäîëü ïîëóïîëîñû. Îáîçíà÷èì ÷åðåç (xi, yi) êîîðäèíàòû ëåâîãî
íèæíåãî óãëà i-é äåòàëè, à ÷åðåç zi � îðèåíòàöèþ i-é äåòàëè íà ëèñòå:

zi =
{

0, åñëè äåòàëü îðèåíòèðîâàíà âäîëü ïîëóïîëîñû,
1, åñëè äåòàëü îðèåíòèðîâàíà ïîïåðåê ïîëóïîëîñû.

Äëÿ ôîðìóëèðîâêè óñëîâèé íåïåðåñå÷åíèÿ äåòàëåé òðåáóåòñÿ ââåäåíèå íîâûõ
ïåðåìåííûõ, çàäàþùèõ ðàñïîëîæåíèå äâóõ äåòàëåé äðóã îòíîñèòåëüíî äðó-
ãà. Óñëîâèÿ íåïåðåñå÷åíèÿ äâóõ äåòàëåé çàäàåòñÿ ÷åðåç ñèñòåìó èç ÷åòûðåõ
àëüòåðíàòèâíûõ îãðàíè÷åíèé (i-ÿ äåòàëü ëåæèò ëåâåå j-îé èëè i-ÿ äåòàëü ëå-
æèò ïðàâåå j-îé, i-ÿ äåòàëü ëåæèò âûøå j-îé èëè i-ÿ äåòàëü ëåæèò íèæå
j-îé). Äëÿ ñâåäåíèÿ ñèñòåìû àëüòåðíàòèâíûõ íåðàâåíñòâ ê ñîâìåñòíîé ñè-
ñòåìå ëèíåéíûõ íåðàâåíñòâ èñïîëüçîâàíû äâà íàáîðà áóëåâûõ ïåðåìåííûõ
sij , tij , i = 1 . . . n− 1, j = i+ 1 . . . n.
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Ìîäåëü êîìïàêòíîãî íåãèëüîòèííîãî ðàçìåùåíèÿ íàáîðà ïðÿìîóãîëüíè-
êîâ íà ïîëóïîëîñå èìååò ñëåäóþùèé âèä:

minA (1)

xi > 0, xi + (bi − ai)zi −A 6 −ai, i = 1, . . . , n, (2)

yi > 0, yi + (ai − bi)zi 6 B − bi, i = 1, . . . , n, (3)

−xi +xj − (bi− ai)zi + Ātij + Āsij > ai, i = 1, . . . , n− 1, j = i+ 1, . . . , n, (4)

xi−xj−(bj−aj)zj+Ātij−Āsij > aj−Ā, i = 1, . . . , n−1, j = i+1, . . . , n, (5)

−yi+yj−(ai−bi)zi−B̄tij+B̄sij > bi−B̄, i = 1, . . . , n−1, j = i+1, . . . , n, (6)

yi−yj−(aj−bj)zj−B̄tij−B̄sij > bj−2B̄. i = 1, . . . , n−1, j = i+1, . . . , n, (7)

zi ∈ {0, 1}, i = 1, . . . , n, (8)

sij ∈ {0, 1}, i = 1, . . . , n− 1, j = i+ 1, . . . , n, (9)

tij ∈ {0, 1}, i = 1, . . . , n− 1, j = i+ 1, . . . , n. (10)

ãäå Ā � âåðõíÿÿ îöåíêà îïòèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ A (íàïðèìåð, Ā =
n∑
i=1

ai),

B̄ > B.
Â êà÷åñòâå öåëåâîé ôóíêöèè âûáðàíà íåèçâåñòíàÿ äëèíà ïîëóïîëîñû.

Îãðàíè÷åíèÿ (2), (3) çàäàþò óñëîâèÿ ðàçìåùåíèÿ îòäåëüíûõ äåòàëåé íà ëèñòå
ðàçìåðîì A×B. Îãðàíè÷åíèÿ (4)�(7) ÿâëÿþòñÿ óñëîâèÿìè ïîïàðíîãî íåïåðå-
ñå÷åíèÿ äåòàëåé. Ïîäðîáíîå îáîñíîâàíèå ìîäåëè ìîæíî íàéòè â [1].

Òàêèì îáðàçîì, çàäà÷à êîìïàêòíîãî íåãèëüîòèííîãî ðàçìåùåíèÿ íàáîðà
ïðÿìîóãîëüíèêîâ íà ïîëóïîëîñå ñôîðìóëèðîâàíà â âèäå çàäà÷è ëèíåéíîãî
÷àñòè÷íî áóëåâîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ (1)�(10).

Ìåòîä ðåøåíèÿ çàäà÷è êîìïàêòíîãî íåãèëüîòèííîãî ðàç-
ìåùåíèÿ íàáîðà ïðÿìîóãîëüíèêîâ íà ïîëóïîëîñå

Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è (1)�(10) áûë ïðèìåíåí ìåòîä Ëýíä è Äîéã ( [2]). Äàí-
íûé ìåòîä îòíîñèòñÿ ê êëàññó ìåòîäîâ âåòâåé è ãðàíèö è ÿâëÿåòñÿ óíèâåðñàëü-
íûì ìåòîäîì ðåøåíèÿ çàäà÷ ÷àñòè÷íî öåëî÷èñëåííîãî ëèíåéíîãî ïðîãðàììè-
ðîâàíèÿ ñ äâóñòîðîííèìè îãðàíè÷åíèÿìè íà öåëî÷èñëåííûå ïåðåìåííûå. Èäåÿ
ìåòîäà çàêëþ÷àåòñÿ â ðåøåíèè íàáîðà çàäà÷ ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ, â
êîòîðûõ îãðàíè÷åíèÿ (8)�(10) çàìåíåíû íà äâóñòîðîííèå íåðàâåíñòâà âèäà:

0 6 zi 6 1, i = 1, . . . , n,

0 6 sij 6 1, i = 1, . . . , n− 1, j = i+ 1, . . . , n,

0 6 tij 6 1, i = 1, . . . , n− 1, j = i+ 1, . . . , n.

è ââîäÿòñÿ ïî õîäó ìåòîäà äîïîëíèòåëüíûå îãðàíè÷åíèÿ íà öåëî÷èñëåííûå
ïåðåìåííûå, êîòîðûå â íàøåì ñëó÷àå, ôàêòè÷åñêè îçíà÷àþò ôèêñàöèþ çíà-
÷åíèé áóëåâûõ ïåðåìåííûõ.
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Çàäà÷à êîìïàêòíîãî íåãèëüîòèííîãî ðàçìåùåíèÿ íàáîðà ïðÿìîóãîëüíèêîâ
íà ïîëóïîëîñå èìååò î÷åâèäíóþ íèæíþþ ãðàíèöó öåëåâîé ôóíêöèè, ðàâíóþ]
B̃−1

n∑
i=1

aibi
D

[
· D, ãäå D � íàèáîëüøèé îáùèé äåëèòåëü âñåõ ðàçìåðîâ äå-

òàëåé ai, bi, i = 1 . . . n, B̃ = [B/D] · D ([ · ], ] · [ � îïåðàöèè îêðóãëåíèÿ äî
áëèæàéøåãî ìåíüøåãî è áîëüøåãî öåëîãî ñîîòâåòñòâåííî). Ïîýòîìó â ñëó÷àå
åå ñîâïàäåíèÿ ñ òåêóùèì ðåêîðäíûì çíà÷åíèåì öåëåâîé ôóíêöèè ìîæíî ïðå-
êðàòèòü âû÷èñëåíèÿ, òàê êàê òåêóùèé ðåêîðä áóäåò îïòèìàëüíûì ðåøåíèåì
çàäà÷è.

Äëÿ âûáîðà ïåðåìåííîé âåòâëåíèÿ ìû èñïîëüçîâàëè ïðàâèëî ïåðâîé íåöå-
ëîé ïåðåìåííîé, ïðè÷åì â õîäå ÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòîâ áûëî óñòàíîâëåíî,
÷òî äëÿ óìåíüøåíèÿ òðóäîåìêîñòè âû÷èñëåíèé öåëåñîîáðàçíî ñäåëàòü ñëåäó-
þùåå:

1) ïðåäâàðèòåëüíî îòñîðòèðîâàòü äåòàëè ïî íåâîçðàñòàíèþ ïëîùàäåé, à
äåòàëè ñ ðàâíûìè ïëîùàäÿìè � ïî íåâîçðàñòàíèþ äëèí äåòàëåé;

2) ïî îòñîðòèðîâàííîìó ñïèñêó äåòàëåé ñôîðìèðîâàòü ñëåäóþùèé ñïèñîê
áóëåâûõ ïåðåìåííûõ:

z1, z2, s12, t12, z3, s13, t13, s23, t23, z4, . . . , sn−1,n, tn−1,n,

è â êà÷åñòâå ïåðåìåííîé âåòâëåíèÿ âûáèðàòü ïåðâóþ ïî ýòîìó ñïèñêó íåöå-
ëóþ ïåðåìåííóþ. Òàêîé ïîðÿäîê ïåðåìåííûõ è ïðàâèëî âûáîðà ïåðâîé íåöå-
ëîé ïåðåìåííîé îòðàæàåò ñòðåìëåíèå èñêàòü îïòèìàëüíîå ðàçìåùåíèå ïóòåì
äîáàâëåíèÿ î÷åðåäíîé äåòàëè ê óæå ïîëó÷åííîìó ÷àñòè÷íîìó ðàçìåùåíèþ.

Ðåçóëüòàòû ÷èñëåííîãî ýêñïåðèìåíòà

×èñëåííûé ýêñïåðèìåíò ïðîâîäèëñÿ íà íàáîðå, ñîñòîÿùåì èç 300 ñãåíåðè-
ðîâàííûõ çàäà÷. Â íàáîðû âõîäèëî îò 10 äî 15 ïðÿìîóãîëüíèêîâ ðàçìåðîâ
èç èíòåðâàëà [1, 20]. Â êà÷åñòâå ïîêàçàòåëÿ òðóäîåìêîñòè ðåøåíèÿ çàäà÷è èñ-
ïîëüçîâàëîñü êîëè÷åñòâî ðàññìîòðåííûõ çàäà÷ ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ.
Ïîäðîáíî äàííûé ýêñïåðèìåíò îïèñàí â [1].

Áûëî çàìå÷åíî, ÷òî òðóäîåìêîñòü âû÷èñëåíèé ñèëüíî âîçðàñòàåò äëÿ çà-
äà÷, â êîòîðûõ íèæíÿÿ ãðàíèöà íåäîñòèæèìà. ×àñòî ïðè ðåøåíèè ýòèõ çàäà÷
îïòèìàëüíîå ðàçìåùåíèå áûâàåò ïîëó÷åíî äîâîëüíî ðàíî. Îäíàêî íà äàëü-
íåéøèé ïîñëåäîâàòåëüíûé ïðîñìîòð è îòñå÷åíèå îñòàâøèõñÿ âåòâåé äåðåâà
ðåøåíèé ïðèõîäèòñÿ áîëüøàÿ ÷àñòü òðóäîåìêîñòè.

Ïî ðåçóëüòàòàì ýêñïåðèìåíòà áûëî çàìå÷åíî, ÷òî äëÿ ïîëó÷åíèÿ îïòè-
ìàëüíîãî ðåøåíèÿ â ñðåäíåì äîñòàòî÷íî áûëî áû ïðîñìîòðåòü îêîëî 9% äå-
ðåâà. Â ñâÿçè ñ ýòèì áûë ïðèìåíåí ñëåäóþùèé ýâðèñòè÷åñêèé êðèòåðèé îñòà-
íîâêè: ïîñëåäíèé íåôèêòèâíûé ðåêîðä ñ÷èòàåòñÿ ýâðèñòè÷åñêèì ðåøåíèåì
çàäà÷è, åñëè òåêóùàÿ òðóäîåìêîñòü ïðåâûñèëà 100 000 óçëîâ è âûïîëíÿåòñÿ
îäíî èç óñëîâèé: 1) îöåíêà ïðîñìîòðåííîé äîëè äåðåâà ïðåâûøàåò 10 %; 2)
òðóäîåìêîñòü ïðîöåññà âû÷èñëåíèé ñ ìîìåíòà ïîëó÷åíèÿ ïîñëåäíåãî ðåêîðäà
ïðåâûñèëà 50 % îò òåêóùåé òðóäîåìêîñòè.

Íà îñíîâå ýêñïåðèìåíòà ïîëó÷åíû ñëåäóþùèå ðåçóëüòàòû. Äîñðî÷íàÿ îñòà-
íîâêà âû÷èñëåíèé ïî ýâðèñòè÷åñêîìó êðèòåðèþ ïðîèçîøëà â 63% ñëó÷àåâ.



Ìåòîä ôóíêöèé Ëÿïóíîâà 29

Ñðåäè íèõ â 67% ñëó÷àåâ íàáëþäàëîñü óìåíüøåíèå îáùåé òðóäîåìêîñòè áî-
ëåå 50%, à â 30% ñëó÷àåâ � áîëåå 90%. Â îñíîâíîì (92% îò îáùåãî êîëè÷åñòâà
çàäà÷) áûëî ïîëó÷åíî îïòèìàëüíîå ðàçìåùåíèå äåòàëåé íà ïîëóïîëîñå. Cðåä-
íÿÿ ïîãðåøíîñòü ïîëó÷åííûõ ðàçìåùåíèé â îñòàâøèõñÿ 8% çàäà÷ ñîñòàâèëà
ìåíåå 4%.
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ÍÈÈ ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè è êèáåðíåòèêè Íèæåãîðîäñêîãî ãîñóäàðñòâåííîãî

óíèâåðñèòåòà èì. Í.È. Ëîáà÷åâñêîãî, Íèæíèé Íîâãîðîä

Èçâåñòíî, ÷òî ïðîáëåìà âûáîðà îïòèìàëüíûõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ â òàêèõ
íåëèíåéíûõ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåìàõ êàê ñèíòåçàòîðû ÷àñòîòû [1] ïðè ðàáîòå
â çàäàííîì äèàïàçîíå ÷àñòîò, ÿâëÿåòñÿ öåíòðàëüíîé [2] è, â òîì ÷èñëå, ïðè
ñèíòåçå êîìáèíèðîâàííîãî óïðàâëåíèÿ [3].

Íàñòîÿùèé äîêëàä ñâÿçàí ñ ïðàêòè÷åñêè âàæíîé ïðèêëàäíîé çàäà÷åé
ðåàëèçàöèè íàäåæíîé ðàäèîñâÿçè, â îñíîâå êîòîðîé ëåæèò èñïîëüçîâàíèå
óïðàâëÿåìûõ ñèíòåçàòîðîâ ÷àñòîò (Ñ×) [1], ïîñòðîåííûõ íà áàçå èìïóëüñ-
íûõ ñèñòåì ôàçîâîé ñèíõðîíèçàöèè. Â òàêèõ ñèñòåìàõ èñïîëüçóåòñÿ øèðîòíî-
èìïóëüñíàÿ ìîäóëÿöèÿ óïðàâëÿþùåãî ñèãíàëà, è ïîýòîìó èõ ìàòåìàòè÷åñêèå
ìîäåëè (ÌÌ) ÿâëÿþòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì ñèñòåì ñ ïåðåìåííîé ñòðóêòóðîé.
Ïîðÿäîê ñìåíû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé â ñèñòåìàõ îïðåäåëÿåòñÿ äè-
íàìè÷åñêèìè ñâîéñòâàìè ôàçîâûõ òðàåêòîðèé è ðåàëèçóåòñÿ â ìîìåíòû ïåðå-
êëþ÷åíèÿ óïðàâëÿþùèõ èìïóëüñîâ. Ïîýòîìó èçó÷åíèå äèíàìèêè ÌÌ òàêèõ
Ñ× îñóùåñòâëÿåòñÿ íà îñíîâå ïðèìåíåíèÿ ìåòîäà òî÷å÷íûõ îòîáðàæåíèé.

Â äîêëàäå [4] îòìå÷àëèñü îñíîâíûå ìîìåíòû ðåøåíèÿ ïðîáëåìû ñèíòå-
çà îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ â ñèñòåìàõ óïðàâëåíèÿ óêàçàííîãî êëàññà ñ ïî-
ìîùüþ êîðíåâîãî êðèòåðèÿ. Â îòëè÷èå îò îáû÷íîãî ïîäõîäà ê èñïîëüçîâà-
íèþ êîðíåâîãî êðèòåðèÿ â ñëó÷àå ðàáîòû ñèíòåçàòîðà â çàäàííîì (øèðî-
êîì)äèàïàçîíå ïàðàìåòðû õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ, îïðåäåëÿþùèå íå
òîëüêî óñòîé÷èâîñòü, íî è ñêîðîñòü ïåðåõîäíûõ ïðîöåññîâ, ÿâëÿþòñÿ èíòåð-
âàëüíûìè. À ïîýòîìó äëÿ èññëåäîâàíèÿ óñòîé÷èâîñòè ìîæíî áûëî âîñïîëü-
çîâàòüñÿ ðåêîìåíäàöèÿìè è ïðèåìàìè èññëåäîâàíèÿ ðîáàñòíûõ ñèñòåì [5].

Àíàëèç òî÷å÷íûõ îòîáðàæåíèé ðàçëè÷íûõ ñå÷åíèé ïîäïðîñòðàíñòâ, ñîîò-
âåòñòâóþùèõ ïîñòîÿíñòâó âåëè÷èíû óïðàâëÿþùåãî ñèãíàëà â Ñ× ïîêàçàë [6],
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÷òî â çàâèñèìîñòè îò ïàðàìåòðîâ ñèñòåìû îñíîâíîìó ðàáî÷åìó ðåæèìó ñî-
îòâåòñòâóåò íåïîäâèæíàÿ òî÷êà îäíîãî èç äâóõ òî÷å÷íûõ îòîáðàæåíèé, äëÿ
êîòîðûõ ìîæíî ïîëó÷èòü àíàëèòè÷åñêèå âûðàæåíèÿ ôóíêöèé ïîñëåäîâàíèÿ.
Íî òîãäà ëåâàÿ ÷àñòü èñõîäíîãî õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ ïðèíèìàåò
âèä ïîëèíîìà, â êîòîðîì êîýôôèöèåíòû, âñëåäñòâèå çàâèñèìîñòè îò èíòåð-
âàëüíûõ ïàðàìåòðîâ, òàêæå èíòåðâàëüíû [4].

Â ñâÿçè ñ òåì, ÷òî óâåëè÷åíèå äèàïàçîíà èíòåðâàëüíîñòè ïðèâîäèò ê ðàñ-
øèðåíèþ îáëàñòè ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà, â êîòîðîé ðåàëèçóþòñÿ ïåðåõîäíûå
äâèæåíèÿ [4], ïðèíöèïèàëüíî ñóùåñòâåííîé ñòàíîâèòñÿ íåîáõîäèìîñòü ó÷å-
òà íåëèíåéíîñòè èññëåäóåìîé äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû. Â íàñòîÿùåì äîêëàäå
ïðåäëàãàåòñÿ èñïîëüçîâàíèå äëÿ ýòîé öåëè êîíöåïöèè ïðèìåíåíèÿ ôóíêöèé
Ëÿïóíîâà ê èíòåðâàëüíî-íåîïðåäåëåííûì ñèñòåìàì [7]. Ó÷åò èíòåðâàëüíîñòè
ïàðàìåòðîâ ñ îöåíêîé ñâåðõó ðàçìåðîâ ñîîòâåòñòâóþùåé îáëàñòè ôàçîâîãî
ïðîñòðàíñòâà ïîçâîëÿåò òðàíñôîðìèðîâàòü ïîñòàíîâêó âîïðîñà â çàäà÷ó ïî-
ñòðîåíèÿ ôóíêöèè Ëÿïóíîâà, óäîâëåòâîðÿþùåé çàäàííîìó îãðàíè÷åíèþ [7].

Èçâåñòíî, ÷òî ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííàÿ êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà áóäåò
ôóíêöèåé Ëÿïóíîâà äèñêðåòíîé äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû â òîì è òîëüêî òîì
ñëó÷àå, êîãäà

max
i=1,...,n

{|zi|2 − 1} 6 max
V=V0

∆V
V

< 0,

ãäå zi � êîðíè õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ, îïðåäåëÿþùåãî óñòîé÷èâîñòü
ñèñòåìû, |zi| < 1, i = 1, 2, ..., n. Ïðè ýòîì âñåãäà ñóùåñòâóåò êâàäðàòè÷íàÿ
ôóíêöèÿ Ëÿïóíîâà, äëÿ êîòîðîé îáåñïå÷èâàåòñÿ çàäàííûé çàïàñ çíàêîîòðè-
öàòåëüíîñòè ïåðâîé ðàçíîñòè â ñèëó ëèíåàðèçîâàííûõ óðàâíåíèé ñèñòåìû [8],
îòâå÷àþùèé çíà÷åíèÿì

max
V=V0

∆V
V

= δ, max
i=1,...,n

{|zi|2 − 1} 6 δ < 0,

â òîì ÷èñëå è ìàêñèìàëüíûé åå çàïàñ [9]. Óäîáíåå âñåãî ñòðîèòü òàêóþ ôóíê-
öèþ Ëÿïóíîâà ïóòåì ïåðåõîäà ê êàíîíè÷åñêèì êîîðäèíàòàì [10], ïîñêîëüêó
â ýòîì ñëó÷àå ìîæíî ïðåäëîæèòü àíàëèòè÷åñêèå ñîîòíîøåíèÿ äëÿ îïðåäåëå-
íèÿ ïàðàìåòðîâ êâàäðàòè÷íîé ôîðìû â ñëó÷àå ïðîèçâîëüíîãî n, ïîäîáíûå
ïðèâåäåííûì â [8] äëÿ ñëó÷àÿ n = 2. Íàïðèìåð, äëÿ òî÷å÷íîãî îòîáðàæåíèÿ

x̄i = zixi (i = 1, 2, ..., n),

ãäå |zn| < |zn−1| < ... < |z2| < |z1| < 1, ïðè÷åì âñå zi äåéñòâèòåëüíû, êâàäðà-
òè÷íóþ ôóíêöèþ Ëÿïóíîâà ìîæíî èñêàòü â âèäå

V (x1, ..., xn−2, xn−1, xn) = K11x
2
1 + ...+Kn−2,n−2x

2
n−2+

+Kn−1,n−1x
2
n−1 + 2Kn−1,nxn−1xn +Kn,nx

2
n,

ãäå âåëè÷èíû K11 > 0, ...,Kn−2,n−2 > 0, à Kn−1,n−1 > 0,Kn,n > 0,Kn−1,n

ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèåì

K2
n−1,n = (1−R(δ))Kn−1,n−1Kn,n,
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â êîòîðîì
R(δ) = (1 + δ)(zn − zn−1)2(zn−1zn − 1 + δ)−2

(z2
n − 1 6 δ < 0).

Èñïîëüçîâàíèå êâàäðàòè÷íîé ôóíêöèè Ëÿïóíîâà ïîäîáíîãî âèäà ïîçâîëè-
ëî ïîëó÷èòü òàêèå èíòåðâàëüíûå îöåíêè ïàðàìåòðîâ ñèñòåìû, ïðè êîòîðûõ
ïîñòðîåííàÿ ôóíêöèÿ ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé Ëÿïóíîâà ñèñòåìû ñ èíòåðâàëü-
íî èçìåíÿþùèìèñÿ ïàðàìåòðàìè [4]. Îöåíêè ñîäåðæàò àáñîëþòíûå âåëè÷èíû
êîðíåé õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ ïðè îäíîì êîíêðåòíîì çíà÷åíèè ïàðà-
ìåòðîâ ñèñòåìû èç îáëàñòè óñòîé÷èâîñòè, âåëè÷èíó δ, è çàâèñÿò îò ýëåìåíòîâ
ìàòðèöû ïåðåõîäà ê êàíîíè÷åñêèì êîîðäèíàòàì.

Ëèòåðàòóðà

[1] Ëåâèí Â.À., Ìàëèíîâñêàé Â.È., Ðîìàíîâ Ñ.Ê. Ñèíòåçàòîðû ÷àñòîò ñ
èìïóëüñíî-ôàçîâîé àâòîïîäñòðîéêîé. �Ì.: Ðàäèî è ñâÿçü, 1989. � 314 ñ.

[2] Goryunov V. I. On the feedback parameter optimization for the robust stable
frequency synthesizer // Progress of nonlinear science: Proceedings of International
Conference, dedicated to the 100-th Annivesary of A.A. Andronov. �Nizhny
Novgorod, 2002. �V. 3. � P. 159�163.

[3] Antonovskaya O.G., Goryunov V. I., Palochkin Yu. P. On the synthesis of combined
control by nonlinear phenomena analysis for frequency synthesizer working in wide
band // 2-nd International Conference on Circutes and Systems of Communications.
Proceedings. �Moscow, 2004. � P. 54�62.

[4] Àíòîíîâñêàÿ Î. Ã., Ãîðþíîâ Â.È. Ê ïðîáëåìå îïòèìèçàöèè ïðîöåññà óïðàâëåíèÿ
â ñèñòåìâõ ñ ïåðåìåííîé ñòðóêòóðîé // Ïðîáëåìû òåîðåòè÷åñêîé êèáåðíåòèêè.
Ìàòåðèàëû XVI Ìåæäóíâðîäíîé êîíôåðåíöèè. �Íèæíèé Íîâãîðîä: Èçäàòåëü-
ñòâî Íèæåãîðîäñêîãî ãîñóíèâåðñèòåòà, 2011. � Ñ. 38�41.

[5] Äæóðè Ý.È. Ðîáàñòíîñòü äèñêðåòíûõ ñèñòåì // Àâòîìàòèêà è òåëåìåõàíèêà. �
1990. ��5. �Ñ. 3�28.

[6] Àíòîíîâñêàÿ Î. Ã., Ãîðþíîâ Â.È. Î âëèÿíèè äèññèïàöèè ýíåðãèè íà äèíàìèêó
àñòàòè÷åñêîé ñèñòåìû ñ øèðîòíî-èìïóëüñíîé ìîäóëÿöèåé óïðàâëÿþùåãî ñèãíà-
ëà // Âåñòíèê ÍÍÃÓ�Í. Íîâãîðîä: Èçä-âî ÍÍÃÓ, 2009. � Ñ. 141�145.

[7] Àíòîíîâñêàÿ Î. Ã., Ãîðþíîâ Â.È. Ê îïòèìèçàöèè àëãîðèòìà èñïîëüçîâàíèÿ
ïðÿìîãî ìåòîëà Ëÿïóíîâà ïðè èññëåäîâàíèè ïðîöåññîâ â èíòåðâàëüíî-
íåîïðåäåëåííûõ ñèñòåìàõ // VII Ìåæäóíàðîäíâé ñåìèíàð "Óñòîé÷èâîñòü è êî-
ëåáàíèÿ íåëèíåéíûõ ñèñòåì óïðàâëåíèÿ". Òåçèñû äîêëàäîâ �Ì.: ÈÏÓ ÐÀÍ,
2004. � Ñ. 12�13.

[8] Àíòîíîâñêàÿ Î. Ã. Î ïîñòðîåíèè êâàäðàòè÷íîé ôóíêöèè Ëÿïóíîâà ñ çàäàííû-
ìè ñâîéñòâàìè // Äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ. � 2013. � Ò. 49, �9. � Ñ. 1220�
1224.

[9] Àíòîíîâñêàÿ Î. Ã. Î ìàêñèìàëüíîì îãðàíè÷åíèè ïåðâîé ïðîèçâîäíîé (ïåðâîé
ðàçíîñòè) êâàäðàòè÷íîé ôóíêöèè Ëÿïóíîâà // Äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíå-
íèÿ. � 2003. � Ò. 39,�11. � Ñ. 1562�1563.

[10] Íåéìàðê Þ.È. Ìåòîä òî÷å÷íûõ ïðåîáðàçîâàíèé â òåîðèè íåëèíåéíûõ êîëåáà-
íèé // Èçâ. âóçîâ: Ðàäèîôèçèêå. � 1958. � Ò. 1, �1. � Ñ. 41�66.



32 Ä.Í.Áàáèí, Ì.À.Êèáêàëî
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Ðàññìàòðèâàåòñÿ ñëîæíîñòü ïðåäñòàâëåíèÿ áóëåâûõ ôóíêöèé êîíå÷íûìè
àâòîìàòàìè [1] è óñòàíàâëèâàþòñÿ àñèìïòîòè÷åñêèå îöåíêè ôóíêöèè Øåííî-
íà äëÿ âñåõ çàìêíóòûõ êëàññîâ áóëåâûõ ôóíêöèé. Áóëåâîé ôóíêöèè f ∈ Pn2
ñîïîñòàâèì êîíå÷íûé ÿçûê L(f) ïî ïðàâèëó: ñëîâî α̃ = α1 . . . αn ∈ L(f) ⇔
f(α̃) = f(α1, . . . , αn) = 1. Ïóñòü Vq = (E,Q,E, ϕ, ψ, q) èíèöèàëüíûé êîíå÷íûé
àâòîìàò (ÈÊÀ) [2] ïðåäñòàâëÿþùèé ÿçûê L(f). Cëîæíîñòüþ àâòîìàòà íàçî-
âåì ÷èñëî åãî ñîñòîÿíèé. Àâòîìàòíîé ñëîæíîñòüþ S(f, n) áóëåâîé ôóíêöèè
f ∈ Pn2 íàçîâåì íàèìåíüøóþ ñëîæíîñòü ÈÊÀ, ïðåäñòàâëÿþùåãî ÿçûê L(f).
Ïóñòü K ⊆ P2 - êëàññ áóëåâûõ ôóíêöèé, K(n) = K ∩ Pn2 . Ôóíêöèåé Øåííîíà
êëàññà K íàçîâåì S(K, n) = maxf∈K(n)S(f, n). Áóäåì ïîëüçîâàòüñÿ íîòàöèåé
êëàññîâ Ïîñòà, ââåäåííîé â [3].

Òåîðåìà 1. Èìåþò ìåñòî ñëåäóþùèå îöåíêè:

1. Ïóñòü K - îäèí èç êëàññîâ Ci, i = 1, 2, 3, 4, D1, D3, F
∞
i (n), Fµi (n), i =

1, 4, 5, 8, µ > 1, µ ∈ N. Òîãäà:
S(K, n) � 2n

n

2. Ïóñòü K - îäèí èç êëàññîâ Ai, i = 1, 2, 3, 4, D2, F∞i (n), Fµi (n), i =
2, 3, 6, 7, µ > 1, µ ∈ N. Òîãäà:

S(K, n) � 2n

n · √log n

3. Ïóñòü K - îäèí èç êëàññîâ Li, i = 1, 2, 3, 4, 5, Si, i = 1, 3, 5, 6, Pi, i =
1, 3, 5, 6, Oi, i = 1, 2, 4, 5, 6, 7, 8, 9. Òîãäà:

S(K, n) � n
4.S(O3, n) = 1
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Ïóñòü Ek = {0, . . . , k − 1}, Fk = 2Ek \ {∅}. Îòîáðàæåíèå f : Enk → Fk
íàçûâàåòñÿ n-ìåñòíîé óëüòðàôóíêöèåé íà Ek.

Îòîáðàæåíèå ein : (x1, . . . , xn)→ {xi} íàçûâàåòñÿ n-ìåñòíîé ïðîåêöèåé.
Êîíñòàíòíîé óëüòðàôóíêöèåé áóäåì íàçûâàòü óëüòðàôóíêöèþ, ïðèíèìà-

þùóþ íà âñåõ íàáîðàõ îäèíàêîâîå çíà÷åíèå.
Òàê êàê ìíîæåñòâî óëüòðàôóíêöèé íå ÿâëÿåòñÿ çàìêíóòûì îòíîñèòåëüíî

îáû÷íîé ñóïåðïîçèöèè, â [1] ââîäèòñÿ ¾ñïåöèàëüíàÿ¿ ñóïåðïîçèöèÿ, îòíîñè-
òåëüíî êîòîðîé çàìêíóòîñòü âûïîëíÿåòñÿ.

Äëÿ òîãî, ÷òîáû ñóïåðïîçèöèÿ f(f1(x1, . . . , xm), . . . , fn(x1, . . . , xm)) îïðå-
äåëÿëà íåêîòîðóþ óëüòðàôóíêöèþ g(x1, . . . , xm), çàäàäèì çíà÷åíèÿ óëüòðà-
ôóíêöèè íà íàáîðàõ èç ïîäìíîæåñòâ ìíîæåñòâà Ek.

Åñëè (α1, . . . , αm) ∈ Emk , òî ïî îïðåäåëåíèþ

g(α1, . . . , αm) =


⋂

βi∈fi(α1,...,αm)

f(β1, . . . , βn), åñëè ïåðåñå÷åíèå íå ïóñòî;⋃
βi∈fi(α1,...,αm)

f(β1, . . . , βn), â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.

Ýòî îïðåäåëåíèå ïîçâîëÿåò âû÷èñëèòü çíà÷åíèå óëüòðàôóíêöèè
f(x1, . . . , xn) íà ëþáîì íàáîðå (σ1, . . . , σn) ∈ Fnk .

Êëîíîì íà Ek íàçûâàåòñÿ çàìêíóòîå ìíîæåñòâî ôóíêöèé k-çíà÷íîé ëîãè-
êè, ñîäåðæàùåå âñå ïðîåêöèè.

Óëüòðàêëîíîì íà Ek íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî óëüòðàôóíêöèé íà Ek, çàìêíó-
òîå îòíîñèòåëüíî ââåäåííîé ñóïåðïîçèöèè è ñîäåðæàùåå âñå ïðîåêöèè.

Àâòîðàìè äîêàçàíî ñëåäóþùåå

Óòâåðæäåíèå. 1) Ëþáîé ìèíèìàëüíûé êëîí íà Ek ÿâëÿåòñÿ ìèíèìàëü-
íûì óëüòðàêëîíîì íà Ek;

2) Ëþáàÿ êîíñòàíòíàÿ óëüòðàôóíêöèÿ íà Ek ïîðîæäàåò ìèíèìàëüíûé óëü-
òðàêëîí íà Ek.

3) Äðóãèõ ìèíèìàëüíûõ óëüòðàêëîíîâ íà E2 íåò.

Ñëåäñòâèå. Ñóùåñòâóåò ðîâíî 8 ìèíèìàëüíûõ óëüòðàêëîíîâ íà E2 è íå
ìåíåå 88 ìèíèìàëüíûõ óëüòðàêëîíîâ íà E3.

Äàííîå ñëåäñòâèå ïîëó÷àåòñÿ ñ ó÷åòîì îïèñàíèÿ âñåõ ìèíèìàëüíûõ êëîíîâ
íà E2 è E3 [2, 3].
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Ñòàòèñòèêîé íà êîíå÷íîì ìíîæåñòâå Ω íàçûâàåòñÿ íåîòðèöàòåëüíàÿ öå-
ëî÷èñëåííàÿ ôóíêöèÿ stat, îïðåäåëåííàÿ äëÿ ëþáîãî ñëîâà ω∈Ω. Ñòàòèñòèêà
èíäóöèðóåò ïðîèçâîäÿùèé ìíîãî÷ëåí

P (t) =
∑
ω∈Ω

tstat(ω) =
∑
k

Pk t
k

ñ êîýôôèöèåíòàìè Pk=#{ω∈Ω : stat(ω)=k}, à ïðè ðàâíîìåðíîì ðàñïðåäå-
ëåíèè ñëîâ íà Ω è ðàñïðåäåëåíèå êîýôôèöèåíòîâ íîðìèðîâàííîãî ìíî-
ãî÷ëåíà P (t)=P (t)/P (1). Ýòîìó ðàñïðåäåëåíèþ îòâå÷àåò ñëó÷àéíàÿ âåëè-
÷èíà X, èìåþùàÿ ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå E(X)=(P (t))′ è äèñïåðñèþ
D(X)=(P (t))′′+(P (t))′(1−(P (t))′).

Òàê, ñòàòèñòèêà des(σ)=#{i∈Nn :σi>σi+1, σn+1=0} íà ìíîæåñòâå âñåõ ïå-
ðåñòàíîâîê Sn íàä àëôàâèòîì Nn={1, . . ., n},#Sn=n! îïèñûâàåò ÷èñëî ñïóñ-
êîâ ïåðåñòàíîâêè σ∈Sn è èíäóöèðóåò ïðîèçâîäÿùèé ìíîãî÷ëåí Ýéëåðà
An(t)=

∑n
k=1An,k t

k ñ êîýôôèöèåíòàìè An,k=#{σ∈Sn : des(σ)=k} [1], çàäàâà-
åìûé ðåêóððåíòíûì ñîîòíîøåíèåì

A0(t) = 1, An(t) = ntAn−1(t) + t(1− t)A′n−1(t) . (1)

Ñòàòèñòèêà des åñòåñòâåííî ïðîäîëæàåòñÿ ñ Sn íà ìíîæåñòâîWn âñåõ ñëîâ
ω=ω1. . .ωn íàä àëôàâèòîì Nn, ò. å. des(ω)=#{i∈Nn :ωi>ωi+1, ωn+1=0}, ïðè-
÷åì #Wn=nn, è åå ìîæíî ïîäñ÷èòûâàòü êàê ñâîåîáðàçíîå ñðåäíåå

des(ω) =
1

n+ 1

n∑
i=0

(ωi+1 − ωi), ω0 = ωn+1 = 0 ,

â êîòîðîì ðàçíîñòè ïîä çíàêîì ñóììû âû÷èñëÿþòñÿ ïî mod (n+1) íà ÷èñëî-
âîì ìíîæåñòâå {0, 1, . . ., n}.

Ââîäÿ áèåêöèè c : Wn → Wn è r : Wn → Wn âûðàæåíèÿìè cωi=n+1 − ωi
è rωi=ωn+1−i, i∈Nn, ω∈Wn ïîëó÷àåì äëÿ äîïîëíèòåëüíîãî cω è îáðàòíîãî
rω ñëîâ ðàâåíñòâà des(cω)=des(rω) è des(ω)+des(cω)=n+1.

Îïðåäåëèì ñðåäíåå çíà÷åíèå ñèìâîëà mes(ω) ñëîâà ω∈Wn ôîðìóëîé

mes(ω) =

[
1
n

n∑
i=1

ωi

]
,
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ãäå [ · ] � öåëàÿ ÷àñòü ÷èñëà.
Òîãäà íåñëîæíî ïîëó÷èòü mes(ω)=mes(rω) è mes(σ)=[(n+1)/2] ïðè σ∈Sn.

Ïîýòîìó ñîîòâåòñòâóþùóþ ñòàòèñòèêó íà Sn îïðåäåëèì ñ ïîìîùüþ áèåêöèè
v : Wn → Wn, çàäàâàåìîé ñîîòíîøåíèÿìè vωi=ωi+n+1−i (mod n), i∈Nn,
ãäå vωi � íàèìåíüøèé ïîëîæèòåëüíûé âû÷åò. Ðàñïðåäåëåíèÿ ñòàòèñòèê
mes(vω) è mes(ω) íà Wn ñîâïàäàþò, à mes(v σ)=ivp(σ) ïðè σ∈Sn, ïðè÷åì
äëÿ ñòàòèñòèêè ivp íà Sn [2] èìååì ivp(cσ)=exc(σ), ivp(σ)+exc(σ)=n+1, à
exc(σ)=#{i∈Nn : v σi>n}=#{i∈Nn :σi>i}.

Åñòåñòâåííî âîçíèêàåò çàäà÷à íàõîæäåíèÿ ïðîèçâîäÿùèõ ìíîãî÷ëåíîâ äëÿ
ñòàòèñòèê ivp è exc íà Sn, à òàêæå des è mes íà Wn. Äëÿ des è exc íà Sn
êîýôôèöèåíòû ïðîèçâîäÿùèõ ìíîãî÷ëåíîâ âû÷èñëÿþòñÿ ïî îäíîìó è òîìó
æå ðåêóððåíòíîìó ñîîòíîøåíèþ

A0,k = δ0k, An,k = kAn−1,k + (n− k + 1)An−1,k−1 ,

â êîòîðîì δij � ñèìâîë Êðîíåêåðà, è ëåãêî ïðîâåðÿåìîìó ïî îïðåäåëåíèþ
ñòàòèñòèê ìåòîäîì ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèè.

Òàê êàê An,k=An,n−k+1, òî ïðîèçâîäÿùèå ìíîãî÷ëåíû äëÿ ñòàòèñòèê exc
è ivp íà Sn òàêæå ñîâïàäàþò ñ ìíîãî÷ëåíàìè Ýéëåðà (1), ïðè÷åì îïðåäåëå-
íèå ýòèõ ñòàòèñòèê ïîçâîëÿåò ïðåäñòàâèòü ìíîãî÷ëåíû An(t) äâóìÿ ðàçíûìè
ñïîñîáàìè ÷åðåç ïåðìàíåíòû ôóíêöèîíàëüíûõ ìàòðèö [2].

Ñâîéñòâà êîýôôèöèåíòîâ An,k îïèñûâàþò ñëåäóþùèå âçàèìíî îáðàòíûå
ñîîòíîøåíèÿ ýéëåðîâñêîãî òèïà, îòñóòñòâóþùèå â [3].

Òåîðåìà 1. Ïðè n>1 è j,m=1, . . ., n ñïðàâåäëèâû ñîîòíîøåíèÿ

Fn,m =
m∑
k=1

(
m+ n− k

m

)
Gn,k, Gn,j =

j∑
i=1

(−1)j−i
(
n+ 1
j − i

)
Fn,i . (2)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîäñòàíîâêà ïåðâîãî âûðàæåíèÿ (2) âî âòîðîå ïðèâîäèò ê
ñîîòíîøåíèþ îðòîãîíàëüíîñòè

∑r
k=0(−1)k

(
n+1
k

)(
r+n−k
n

)
=δr0, ïðîâåðÿåìîìó ñ

ïîìîùüþ ðàçíîñòíîãî îïåðàòîðà ∆, òàê êàê ïðè r=1, . . ., n ëåâàÿ ÷àñòü ýòîãî
ñîîòíîøåíèÿ ðàâíà ∆n+1

(
r−1
n

)
=0.

Â ÷àñòíîñòè, åñëè â (2) ïîëîæèòü Gn,k=An,k, òî Fn,m=mn [4], ïðè÷åì ìîæ-
íî çàïèñàòü An,n−k+1=∆n+1kn+, ãäå u

n
+ � óñå÷åííàÿ ñòåïåííàÿ ôóíêöèÿ ñ ïå-

ðèîäîì p=n+1, ò. å. (u+p)n+=un ïðè u>0 è un+=0 ïðè u<0.
Òåîðåìà 2. Äëÿ ñòàòèñòèê des è mes íà Wn ïðîèçâîäÿùèå ìíîãî÷ëåíû
Ãn(t)=

∑n
k=1 Ãn,k t

k îäèíàêîâû, à êîýôôèöèåíòû Ãn,k íàõîäÿòñÿ ïî ôîðìóëå

Ãn,k =
k∑
i=1

(−1)k−i
(
n+ 1
k − i

)(
(i+1)n− 1

n

)
, (3)

ò. å. â âûðàæåíèè (2) ÷èñëà Gn,k=Ãn,k, åñëè Fn,m=
(

(m+1)n−1
n

)
, ïðè÷åì ìîæ-

íî çàïèñàòü Ãn,n−k+1=∆n+1
(

(k+1)n−1
n

)
+
, ãäå óñå÷åííûé áèíîìèàëüíûé êîýô-

ôèöèåíò
(

(u+p+1)n−1
n

)
+

=
(

(u+1)n−1
n

)
ïðè u>n−1 è

(
(u+1)n−1

n

)
+

=0 ïðè u<n−1, à
ñîîòâåòñòâóþùèé ïåðèîä p=n+1.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ðåçóëüòàòû äëÿ ñòàòèñòèêè mes ïîëó÷àþòñÿ ñ ïîìîùüþ
ïðîèçâîäÿùåé ôóíêöèè (t+ . . .+tn)n, îïèñûâàþùåé ÷èñëî ñëîâ ω∈Wn ñ îäè-
íàêîâîé ñóììîé

∑n
i=1 ωi, è òåîðåìû 1. Äëÿ ñòàòèñòèêè des òàêæå èñïîëüçóåòñÿ

òåîðåìà 1, à ïðîèçâîäÿùèé ìíîãî÷ëåí íàõîäèòñÿ ñ ïîìîùüþ öåïî÷êè ðåêóð-
ðåíòíûõ ñîîòíîøåíèé, ïîçâîëÿþùèõ ïîëó÷èòü òðåáóåìûé ðåçóëüòàò.

Ìíîãî÷ëåíû An(t) è Ãn(t) ÿâëÿþòñÿ f�ýéëåðîâûìè ìíîãî÷ëåíàìè, òàê êàê
ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî [1]

∞∑
k=1

Fn,k z
k =

Gn(z)
(1− z)n+1

,

â êîòîðîì Gn(z)=An(z), åñëè Fn,k=kn, è Gn(z)=Ãn(z), åñëè Fn,k=
(

(k+1)n−1
n

)
.

Äðóãèì ìåòîäîì îïèñàíèÿ ðàññìàòðèâàåìûõ ïðîèçâîäÿùèõ ìíîãî÷ëåíîâ ìî-
æåò ñëóæèòü z�ïðåîáðàçîâàíèå [4].

Òåîðåìà 3. Ïóñòü ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû Xn è Yn ñîîòâåòñòâóþò ðàñïðåäåëå-
íèÿì êîýôôèöèåíòîâ íîðìèðîâàííûõ ïðîèçâîäÿùèõ ìíîãî÷ëåíîâ äëÿ ñòàòè-
ñòèê des (ivp) íà Sn è des (mes) íà Wn. Òîãäà ýòè ðàñïðåäåëåíèÿ àñèìïòîòè-
÷åñêè íîðìàëüíû ñ ïàðàìåòðàìè

E(Xn) =
n+ 1

2
∼ n

2
; D(Xn) =

n+ 1
12

∼ n

12
, n > 2 ;

E(Yn) =
n2 + 1

2n
∼ n

2
; D(Yn) =

(n+ 1)(n2 − 1)
12n2

∼ n

12
.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ìàòåìàòè÷åñêèå îæèäàíèÿ è äèñïåðñèè ñëó÷àéíûõ âåëè-
÷èí Xn è Yn íàõîäÿòñÿ ñ ïîìîùüþ ôîðìóë (1) è (3). Íàïîìíèì, ÷òî íîðìè-
ðîâàííàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà Xn íàçûâàåòñÿ àñèìïòîòè÷åñêè íîðìàëüíîé,
åñëè âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî lim

n→∞
Pr(Xn 6 x)=(2π)−1/2

∫ x
−∞ e−t

2/2dt. Ìîæíî
ïîêàçàòü, ÷òî âñå íóëè ðàññìàòðèâàåìûõ íîðìèðîâàííûõ ïðîèçâîäÿùèõ ìíî-
ãî÷ëåíîâ íåïîëîæèòåëüíû è ðàçëè÷íû, ÷òî è âëå÷åò àñèìïòîòè÷åñêóþ íîð-
ìàëüíîñòü ñîîòâåòñòâóþùèõ ðàñïðåäåëåíèé.

Îòìåòèì, ÷òî ñòàòèñòèêà exc(ω)=#{i∈Nn :ωi>i} íà Wn èíäóöèðóåò ïðî-
èçâîäÿùèé ìíîãî÷ëåí

Ân(t) = n!
n−1∏
k=0

(
t+

k

n− k

)
,

à ðàñïðåäåëåíèå êîýôôèöèåíòîâ íîðìèðîâàííîãî ìíîãî÷ëåíà àñèìïòîòè÷åñêè
íîðìàëüíî ñ ìàòåìàòè÷åñêèì îæèäàíèåì (n+1)/2 è äèñïåðñèåé (n2−1)/(6n).
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Ñèñòåìó, ïàðàìåòðû êîòîðîé îïèñûâàþòñÿ äèñêðåòíûìè, íåïðåðûâíûìè
èëè äèôôåðåíöèðóåìûìè ôóíêöèÿìè, ìîæíî ïðåäñòàâèòü, ñîîòâåòñòâåííî,
äèñêðåòíûì (íå ñâÿçíûì), òîïîëîãè÷åñêèì èëè ãëàäêèì ìíîãîîáðàçèåì, êî-
òîðîå íàçûâàåòñÿ ìíîãîîáðàçèåì ñîñòîÿíèé ñèñòåìû. Ñèíãóëÿðíîñòè ôóíêöèé
íà ìíîãîîáðàçèè ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü, êàê ïîäìíîæåñòâî ïàðàìåòðîâ,
ïðè êîòîðûõ ñîñòîÿíèå ñèñòåìû ðåçêî ìåíÿåòñÿ. Êîëè÷åñòâî è âèä ñèíãóëÿð-
íîñòåé îïðåäåëÿþò ñòðóêòóðó ñèñòåìû, ïîçâîëÿÿ ïðîãíîçèðîâàòü åå ïîâåäåíèå
ïðè ñîîòâåòñòâóþùåì èçìåíåíèè åå ïàðàìåòðîâ.

Åñëè ôóíêöèè íà ìíîãîîáðàçèÿõ ðàññìàòðèâàòü, êàê ÷àñòíûé ñëó÷àé îòîá-
ðàæåíèé ìíîãîîáðàçèé (ñì., íàïð., [1], [2]), òî çàäà÷à îïèñàíèÿ âîçìîæíûõ
ñîñòîÿíèé ñèñòåìû ñâîäèòñÿ ê çàäà÷å íàõîæäåíèÿ îòîáðàæåíèé, ýêâèâàëåíò-
íûõ çàäàííûì, ò.å. ïðîãíîçèðóþùèì ïîâåäåíèå ñèñòåìû. Çäåñü óêàçàí îäèí
èç ñïîñîáîâ íàõîæäåíèÿ ýêâèâàëåíòíûõ íåïðåðûâíûõ (äèôôåðåíöèðóåìûõ)
îòîáðàæåíèé ìíîãîîáðàçèé.

Òåîðåìà 1. Äâà íåïðåðûâíûõ (äèôôåðåíöèðóåìûõ) îòîáðàæåíèÿ ñ èçîëè-
ðîâàííûìè ñèíãóëÿðíûìè òî÷êàìè òîïîëîãè÷åñêè (äèôôåðåíöèðóåìî) ýêâè-
âàëåíòíû, åñëè ïðîîáðàçû èõ îáîáùåííûõ ãðàôîâ Êðîíðîäà-Ðèáà, äîïóñêàþ-
ùèõ ñêëåèâàþùóþ ïåðåñòðîéêó, èçîìîðôíû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîä ãðàôîì Êðîíðîäà-Ðèáà ãëàäêîé ôóíêöèè ñ èçîëèðî-
âàííûìè êðèòè÷åñêèìè òî÷êàìè íà çàìêíóòîé ïîâåðõíîñòè ïîíèìàþò ([1])
ãðàô, îáðàçîâàííûé ñòÿãèâàíèåì êàæäîé êîìïîíåíòû ñâÿçíîñòè ëèíèé óðîâ-
íÿ ôóíêöèè â òî÷êó, ñ çàäàííûì ïîðÿäêîì íà âåðøèíàõ, îòâå÷àþùèì ïîðÿäêó
âîçðàñòàíèÿ çíà÷åíèé ôóíêöèè â ñîîòâåòñòâóþùèõ òî÷êàõ. Ãðàôû Êðîíðîäà-
Ðèáà íàçûâàþò èçîìîðôíûìè, åñëè ñóùåñòâóåò èçîìîðôèçì, ñîõðàíÿþùèé
ïîðÿäîê íà âåðøèíàõ.

Ïîä îáîáùåííûì ãðàôîì Êðîíðîäà-Ðèáà íåïðåðûâíîãî (äèôôåðåíöèðóå-
ìîãî) îòîáðàæåíèÿ ìíîãîîáðàçèé ñ èçîëèðîâàííûìè ñèíãóëÿðíûìè òî÷êàìè
íà çàìêíóòîì ìíîãîîáðàçèè áóäåì ïîíèìàòü ãðàô, îáðàçîâàííûé ñòÿãèâàíè-
åì êàæäîé êîìïîíåíòû ñâÿçíîñòè ëèíèé óðîâíÿ îòîáðàæåíèÿ â òî÷êó, ñ çà-
äàííûì ïîðÿäêîì íà âåðøèíàõ, îòâå÷àþùåì ïîðÿäêó çíà÷åíèé òî÷åê îáðàçà
îòîáðàæåíèÿ.

Îáîáùåííûé ãðàô Êðîíðîäà-Ðèáà íåïðåðûâíîãî (äèôôåðåíöèðóåìîãî)
îòîáðàæåíèÿ ìíîãîîáðàçèé äîïóñêàåò ñêëåèâàþùóþ ïåðåñòðîéêó, åñëè ñóùå-
ñòâóåò íåïðåðûâíîå (äèôôåðåíöèðóåìîå) îòîáðàæåíèå ìíîãîîáðàçèé, õîòÿ áû



38 Þ.Â.Áîðîäèíà

íà îäíîé èç ñèíãóëÿðíûõ ëèíèé óðîâíÿ êîòîðîãî ðàñïîëîæåíî íå ìåíåå äâóõ
ñèíãóëÿðíûõ òî÷åê.

Ïðîîáðàçîì îáîáùåííîãî ãðàôà Êðîíðîäà-Ðèáà, äîïóñêàþùåãî ñêëåèâàþ-
ùóþ ïåðåñòðîéêó, áóäåì ïîëàãàòü îáîáùåííûé ãðàô Êðîíðîäà-Ðèáà, íà êàæ-
äîì èç ñèíãóëÿðíûõ óðîâíåé êîòîðîãî ðàñïîëîæåíà ëèáî îäíà ñèíãóëÿðíàÿ
òî÷êà, ëèáî ìíîæåñòâî ñèíãóëÿðíûõ òî÷åê, ïîëó÷åííîå ïðè ñòÿãèâàíèè â òî÷-
êó ñâÿçíîé êîìïîíåíòû îáðàçà îòîáðàæåíèÿ.

Ñóùåñòâîâàíèå ïðîîáðàçîâ êëàññè÷åñêîãî ãðàôà Êðîíðîäà-Ðèáà ãëàäêîé
ôóíêöèè ñ íåâûðîæäåííûìè êðèòè÷åñêèìè òî÷êàìè (ôóíêöèè Ìîðñà) èçâåñò-
íî ([1], [2]).

Äîêàçàòåëüñòâî ñîñòîèò â íàõîæäåíèè ïðîîáðàçîâ îáîáùåííûõ ãðàôîâ
Êðîíðîäà-Ðèáà è îïðåäåëåíèè èõ èçîìîðôíîñòè.
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Áóäåì ðàññìàòðèâàòü ñõåìû èç ôóíêöèîíàëüíûõ ýëåìåíòîâ [1, 2] â íåêîòî-
ðîì êîíå÷íîì áàçèñå B. Â êà÷åñòâå íåèñïðàâíîñòåé ïðåäïîëàãàåì êîíñòàíòíûå
íåèñïðàâíîñòè òèïà "1" íà âûõîäàõ ýëåìåíòîâ (ïðè ïåðåõîäå â íåèñïðàâíîå
ñîñòîÿíèå ýëåìåíò âûäàåò çíà÷åíèå 1 íåçàâèñèìî îò âõîäíûõ äàííûõ).

Ïóñòü S � íåêîòîðàÿ ñõåìà èç ôóíêöèîíàëüíûõ ýëåìåíòîâ, ðåàëèçóþùàÿ
áóëåâó ôóíêöèþ f(x̃), x̃ = (x1, x2, . . . , xn) â áàçèñå B.

Ôóíêöèÿ, ðåàëèçóåìàÿ íà âûõîäå ñõåìû ïðè íàëè÷èè â ñõåìå íåèñïðàâíîãî
ýëåìåíòà, íàçûâàåòñÿ ôóíêöèåé íåèñïðàâíîñòè. Âñÿêîå ìíîæåñòâî T âõîäíûõ
íàáîðîâ ñõåìû S íàçûâàåòñÿ ïîëíûì ïðîâåðÿþùèì òåñòîì äëÿ ýòîé ñõåìû,
åñëè äëÿ ëþáîé ôóíêöèè íåèñïðàâíîñòè g(x̃), íå ðàâíîé òîæäåñòâåííî f(x̃), â
T íàéäåòñÿ õîòÿ áû îäèí òàêîé íàáîð σ̃, ÷òî f(σ̃) 6= g(σ̃) [3, 4]. ×èñëî íàáîðîâ,
ñîñòàâëÿþùèõ ýòîò òåñò, íàçûâàåòñÿ äëèíîé òåñòà.

Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ [3, 4]: D(T ) � äëèíà òåñòà T ; D(S) = minD(T ),
ãäå ìèíèìóì áåðåòñÿ ïî âñåì ïîëíûì ïðîâåðÿþùèì òåñòàì T äëÿ ñõåìû S;
D(f,B) = minD(S), ãäå ìèíèìóì áåðåòñÿ ïî âñåì ñõåìàì S â äàííîì áàçèñå
B, ðåàëèçóþùèì ôóíêöèþ f ; D(n,B) = maxD(f,B); ãäå ìàêñèìóì áåðåòñÿ
ïî âñåì áóëåâûì ôóíêöèÿì f îò n ïåðåìåííûõ. Ôóíêöèÿ D(n,B) íàçûâàåòñÿ
ôóíêöèåé Øåííîíà äëèíû ïîëíîãî ïðîâåðÿþùåãî òåñòà äëÿ áàçèñà B.
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Â ðàáîòå [5] áûëî ïîêàçàíî, ÷òî D(n, {&,∨, ¯}) = 2 äëÿ âñåõ n > 2. Âîç-
íèêàåò åñòåñòâåííûé âîïðîñ: âåðíî ëè, ÷òî äëÿ âñÿêîãî êîíå÷íîãî áàçèñà B
D(n,B) 6 C(B), ãäå C(B)� êîíñòàíòà, íå çàâèñÿùàÿ îò n? Îêàçûâàåòñÿ, ýòî
íå òàê.

Òåîðåìà 1. Äëÿ âñÿêîãî n > 2 èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

D(x1 ∨ x2 ∨ · · · ∨ xn, {|}) = n+ 1

(çäåñü | îáîçíà÷àåò øòðèõ Øåôôåðà).

Ñëåäñòâèå. D(n, {|}) > n+ 1, ïðè n > 2.

Ëèòåðàòóðà

[1] Ëóïàíîâ Î.Á. Àñèìïòîòè÷åñêèå îöåíêè ñëîæíîñòè óïðàâëÿþùèõ ñèñòåì. �
Ì.: ÌÃÓ, 1984.

[2] ßáëîíñêèé Ñ.Â. Ââåäåíèå â äèñêðåòíóþ ìàòåìàòèêó. �Ì.: Âûñøàÿ øêîëà, 2002.

[3] ßáëîíñêèé Ñ.Â. Íåêîòîðûå âîïðîñû íàäåæíîñòè è êîíòðîëÿ óïðàâëÿþùèõ ñè-
ñòåì // Ìàòåìàòè÷åñêèå âîïðîñû êèáåðíåòèêè. � 1988. ��1. �Ñ. 5�25.

[4] Ðåäüêèí Í.Ï. Íàäåæíîñòü è äèàãíîñòèêà ñõåì. �Ì.: ÌÃÓ, 1992.

[5] Áîðîäèíà Þ.Â.Î ñèíòåçå ëåãêîòåñòèðóåìûõ ñõåì â ñëó÷àå îäíîòèïíûõ êîíñòàíò-
íûõ íåèñïðàâíîñòåé íà âûõîäàõ ýëåìåíòîâ // Âåñòíèê Ìîñêîâñêîãî óíèâåðñè-
òåòà. �Ñåðèÿ 15. Âû÷èñëèòåëüíàÿ ìàòåìàòèêà è êèáåðíåòèêà. � 2008. ��1. �
Ñ. 40�44.

Îáçîð ñîâðåìåííîé òåîðèè íîðìàëèçàöèè â
ðåëÿöèîííûõ áàçàõ äàííûõ

Ä.Á.Áóé, À.Â.Ïóçèêîâà

buy@unicyb.kiev.ua, anna_inf@mail.ru

Êèåâñêèé íàöèîíàëüíûé óíèâåðñèòåò èìåíè Òàðàñà Øåâ÷åíêî, Êèåâ

Ðàññìàòðèâàåòñÿ ýâîëþöèÿ êëàññè÷åñêèõ íîðìàëüíûõ ôîðì, èñòîðè÷åñêèå
ïîïûòêè èõ óëó÷øåíèÿ è ðàçëè÷íûå âàðèàíòû íåêëàññè÷åñêèõ íîðìàëüíûõ
ôîðì â ðåëÿöèîííûõ áàçàõ äàííûõ (ÁÄ).

Âïåðâûå òåðìèí ¾íîðìàëèçàöèÿ¿ áûë ïðèìåíåí â 1970 ã. Ý. Êîääîì
äëÿ íàçâàíèÿ ïðîöåäóðû èçáàâëåíèÿ îò íåïðîñòûõ äîìåíîâ [1]. Â ïîñëåäóþ-
ùèå ãîäû ñðåäè ïðîôåññèîíàëîâ ðàçâÿçàëàñü ïîëåìèêà îòíîñèòåëüíî ïîíÿòèÿ
¾íåïðîñòîãî äîìåíà¿, ÷òî âëèÿëî íà èíòåðïðåòàöèþ ïåðâîé íîðìàëüíîé ôîð-
ìû (1ÍÔ) [2, 3, 4]. Âîçìîæíîñòü èñïîëüçîâàòü â êà÷åñòâå ýëåìåíòîâ äîìåíà
ãðóïïû (groups) è îòíîøåíèÿ îòñòàèâàëè àâòîðû ðàáîò [5, 6].

Â 1971 ã. Ý. Êîää â ðàáîòå [7] óêàçûâàåò íà èçáûòî÷íîñòü äàííûõ è àíîìà-
ëèè, êîòîðûå âîçíèêàþò ïðè âûïîëíåíèè îïåðàöèé íàä îòíîøåíèÿìè, ïðåä-
ñòàâëÿåò êîíöåïöèþ ôóíêöèîíàëüíîé çàâèñèìîñòè (ÔÇ), äåìîíñòðèðóåò âîç-
ìîæíîñòü å¼ èñïîëüçîâàíèÿ äëÿ ðåøåíèÿ ïðîáëåì ïðîåêòèðîâàíèÿ ÁÄ, ïðè-
âîäèò îïðåäåëåíèÿ âòîðîé íîðìàëüíîé ôîðìû (2ÍÔ), òðàíçèòèâíîé ÔÇ è
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òðåòüåé íîðìàëüíîé ôîðìû (3ÍÔ). Â íàó÷íîé ëèòåðàòóðå âñòðå÷àþòñÿ èõ
ðàçëè÷íûå èíòåðïðåòàöèè. Â ÷àñòíîñòè, îòëè÷èÿ â îïðåäåëåíèÿõ 3ÍÔ îáúÿñ-
íÿþòñÿ ðàçëè÷íûìè óòî÷íåíèÿìè, íàêëàäûâàåìûìè íà îïðåäåëåíèå òðàíçè-
òèâíîé çàâèñèìîñòè [8, 9].

Îòêðûòèå àêñèîì è ïðàâèë âûâîäà ÔÇ èç çàäàííîãî ìíîæåñòâà ÔÇ [10],
à òàêæå ïîñòðîåíèå àêñèîìàòèêè Àðìñòðîíãà äëÿ ÔÇ [11], äàëè âîçìîæíîñòü
ðàçðàáîòàòü àëãîðèòìû âû÷èñëåíèÿ êàíîíè÷åñêîãî ïîêðûòèÿ (â òåðìèíîëî-
ãèè Ìåéåðà [9]) äëÿ çàäàííîãî ìíîæåñòâà ÔÇ è çàìûêàíèÿ äëÿ ìíîæåñòâà
àòðèáóòîâ [12, 9, 13, 14].

Îäíèì èç ñïîñîáîâ ïðèâåäåíèÿ îòíîøåíèÿ ê 3ÍÔ ÿâëÿåòñÿ äåêîìïîçè-
öèÿ, îáîñíîâàíèåì êîòîðîé ñòàëà òåîðåìà Õåçà (Heath) [15]. Ê ¾ïîäâîäíûì
êàìíÿì¿ äåêîìïîçèöèè îòíîñèòñÿ çàâèñèìîñòü ïðîåêöèé (ïî òåðìèíîëîãèè
Ðèññàíåíà (Rissanen) [16]), êîòîðàÿ ìîæåò ñòàòü ïðè÷èíîé àíîìàëèé. Äàí-
íàÿ ïðîáëåìà ðàññìîòðåíà â ñòàòüå À. Ôèëëèïîâè÷à [17], êîòîðûé èññëåäîâàë
âçàèìíûå ÔÇ (ÂÔÇ) è èõ ñâîéñòâà, ïðåäëîæèë àëãîðèòì îáíàðóæåíèÿ ÂÔÇ,
ïîíÿòèå âçàèìíî-íåçàâèñèìîé íîðìàëüíîé ôîðìû, êîòîðóþ ìîæíî ðàññìàò-
ðèâàòü êàê ñèíîíèì àöèêëè÷åñêîé ÁÄ, è ñïîñîá ïðèâåäåíèÿ ê íåé.

Äðóãîé ñïîñîá ïðåäëîæèë Áåðíøòåéí (Bernstein), ïðåäñòàâèâ àëãîðèòì
ñèíòåçà ïîëíîé ñõåìû áàçû äàííûõ â 3ÍÔ äëÿ çàäàííîãî ìíîæåñòâà ôóíêöè-
îíàëüíûõ çàâèñèìîñòåé [18].

Ñïåöèôèêà ðàçëè÷íûõ ïîäõîäîâ ê çàäà÷å ïðîåêòèðîâàíèÿ ñõåìû ðåëÿöè-
îííîé ÁÄ âûçâàíà îòëè÷èÿìè â ôîðìàëüíûõ îïðåäåëåíèÿõ ýêâèâàëåíòíî-
ñòè è êðèòåðèÿõ êà÷åñòâà ñõåìû [19]. Èçâåñòíûìè êëàññè÷åñêèìè àëãîðèòìà-
ìè ïðèâåäåíèÿ ñõåìû îòíîøåíèÿ ê 3ÍÔ ÿâëÿþòñÿ àëãîðèòìû Óëüìàíà [13],
Äåëîáåëÿ-Ãåéñè (Delobel-Gasey) [10], ðåçóëüòàòàìè êîòîðûõ íå âñåãäà åñòü ñõå-
ìà â 3ÍÔ, Áåðøòåéíà [18], Èñëóðà (Isloor) [20], Íåêëþäîâîé-Öàëåíêî [21], êî-
òîðûé äàåò êîëè÷åñòâåííî îïòèìàëüíóþ ñõåìó ÁÄ; Ìåéåðà, ðåàëèçîâàííûé
÷åðåç ïîñòðîåíèå êîëüöåâûõ ïîêðûòèé [9]. Ïðåèìóùåñòâà è íåäîñòàòêè áîëü-
øèíñòâà èç óêàçàííûõ àëãîðèòìîâ, à òàêæå èõ ñîîòâåòñòâèå ðàçëè÷íûì îïðå-
äåëåíèÿì ýêâèâàëåíòíîñòè ðåëÿöèîííûõ ñõåì ðàññìîòðåíû â ìîíîãðàôèè [8].
Ïîèñê ýôôåêòèâíûõ àëãîðèòìîâ ðåøåíèÿ çàäà÷è ñèíòåçà îïòèìàëüíîé ñõåìû
ÁÄ â 3ÍÔ ïðîäîëæàåòñÿ è ñåãîäíÿ (íàïðèìåð, [22, 23, 14]).

Íåäîñòàòêè 3ÍÔ áûëè ðàññìîòðåíû è ó÷òåíû â ðàáîòå Õåçà [15] ïðè ôîð-
ìóëèðîâàíèè îïðåäåëåíèÿ óñèëåííîé 3ÍÔ è, ïîçäíåå, â ðàáîòå Êîääà [24] (èç-
âåñòíîé êàê � íîðìàëüíàÿ ôîðìà Áîéñà-Êîääà (ÍÔÁÊ)). Îäíèì èç ïåðâûõ
àëãîðèòìîâ ïðèâåäåíèÿ ¾ïî÷òè¿ ê ÍÔÁÊ ÿâëÿåòñÿ àëãîðèòì Áåðøòåéíà [18],
êîòîðûé ïîçâîëÿåò èçáàâëÿòüñÿ îò òðàíçèòèâíûõ çàâèñèìîñòåé ïåðâè÷íûõ àò-
ðèáóòîâ îò êëþ÷åé, íå ñîäåðæàùèõ ýòè àòðèáóòû. Áîëåå ïîçäíèå àëãîðèòìû
ïðåäñòàâëåíû, íàïðèìåð, â ðàáîòàõ [25, 26].

Ñ ââåäåíèåì ìíîãîçíà÷íûõ çàâèñèìîñòåé (ÌÇÇ) [27] Ð. Ôàãèí (Fagin)
èññëåäóåò èõ ñâîéñòâà è îïðåäåëÿåò íîâóþ ÷åòâåðòóþ íîðìàëüíóþ ôîðìó
(4ÍÔ) [28]. Ñòðîãèé è ïîëíûé íàáîð ïðàâèë âûâîäà äëÿ ÌÇÇ, à òàêæå
ïðàâèëà, êîòîðûå ñâÿçûâàþò ÔÇ è ÌÇÇ, ïðåäñòàâëåíû â ñòàòüå [29], íåçà-
âèñèìîñòü ïîñòðîåííîé ñèñòåìû àêñèîì îáñóæäàåòñÿ â ðàáîòå Ìåíäåëüçîíà
(Mendelzon) [30], à å¼ ïîëíîòà � â ñòàòüå Áèñêàïà (Biskap) [31].
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Çàâèñèìîñòè ñîåäèíåíèÿ (ÇÑ) è àíîìàëèè, êîòîðûå îíè âûçûâàþò, áû-
ëè ðàññìîòðåíû â ñòàòüå Ðèññàíåíà (Rissanen) [32] è èññëåäîâàíû â ðàáî-
òàõ [33, 34]. Êîíöåïöèÿ ïÿòîé íîðìàëüíîé ôîðìû (5ÍÔ) ïðåäñòàâëåíà Ð. Ôà-
ãèíûì â ñòàòüå [35]. Èç ðåçóëüòàòà îá îòñóòñòâèè ïîëíîãî êîíå÷íîãî ìíîæå-
ñòâà ïðàâèë âûâîäà äëÿ ÇÑ, êîòîðûé ïðåäñòàâëåí â ðàáîòå Ñ. Ïåòðîâà [36],
ñëåäóåò íåâîçìîæíîñòü ïîñòðîåíèÿ ïîëíîé è êîððåêòíîé àêñèîìàòèêè, îòñþäà
�� íåâîçìîæíîñòü ïîñòðîåíèÿ êàíîíè÷åñêîãî ïîêðûòèÿ.

Èçëîæåíèþ ðåçóëüòàòîâ â òåîðèè çàâèñèìîñòåé è òåîðèè íîðìàëèçàöèè
äëÿ ðåëÿöèîííûõ ÁÄ ïîñâÿùåíû ðàáîòû Ä. Ìåéåðà [9], Â. Äðèáàñà [8], Ì. Öà-
ëåíêî [37].

Êðîìå óêàçàííûõ 1-5ÍÔ ïðåäëàãàëèñü ðàçëè÷íûå âàðèàíòû óëó÷øåíèÿ
êëàññè÷åñêèõ íîðìàëüíûõ ôîðì, íàïðèìåð, óëó÷øåííàÿ 3ÍÔ (An Improved
Third Normal Form) [38], à òàêæå �� ââåäåíèå äðóãèõ âèäîâ íîðìàëüíûõ
ôîðì, íàïðèìåð, íîðìàëüíîé ôîðìû ñ ýëåìåíòàðíûì êëþ÷îì (Elementary
Key Normal Form), êîòîðàÿ çàíèìàåò ïðîìåæóòî÷íîå ïîëîæåíèå ìåæäó 3ÍÔ
è ÍÔÁÊ [39], íîðìàëüíîé ôîðìû ñ ïîëíûì êëþ÷îì (Key-Complete Normal
Form) [40], äîìåííî-êëþ÷åâîé íîðìàëüíîé ôîðìû (ÄÊÍÔ) [41], êîðòåæå-
íåîáõîäèìîé íîðìàëüíîé ôîðìû (Essential Tuple Normal Form) [42], êîòîðàÿ
îïðåäåëÿåòñÿ â òåðìèíàõ ÔÇ è ÇÑ, è çàíèìàåò ïðîìåæóòî÷íîå ïîëîæåíèå
ìåæäó 4ÍÔ è 5ÍÔ. Îòäåëüíûì âèäîì ÿâëÿåòñÿ øåñòàÿ íîðìàëüíàÿ ôîðìà
(6ÍÔ), êîòîðàÿ áûëà ââåäåíà â 2002 ã. äëÿ õðîíîëîãè÷åñêèõ ÁÄ [43].

Îäíèì èç ñîâðåìåííûõ íàïðàâëåíèé ðàçâèòèÿ êëàññè÷åñêîé òåîðèè íîðìà-
ëèçàöèè ðåëÿöèîííûõ ÁÄ ÿâëÿåòñÿ ðàñïðîñòðàíåíèå å¼ ïðèíöèïîâ íà íå÷åò-
êèå ðåëÿöèîííûå áàçû äàííûõ (ÍÐÁÄ) [44, 45].

Ïîäâåäåì èòîãè. Íåñìîòðÿ íà âåñîìûå ðåçóëüòàòû, òåîðèÿ íîðìàëèçàöèè â
ðåëÿöèîííûõ ÁÄ íîñèò ôðàãìåíòàðíûé õàðàêòåð è äàëåêà åùå îò óäîâëåòâî-
ðèòåëüíîãî çàâåðøåíèÿ. Àâòîðû ñòàòüè òàêæå èìåþò íåêîòîðûå íàðàáîòêè ïî
äàííîé òåìå, à èìåííî: áûëî ïðåäëîæåíî ñòðîãîå ìàòåìàòè÷åñêîå äîêàçàòåëü-
ñòâî êîððåêòíîñòè è ïîëíîòû àêñèîìàòèêè Àðìñòðîíãà, âûïîëíåííîå â òðàäè-
öèÿõ ìàòåìàòè÷åñêîé ëîãèêè ïóòåì óñòàíîâëåíèÿ ñîâïàäåíèÿ ñåìàíòè÷åñêîãî
è ñèíòàêñè÷åñêîãî ñëåäîâàíèé [46]; ïðåäëîæåí êðèòåðèé ïîëíîòû àêñèîìàòè-
êè Àðìñòðîíãà â òåðìèíàõ ìîùíîñòåé ìíîæåñòâà àòðèáóòîâ è óíèâåðñàëüíîãî
äîìåíà [47]. Îòìåòèì, ÷òî íîðìàëèçàöèÿ, îñíîâíîé öåëüþ êîòîðîé åñòü ïîä-
äåðæêà öåëîñòíîñòè äàííûõ, âñòóïàåò â ïðîòèâîðå÷èå ñ ýôôåêòèâíîñòüþ îá-
ðàáîòêè îïåðàöèé â ÁÄ; èìåííî ïîýòîìó ñåé÷àñ óæå ìîæíî ãîâîðèòü î íà÷àëå
ñîçäàíèÿ òåîðèè äåíîðìàëèçàöèè è î åñòåñòâåííîì (òî÷íåå ãîâîðÿ, îïòèìàëü-
íîì ïî îïðåäåëåííîìó êðèòåðèþ) ñèíòåçå íîðìàëèçàöèè è äåíîðìàëèçàöèè.
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Äîêëàä ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îáçîð (íà îñíîâå àíàëèçà 92 èñòî÷íèêîâ) ìî-
äåëåé è ìåòîäîâ, ïðåäíàçíà÷åííûõ äëÿ îáåñïå÷åíèÿ áåçîïàñíîñòè ïðîãðàìì-
íûõ ñðåäñòâ ñîâðåìåííûõ êîìïüþòåðíûõ ñèñòåì (ÊÑ) íà ïðîòÿæåíèè âñåãî
èõ æèçíåííîãî öèêëà. Ðàññìîòðåíû ïîäõîäû ê ðàçðàáîòêå òåõíîëîãèé, îáåñ-
ïå÷èâàþùèõ áåçîïàñíîñòü ïðîãðàììíûõ ñðåäñòâ (ÏÑ), è âîçíèêàþùèå ïðè
ýòîì ñëîæíîñòè. Îõàðàêòåðèçîâàíà îáùàÿ ñõåìà, ïðèìåíÿåìàÿ äëÿ ïîñòðîå-
íèÿ ñèñòåìû çàùèòû ÏÑ, à òàêæå ìîäåëè è ìåòîäû, ïðèìåíÿåìûå â ïðîöåññå
âàëèäàöèè è âåðèôèêàöèè ÏÑ. Óêàçàíû âîçìîæíûå íàïðàâëåíèÿ ñîîòâåòñòâó-
þùèõ èññëåäîâàíèé.

Èçâåñòíî, ÷òî îáåñïå÷åíèå íàäåæíîñòè ôóíêöèîíèðîâàíèÿ ÿâëÿåòñÿ îäíîé
èç íàèáîëåå àêòóàëüíûõ ïðîáëåì äëÿ ÊÑ ñ êðèòè÷åñêîé îáëàñòüþ ïðèìåíå-
íèÿ. Òðåáîâàíèÿ, ïðåäúÿâëÿåìûå ê áåçîïàñíîñòè ÊÑ, óñòàíàâëèâàþòñÿ ðÿäîì
ìåæäóíàðîäíûõ ñòàíäàðòîâ. Íà èõ îñíîâå ôîðìèðóåòñÿ òåõíîëîãèÿ îáåñïå÷å-
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íèÿ áåçîïàñíîñòè ÊÑ íà ïðîòÿæåíèè âñåãî èõ æèçíåííîãî öèêëà. Ñóùåñòâåí-
íîé ñîñòàâëÿþùåé òàêîé òåõíîëîãèè ÿâëÿåòñÿ òåõíîëîãèÿ ñîçäàíèÿ ÏÑ (ïðî-
ãðàììíîãî îáåñïå÷åíèÿ è áàç äàííûõ), îáåñïå÷èâàþùàÿ áåçîïàñíîñòü ôóíêöè-
îíèðîâàíèÿ ÏÑ, ò.å. ôóíêöèîíàëüíóþ, òåõíîëîãè÷åñêóþ è ýêñïëóàòàöèîííóþ
áåçîïàñíîñòè ÏÑ [1, 2]. Â íàñòîÿùåå âðåìÿ ïðîáëåìû îáåñïå÷åíèÿ ôóíêöèî-
íàëüíîé è òåõíîëîãè÷åñêîé áåçîïàñíîñòè ÏÑ èçó÷åíû íåäîñòàòî÷íî è íà èõ
ðåøåíèå íàïðàâëåíû îñíîâíûå óñèëèÿ, à ïðîáëåìà îáåñïå÷åíèÿ ýêñïëóàòàöè-
îííîé áåçîïàñíîñòè ÏÑ äîñòàòî÷íî ïîëíî ïðîðàáîòàíà è ïîñòåïåííî îòõîäèò
íà âòîðîé ïëàí [3].

Çíà÷åíèå òåõíîëîãèé, îáåñïå÷èâàþùèõ áåçîïàñíîñòü ÏÑ, ñòèìóëèðîâà-
ëî ïîÿâëåíèå ñîîòâåòñòâóþùèõ ìåòîäîëîãèé:, íàïðèìåð, Microsoft Solutions
Framework (MSF) [4], Rational Uni�ed Process (RUP) [5, 6, 7], EX-treme
Program-ming (XP) [8]. Â êàæäîì èç ïîäõîäîâ áîëüøîå çíà÷åíèå èìååò òåñòè-
ðîâàíèå, ïðåäñòàâëÿþùåå ñîáîé óïðàâëÿåìîå èñïîëíåíèå ïðîãðàìì, ïðåäíà-
çíà÷åííîå äëÿ ïðîâåðêè èõ êîððåêòíîñòè. Âûäåëÿþò ñëåäóþùèå òèïû òåñòè-
ðîâàíèÿ ÏÑ [9]: ìîäóëüíîå, èíòåãðàöèîííîå, ñèñòåìíîå, íàãðóçî÷íîå. Ïîíÿòèÿ
âåðèôèêàöèè è âàëèäàöèè ÏÑ ïîñëåäîâàòåëüíî óòî÷íÿëèñü ñòàíäàðòàìè IEEE
610.12-1990 [10], IEEE 1012-2004 [11] è ISO/IEC 12207 [12]. Âåðèôèêàöèÿ ÏÑ
ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïðîâåðêó ñîîòâåòñòâèÿ èõ õàðàêòåðèñòèê çàäàííûì òðå-
áîâàíèÿì è ñòàíäàðòàì. Îòìåòèì, ÷òî âåðèôèêàöèÿ ÏÑ âûïîëíÿåòñÿ âñåãäà,
à ìåòîäû åå îñóùåñòâëåíèÿ ñóùåñòâåííî èñïîëüçóþò ôîðìàëüíûå ìîäåëè [13].
Âàëèäàöèÿ ÏÑ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïðîâåðêó ñîîòâåòñòâèÿ èõ õàðàêòåðèñòèê
ïîòðåáíîñòÿì ïîëüçîâàòåëåé è çàêàç÷èêîâ ÏÑ [14, 15]. Âàëèäàöèÿ ÿâëÿåòñÿ
çíà÷èòåëüíî ìåíåå ôîðìàëèçîâàííîé îáëàñòüþ ÷åì âåðèôèêàöèÿ.

Îñíîâíûìè ýòàïàìè ðàçðàáîòêè ñèñòåìû çàùèòû ÏÑ ÿâëÿþòñÿ [16]: âûäå-
ëåíèå õàðàêòåðèñòèê, âëèÿþùèõ íà áåçîïàñíîñòü ôóíêöèîíèðîâàíèÿ ÏÑ; âû-
áîð ïðèíöèïîâ îáåñïå÷åíèÿ áåçîïàñíîñòè ôóíêöèîíèðîâàíèÿ ÏÑ; îïðåäåëåíèå
êàòåãîðèé îòêàçîâ, îïðåäåëÿþùèõ áåçîïàñíîñòü ôóíêöèîíèðîâàíèÿ ÏÑ; âûäå-
ëåíèå óðîâíåé áåçîïàñíîñòè ÏÑ â çàâèñèìîñòè îò ñèòóàöèé, âîçíèêàþùèõ ïðè
îòêàçàõ; îïðåäåëåíèå òèïîâ âíåøíèõ è âíóòðåííèõ óãðîç áåçîïàñíîñòè ôóíê-
öèîíèðîâàíèÿ ÏÑ; ðàñïðåäåëåíèå ðåñóðñîâ, ïðåäíàçíà÷åííûõ äëÿ ñîçäàíèÿ
ñèñòåìû çàùèòû ÏÑ; âûáîð è ðåàëèçàöèÿ ñèñòåìû çàùèòû ÏÑ. Â äîêëàäå ýòè
ýòàïû ïîäðîáíî ðàññìîòðåíû. Âûáîð ñèñòåìû çàùèòû ÏÑ îïðåäåëÿåò ñïîñîá
åãî óñòàíîâêè, à òàêæå ìåõàíèçìû è ìåòîäû çàùèòû ÏÑ [17].

Â íàñòîÿùåå âðåìÿ âûäåëÿþò ñëåäóþùèå ãðóïïû ìåòîäîâ âåðèôèêàöèè
ÏÑ: ýêñïåðòèçà, ñòàòè÷åñêèé àíàëèç, ôîðìàëüíûå ìåòîäû, äèíàìè÷åñêèé àíà-
ëèç, ñèíòåòè÷åñêèå ìåòîäû [18]. Â äîêëàäå äàíà ïîäðîáíàÿ õàðàêòåðèñòèêà
ýòèì ãðóïïàì ìåòîäîâ. Ïîäðîáíåå îñòàíîâèìñÿ íà ôîðìàëüíûõ ìåòîäàõ âå-
ðèôèêàöèè. Îñíîâíûìè ìåòîäàìè ïîñòðîåíèÿ äîêàçàòåëüñòâà òîãî, ÷òî ôîð-
ìàëüíàÿ ìîäåëü óäîâëåòâîðÿåò ñïåöèôèêàöèè, ÿâëÿþòñÿ ïðîâåðêà ìîäåëè
(model checking) [19] è ëîãè÷åñêèé âûâîä [20]. Ïðîâåðêà ìîäåëè ïðåäñòàâëÿ-
åò ñîáîé àâòîìàòè÷åñêèé àíàëèç ôîðìàëüíîé ìîäåëè, ðåçóëüòàòîì êîòîðîãî â
ñëó÷àå, êîãäà ìîäåëü íå óäîâëåòâîðÿåò ñïåöèôèêàöèè, ÿâëÿåòñÿ ¾îïðîâåðãàþ-
ùåå âû÷èñëåíèå¿, ò.å. ïîñëåäîâàòåëüíîñòü äåéñòâèé, íà êîòîðûõ íàðóøàåòñÿ
ñïåöèôèêàöèÿ. Ëîãè÷åñêèé âûâîä ñîñòîèò â ïîñòðîåíèè è ôîðìàëüíîì äîêà-
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çàòåëüñòâå óòâåðæäåíèé (èíâàðèàíòîâ), êîòîðûå èñòèííû â êàæäûé ìîìåíò
âðåìåíè è èç êîíúþíêöèè êîòîðûõ âûòåêàåò ñïåöèôèêàöèÿ ìîäåëè.

Â äîêëàäå ðàññìîòðåíû ìîäåëè è ìåòîäû, ïðèìåíÿåìûå äëÿ ðåøåíèÿ ìíî-
ãîãðàííîé ïðîáëåìû îáåñïå÷åíèÿ áåçîïàñíîñòè ôóíêöèîíèðîâàíèÿ ñîâðåìåí-
íûõ ÏÑ íà ïðîòÿæåíèè âñåãî èõ æèçíåííîãî öèêëà. Ñóùåñòâóþùèå â íà-
ñòîÿùåå âðåìÿ ïîäõîäû ê ðåøåíèþ ýòîé ïðîáëåìû äàëåêè îò ïðîðàáîòàí-
íîé òåõíîëîãèè. Îòìåòèì íåêîòîðûå çàäà÷è, ðåøåíèå êîòîðûõ íåîáõîäèìî
äëÿ ñîçäàíèÿ óêàçàííîé òåõíîëîãèè. Âî-ïåðâûõ, ðàçðàáîòêà òàêèõ ýôôåê-
òèâíûõ ìåòîäîâ âàëèäàöèè ÏÑ, êîòîðûå èñêëþ÷àò íåîïðàâäàííîå óäëèíåíèå
ñðîêà âûïîëíåíèÿ ïðîåêòà. Âî-âòîðûõ, ñîçäàíèå ýôôåêòèâíûõ àâòîìàòèçèðî-
âàííûõ ñðåäñòâ âåðèôèêàöèè ëîãèêî-àëãåáðàè÷åñêèõ ìîäåëåé è àáñòðàêòíûõ
ìàøèí. Â-òðåòüèõ, ðàçðàáîòêà ýôôåêòèâíûõ ñðåäñòâ, ïðåäíàçíà÷åííûõ äëÿ
ïðîòèâîäåéñòâèÿ íåñàíêöèîíèðîâàííîìó èññëåäîâàíèþ ÏÑ. Äîñòèæåíèå ýòîé
öåëè òðåáóåò ñèñòåìíîãî àíàëèçà ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó ñîâðåìåííûìè ñðåä-
ñòâàìè ïðîòèâîäåéñòâèÿ íåñàíêöèîíèðîâàííîìó èññëåäîâàíèþ ÏÑ è ìåòîäà-
ìè èõ ïðåîäîëåíèÿ [21, 22, 23]. Â ÷àñòíîñòè, òðåáóþò âíèìàíèÿ òåîðåòè÷åñêèå
è ïðèêëàäíûå èññëåäîâàíèÿ ìåòîäîâ çàïóòûâàíèÿ ïðîãðàìì ñ ïîìîùüþ ñîîò-
âåòñòâóþùèõ ïðåîáðàçîâàíèé (obfuscation transformations) [24, 25].
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Ââåäåíèå

Ñ ðîñòîì îáúåìîâ íàêîïëåííûõ èíôîðìàöèîííûõ áàç äàííûõ íåîáõîäèìû
íîâûå ìåòîäû, àëãîðèòìû è ïðîãðàììíûå ñðåäñòâà èíòåëëåêòóàëüíîãî àíà-
ëèçà äàííûõ äëÿ ïîñòðîåíèÿ ìîäåëåé ñëîæíûõ ïðîöåññîâ è ñèñòåì. Ñîçäàíèå
àäåêâàòíûõ è îòíîñèòåëüíî ïðîñòûõ ïðîãðàìì, êîòîðûå áóäóò ¾èçâëåêàòü¿
íåîáõîäèìûå çíàíèÿ èç äàííûõ, çíà÷èòåëüíî îáëåã÷èò ðàáîòó ÷åëîâåêà. Íà
ñåãîäíÿøíèé äåíü, îäíèì èç ýôôåêòèâíûõ ìåòîäîâ ðåøåíèÿ äàííîé ïðîáëå-
ìû ÿâëÿåòñÿ èíäóêòèâíàÿ ñàìîîðãàíèçàöèÿ ìîäåëåé ïî ýêñïåðèìåíòàëüíûì
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äàííûì (èíäóêòèâíîå ìîäåëèðîâàíèå). Â ýòîì ïîäõîäå ê ìîäåëèðîâàíèþ âìå-
ñòî òðàäèöèîííîãî äåäóêòèâíîãî ïóòè ¾îò îáùèõ çàêîíîìåðíîñòåé ôóíêöè-
îíèðîâàíèÿ îáúåêòà - ê êîíêðåòíîé ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè¿ èñïîëüçóåòñÿ
èíäóêòèâíûé ïîäõîä ¾îò êîíêðåòíûõ äàííûõ íàáëþäåíèé - ê îáùåé ìîäåëè¿:
èññëåäîâàòåëü ïðåäñòàâëÿåò âûáîðêó, âûäâèãàåò ãèïîòåçó î âîçìîæíîì êëàññå
ìîäåëåé è çàäàåò êðèòåðèé âûáîðà ëó÷øåé ìîäåëè â ýòîì êëàññå. Äàëåå ðà-
áîòàåò êîìïüþòåð, ñîîòâåòñòâåííî ïîÿâëÿåòñÿ âîçìîæíîñòü ìèíèìèçèðîâàòü
âëèÿíèå ñóáúåêòèâíûõ ôàêòîðîâ è ïîëó÷èòü ìîäåëü êàê îáúåêòèâíûé ðåçóëü-
òàò [1].

Àíàëèç äàííûõ ñ ïîìîùüþ èíäóêòèâíîé ñàìîîðãàíèçàöèè
ìîäåëåé

Àíàëèç äàííûõ ñ ïîìîùüþ èíäóêòèâíîé ñàìîîðãàíèçàöèè ìîäåëåé Çàäà÷à
àíàëèçà äàííûõ ñòàâèòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

� èìååòñÿ äîñòàòî÷íî áîëüøàÿ áàçà äàííûõ (bigdata);
� ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî â áàçå äàííûõ íàõîäÿòñÿ íåêèå ¾ñêðûòûå çíàíèÿ¿.

Íåîáõîäèìî ðàçðàáîòàòü ìåòîäû îáíàðóæåíèÿ çíàíèé, ñêðûòûõ â áîëüøèõ
îáú¼ìàõ èñõîäíûõ äàííûõ è êëàññèôèöèðîâàòü èõ ïî îïðåäåëåííûì ïðèçíà-
êàì. Â òåêóùèõ óñëîâèÿõ ãëîáàëüíîé êîíêóðåíöèè èìåííî íàéäåííûå çàêîíî-
ìåðíîñòè (çíàíèÿ) ìîãóò áûòü èñòî÷íèêîì äîïîëíèòåëüíîãî êîíêóðåíòíîãî
ïðåèìóùåñòâà.

Îäíèì èç òàêèõ ìåòîäîâ ìîãóò âûñòóïàòü ìåòîäû èíäóêòèâíîé ñàìîîð-
ãàíèçàöèè ìîäåëåé, à èìåííî ìåòîä ãðóïïîâîãî ó÷åòà àðãóìåíòîâ - ÌÃÓÀ,
êîòîðûé ïîçâîëÿåò àâòîìàòè÷åñêè íàõîäèòü ðàíåå íåèçâåñòíûå ôóíêöèîíàëü-
íûå çàâèñèìîñòè, çàëîæåííûå â âûáîðêå äàííûõ è, ñëåäîâàòåëüíî, îòêðûâàòü
íîâûå çíàíèÿ [2].

ÌÃÓÀ îñíîâàí íà ïðèíöèïàõ òåîðèè îáó÷åíèÿ è ñàìîîðãàíèçàöèè, â ÷àñò-
íîñòè, íà ïðèíöèïå ìàññîâîé ¾ñåëåêöèè¿ èëè ñàìîîðãàíèçóþùåìñÿ íàïðàâ-
ëåííîì ïåðåáîðå âñåâîçìîæíûõ âàðèàíòîâ ïîñòðîåíèÿ ðåøàþùåãî ïðàâèëà
êëàññèôèêàöèè [2]. Çàäà÷à ïîñòðîåíèÿ ðåøàþùåãî ïðàâèëà â ÌÃÓÀ ïðåä-
ñòàâëÿåòñÿ êàê çàäà÷à èíäóêòèâíîãî ïîñòðîåíèÿ ìîäåëè, óñëîæíÿþùåéñÿ â
ïðîöåññå ðàáîòû àëãîðèòìà.

Â ïðåäëàãàåìîé ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ êëàññ çàäà÷ ìîäåëèðîâàíèÿ, êî-
òîðûé ñîäåðæèò èíôîðìàöèþ î n èçìåðåíèÿõ, m âõîäíûõ ïåðåìåííûõ (ïðè-
çíàêîâ) X [nõm] è îäíîé âûõîäíîé ïåðåìåííîé y [nõ1]. Íåîáõîäèìî íàéòè ìî-
äåëü çàâèñèìîñòè âõîä-âûõîä èëè ôóíêöèþ ïðèíàäëåæíîñòè ê îïðåäåëåííûì
êëàññàì.

Ïîñòàíîâêà çàäà÷è. Çàäà÷à ïîñòðîåíèÿ ìîäåëè ñ âûáîðîì åå ñòðóêòóðû
è îöåíêè ïàðàìåòðîâ ñâîäèòñÿ ê ôîðìèðîâàíèþ ïî âûáîðêå äàííûõ íåêîòî-
ðîãî ìíîæåñòâà Ô ìîäåëåé-êàíäèäàòîâ f ¹ Ô ðàçëè÷íîé ñòðóêòóðû ôóíêöèè
(1):

ŷf = f(X, θ̂f), (1)

ãäå θ̂f = 〈θ0, θi, θij, θijk, ...〉 - âåêòîð êîýôôèöèåíòîâ, è ïîèñêó îïòèìàëüíîé ìî-
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äåëè èç ýòîãî ìíîæåñòâà Ô êàê ðåøåíèÿ çàäà÷è äèñêðåòíîé îïòèìèçàöèè ïðè
óñëîâèè ìèíèìóìà âíåøíåãî êðèòåðèÿ ñåëåêöèè CR:

f∗ = arg min
f∈Φ

CR(y, f(X, θ̂f)), (2)

Â ðîëè êðèòåðèÿ ñåëåêöèè ìîæíî èñïîëüçîâàòü êðèòåðèé ðåãóëÿðíîñòè (3),
êîòîðûé îñíîâàí íà ðàçáèåíèè âûáîðêè íà îáó÷àþùóþ (À) è ïðîâåðî÷íóþ
(Â):

ARB|A = ‖yB − ŷB|A‖2 = ‖yB −XBθ̂A‖2. (3)

Íà ñåãîäíÿ ðàçðàáîòàíû è èññëåäîâàíû ìíîãî ðàçíîâèäíîñòåé àëãîðèòìîâ
ÌÃÓÀ ïåðåáîðíîãî [2] è èòåðàöèîííîãî òèïîâ. Ïåðåáîðíûå àëãîðèòìû ýôôåê-
òèâíû êàê ñðåäñòâî ñòðóêòóðíîé èäåíòèôèêàöèè, íî òîëüêî äëÿ îãðàíè÷åí-
íîãî ÷èñëà àðãóìåíòîâ. Èòåðàöèîííûå àëãîðèòìû ðàáîòîñïîñîáíû ïðè äîñòà-
òî÷íî áîëüøîì êîëè÷åñòâå àðãóìåíòîâ. Íàèáîëåå ýôôåêòèâíûì èòåðàöèîí-
íûì àëãîðèòìîì â çàäà÷àõ àíàëèçà äàííûõ ÿâëÿåòñÿ îáîáùåííûé èòåðàöèîí-
íûé àëãîðèòì, ò.ê. îí îáîáùàåò âñå ïðåäûäóùèå àðõèòåêòóðû èòåðàöèîííûõ
àëãîðèòìîâ, îáúåäèíÿÿ â ñåáå èõ ñèëüíûå ñòîðîíû [3].

Îáîáùåííûé èòåðàöèîííûé àëãîðèòì. Îáîáùåííûé èòåðàöèîííûé
àëãîðèòì (ÎÈÀ) ïðåäíàçíà÷åí äëÿ ðàáîòû ñ áîëüøèìè íàáîðàìè äàííûõ.
Ôîðìàëüíî â îáùåì ñëó÷àå äëÿ ðÿäà r îïðåäåëèì ÎÈÀ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

1) âõîäíîé ìàòðèöåé ÿâëÿåòñÿ Xr+1 = (yr1, ..., y
r
F, x1, ..., xm); khdgjfhjfjkhbbbbk

2) ïðèìåíÿþòñÿ îïåðàòîðû ïåðåõîäà âèäà (4) è (5) ñ êâàäðàòè÷íûì ÷àñòíûì
îïèñàíèåì:

yr+1l = f(yri , y
r
j ), l = 1, 2, ...,C2

F, i, j = 1,F, (4)

yr+1l = f(yri , xj), l = 1, 2, ...,Fm, i = 1,F, j = 1,m; (5)

3) äëÿ êàæäîãî îïèñàíèÿ íàõîäèòñÿ îïòèìàëüíàÿ ñòðóêòóðà (6):

f(u, v) = a0d1 + a1d2u+ a2d3v+ a3d4uv+ a4d5u
2 + a5d6v

2, (6)

ãäå dk =< 0, 1 >, dopt = arg min
l=1,q

CRl, q = 2p − 1, fopt(u, v) = f(u, v, dopt);

4) àëãîðèòì îñòàíàâëèâàåòñÿ ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿCRr+1
min > CRr

min, è îï-

òèìàëüíàÿ ìîäåëü ñîîòâåòñòâóåò çíà÷åíèþCRr
miníà r -ì ðÿäó.khdgjfhjfjkhbbbbk

Ïóòè ïîâûøåíèÿ áûñòðîäåéñòâèÿ âû÷èñëåíèé â ÎÈÀ. Ïîñêîëü-
êó îïòèìèçàöèÿ ñòðóêòóðû ÷àñòíûõ ìîäåëåé ïðîèñõîäèò ñ ïîìîùüþ êîìáè-
íàòîðíîãî àëãîðèòìà, ò.å. ïîëíûì ïåðåáîðîì âñåõ âîçìîæíûõ êîìáèíàöèé
îäíî÷ëåíîâ ÷àñòíûõ îïèñàíèÿ, ýòî òðåáóåò çíà÷èòåëüíûõ çàòðàò âðåìåíè.
Çíà÷èòåëüíûå çàòðàòû âðåìåíè ïðè ýòîì èäóò íà ôîðìèðîâàíèå ìàòðèö ñè-
ñòåì óñëîâíûõ óðàâíåíèé äëÿ êàæäîãî âàðèàíòà ñòðóêòóðû êàæäîãî ÷àñòíûõ
îïèñàíèé, ïî êîòîðûì âû÷èñëÿþòñÿ ñîîòâåòñòâóþùèå ìàòðèöû ñèñòåì íîð-
ìàëüíûõ óðàâíåíèé. Äàëåå â ðåçóëüòàòå ðåøåíèÿ ýòèõ óðàâíåíèé ïîëó÷àþòñÿ
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îöåíêè ïàðàìåòðîâ è âû÷èñëÿþòñÿ çíà÷åíèÿ êðèòåðèåâ âàðèàíòîâ, ïîñëå ÷å-
ãî ïî ìèíèìàëüíîìó èç ýòèõ çíà÷åíèé âûáèðàåòñÿ ëó÷øèé âàðèàíò. Ýòî è
åñòü îïèñàíèå ðàáîòû àêòèâíîãî íåéðîíà ïîëèíîìèàëüíîé íåéðîñåòè ÌÃÓÀ.
Íî ôîðìèðîâàíèå ìàòðèö óñëîâíûõ óðàâíåíèé äëÿ êàæäîãî ÷àñòíîãî îïè-
ñàíèÿ ñ ïîñëåäóþùèì âû÷èñëåíèåì ñîîòâåòñòâóþùèõ íîðìàëüíûõ ñèñòåì â
êîìáèíàòîðíîì àëãîðèòìå íåöåëåñîîáðàçíî, òàê êàê ïðèâîäèò ê ìíîãîêðàò-
íûì âû÷èñëåíèÿì îäíèõ è òåõ æå âåëè÷èí [4].Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ïîëó÷åíèÿ
îöåíîê êîýôôèöèåíòîâ âñåõ âîçìîæíûõ âàðèàíòîâ ìîäåëåé êàæäîãî ÷àñòíûõ
îïèñàíèÿ äîñòàòî÷íî îäèí ðàç ïîñòðîèòü ïîëíóþ ìàòðèöó è ¾âûòÿãèâàòü¿ èç
íåå íåîáõîäèìûå ÷àñòíûå íîðìàëüíûå ñèñòåìû. ×èñëåííûå ýêñïåðèìåíòû ïî
èñïîëüçîâàíèþ äàííîãî ïîäõîäà íà èñêóññòâåííûõ äàííûõ îïèñàíû â [3-4].

Âûâîäû

Â ñòàòüå ðàññìîòðåí èíòåëëåêòóàëüíûé ïîäõîä ê àíàëèçó äàííûõ, îñíîâàí-
íûé íà èíäóêòèâíîé ñàìîîðãàíèçàöèè ìîäåëåé ïî ýêñïåðèìåíòàëüíûì äàí-
íûì. Ïðåäëîæåííûé îáîáùåííûé èòåðàöèîííûé àëãîðèòì ïðåäíàçíà÷åí äëÿ
ðàáîòû ñ áîëüøèìè íàáîðàìè äàííûõ è îáîáùàåò âñå ïðåäûäóùèå àðõèòåêòó-
ðû èòåðàöèîííûõ àëãîðèòìîâ, îáúåäèíÿÿ â ñåáå èõ ñèëüíûå ñòîðîíû. Êðîìå
òîãî, îïèñàíû ïóòè ïîâûøåíèÿ áûñòðîäåéñòâèÿ âû÷èñëåíèé.
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Áåëîðóññêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò, Ìèíñê

Ðàññìàòðèâàåòñÿ s-êðèòåðèàëüíûé äèñêðåòíûé âàðèàíò èçâåñòíîé èíâå-
ñòèöèîííîé çàäà÷è Ìàðêîâèöà [1] ñ ìàêñèìèííûìè êðèòåðèÿìè Âàëüäà è ïà-
ðåòîâñêèì ïðèíöèïîì îïòèìàëüíîñòè:
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max
x∈X

min
i∈Nm

∑
j∈Nn

eijkxj , k ∈ Ns = {1, 2, . . . , s}. (1)

Çäåñü n � êîëè÷åñòâî àëüòåðíàòèâíûõ èíâåñòèöèîííûõ ïðîåêòîâ (àêòèâîâ); m
� êîëè÷åñòâî ïðîãíîçíûõ ñîñòîÿíèé ôèíàíñîâîãî ðûíêà, ò.å. ÷èñëî âàðèàíòîâ
ñöåíàðèåâ ðàçâèòèÿ; s � êîëè÷åñâòî ïîêàçàòåëåé ýêîíîìè÷åñêîé ýôôåêòèâ-
íîñòè (äîõîäíîñòè) èíâåñòèöèîííîãî ïðîåêòà. Ïóñòü xj = 1, åñëè j-é ïðî-
åêò (j ∈ Nn) ðåàëèçóåòñÿ, è xj = 0 â ïðîòèâíîì ñëó÷àå. Èíâåñòèöèîííûì
ïîðòôåëåì íàçîâåì áóëåâûé âåêòîð x = (x1, x2, . . . , xn)T . ×åðåç X ⊂ En, ãäå
E = {0, 1}, |X| > 1, áóäåì îáîçíà÷àòü ìíîæåñòâî âñåõ äîïóñòèìûõ èíâåñòèöè-
îííûõ ïîðòôåëåé, ò. å. òåõ, ðåàëèçàöèÿ êîòîðûõ íå ïðåâîñõîäèò íà÷àëüíîãî
êàïèòàëà èíâåñòîðà. Èíâåñòèöèîííûé ïîðòôåëü x áóäåì îöåíèâàòü âåëè÷èíîé∑
j∈Nn eijkxj , ãäå eijk � îæèäàåìàÿ îöåíêà ýôôåêòèâíîñòè âèäà k ∈ Ns èí-

âåñòèöèîííîãî ïðîåêòà j ∈ Nn â ñëó÷àå, êîãäà ðûíîê íàõîäèòñÿ â ñîñòîÿíèè
i ∈ Nm [2, 3]. Â ýòîì êîíòåêñòå èñõîäíûìè äàííûìè çàäà÷è ÿâëÿåòñÿ òðåõ-
ìåðíàÿ ìàòðèöà ýôôåêòèâíîñòè ïðîåêòîâ E ðàçìåðîì m×n×s ñ ýëåìåíòàìè
eijk èç R.

Ìíîæåñòâî Ïàðåòî, ñîñòîÿùåå èç ïàðåòî-îïòèìàëüíûõ èíâåñòèöèîííûõ
ïîðòôåëåé, îáîçíà÷èì ÷åðåç P s(E). Ðàäèóñîì óñòîé÷èâîñòè çàäà÷è (1), êàê
îáû÷íî [4, 5], áóäåì íàçûâàòü ÷èñëî

ρ(m,n, s, p) =

{
sup Ξ, åñëè Ξ 6= ∅,
0 â ïðîòèâíîì ñëó÷àå,

ãäå
Ξ = {ε > 0 : ∀E′ ∈ Ωp(ε) (P s(E + E′) ⊆ P s(E))},

Ωp(ε) = {E′ ∈ Rm×n×s : ||E′||p < ε},
|E′||p � íîðìà Ã¼ëüäåðà lp, 1 6 p 6∞, ìàòðèöû E′. ßñíî, ÷òî ïðè âûïîëíåíèè
ðàâåíñòâà P s(E) = X ðàäèóñ óñòîé÷èâîñòè ðàâåí áåñêîíå÷íîñòè. Çàäà÷ó, äëÿ
êîòîðîé P s(E) 6= X, áóäåì íàçûâàòü íåòðèâèàëüíîé.

Èñïîëüçóÿ êëàññè÷åñêîå íåðàâåíñòâî Ã¼ëüäåðà

aT b 6 ||a||p||b||q,
ãäå a, b ∈ Rn, à âåëè÷èíû p è q ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèåì 1/p+1/q = 1 è p ∈ [1,∞],
äîêàçàíà ñëåäóþùàÿ
Òåîðåìà 1. Ïðè ëþáûõ m,n, s ∈ N è p ∈ [1,∞] äëÿ ðàäèóñà óñòîé÷èâîñòè
íåòðèâèàëüíîé çàäà÷è (1) ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå îöåíêè

min
x 6∈P s(E)

max
x′∈P (x,E)

γ(x, x′)

||x+ x′||1/q1

6 ρ(m,n, s, p) 6

6 (mns)1/p min
x 6∈P s(E)

max
x′∈P (x,E)

γ(x, x′)
||x− x′||1

(2)

ãäå P (x,E) = {x′ ∈ P s(E) : f(x′) > f(x) & f(x′) 6= f(x)};
f(x) = (f1(x), f2(x), . . . , fs(x)); fk(x) = min

{ ∑
j∈Nn

eijk : i ∈ Nm

}
, k ∈ Ns;

γ(x, x′) = min{fk(x′)− fk(x) : k ∈ Ns}.



52 À.Â.Âàñèëüåâ

Îòìåòèì, ÷òî ðàíåå â [6] àíàëîãè÷íûå ðåçóëüòàòû áûëè ïîëó÷åíû äëÿ ðà-
äèóñà óñòîé÷èâîñòè ïàðåòî-îïòèìàëüíîãî ïîðòôåëÿ ìíîãîêðèòåðèàëüíîé èí-
âåñòèöèîííîé çàäà÷è ñ êðèòåðèÿìè Âàëüäà.

Èç òåîðåìû âûòåêàåò ðàíåå èçâåñòíûé ðåçóëüòàò.

Ñëåäñòâèå 1. [5] Ïðè ëþáûõ m,n, s ∈ N ñïðàâåäëèâû îöåíêè

min
x 6∈P s(E)

max
x′∈P (x,E)

γ(x, x′)
||x+ x′||1

6 ρ(m,n, s,∞) 6 min
x6∈P s(E)

max
x′∈P (x,E)

γ(x, x′)
||x− x′||1

Èç ýòîãî ñëåäñòâèÿ ïîëó÷èì ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå, êîòîðîå ñâèäåòåëü-
ñòâóåò î äîñòèæèìîñòè îöåíîê (2) â ñëó÷àå, êîãäà p =∞.
Ñëåäñòâèå 2. Åñëè äëÿ âñÿêîé ïàðû ïîðòôåëåé x 6∈ P s(E) è x′ ∈ P (x,E)
ìíîæåñòâî {j ∈ Nn : xj = x′j = 1} ïóñòî, òî ïðè ëþáûõ m,n, s ∈ N âåðíà
ôîðìóëà

ρ(m,n, s,∞) = min
x 6∈P s(E)

max
x′∈P (x,E)

γ(x, x′)
||x− x′||1

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ÷àñòè÷íîé ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå Áåëîðóññêîãî
ðåñïóáëèêàíñêîãî ôîíäà ôóíäàìåíòàëüíûõ èññëåäîâàíèé (ïðîåêò Ô13Ê-078).
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Êâàíòîâîå õåøèðîâàíèå

Â ðàáîòå [1] íàìè ïðåäëîæåí ìåòîä êðèïòîãðàôè÷åñêîãî êâàíòîâîãî õå-
øèðîâàíèÿ, ïîçâîëÿþùèé ïðåäñòàâëÿòü êëàññè÷åñêóþ èíôîðìàöèþ â âèäå
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êâàíòîâîé ñóïåðïîçèöèè ñïåöèàëüíîãî âèäà. Ïðåäëîæåííàÿ ôóíêöèÿ ÿâëÿåò-
ñÿ íåîáðàòèìîé, ò.å. îáåñïå÷èâàåò íåâîçìîæíîñòü èçâëå÷åíèÿ êëþ÷à èç åãî
õåø-êîäà.

Ïóñòü n � äëèíà õåøèðóåìûõ ñîîáùåíèé (ðàññìàòðèâàåìûõ êàê n-áèòíûå
÷èñëà, q = 2n, B =⊂ {0, . . . , q − 1}. Êâàíòîâàÿ õåø-ôóíêöèÿ ψq,B : {0, 1}n →
(H2)⊗(log |B|+1) îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì. Äëÿ ñîîáùåíèÿ w ∈ {0, 1}n
ïîëîæèì

|ψq,B(w)〉 =
1√
|B|

|B|∑
i=1

|i〉
(

cos
2πbiw
q
|0〉+ sin

2πbiw
q
|1〉
)
. (1)

Ïðåäëîæåííûé íàìè ìåòîä õåøèðîâàíèÿ âêëþ÷àåò ìíîæåñòâî ïàðàìåò-
ðîâ B, îò êîòîðûõ çàâèñèò âåðîÿòíîñòü êîëëèçèé (îáîçíà÷èì åå δ), è íàìè
ïðåäëîæåí ðÿä àëãîðèòìîâ ïî âû÷èñëåíèþ ýòèõ ïàðàìåòðîâ äëÿ çàäàííîãî
δ. Äðóãèìè ñëîâàìè, â ïðåäëîæåííîì õåøèðîâàíèè çàëîæåíà âîçìîæíîñòü
ïîâûøåíèÿ óñòîé÷èâîñòè ñðåäñòâàìè ñàìîãî ìåòîäà. Îòìåòèì, ÷òî ïðè óâå-
ëè÷åíèè óñòîé÷èâîñòè (óìåíüøåíèè δ), íàïðèìåð, â 1 000 000 ðàç, ïîëó÷àåìûé
êâàíòîâûé õåø óâåëè÷èòñÿ ëèøü íà 20 êóáèò.

Òàêæå îòìåòèì, ÷òî îò ìîùíîñòè ìíîæåñòâà B çàâèñèò ðàçìåð êâàíòîâîãî
õåø-êîäà, êîòîðûé ïî ïîñòðîåíèþ ðàâåí log |B| + 1. Òàêèì îáðàçîì, âûáîð
ìíîæåñòâà B ÿâëÿåòñÿ êëþ÷åâûì äëÿ ïîñòðîåíèÿ óñòîé÷èâîãî è êîìïàêòíîãî
êâàíòîâîãî õåøèðîâàíèÿ. Íàìè áûë äîêàçàí ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò.

Òåîðåìà 1. Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî δ > 0 ñóùåñòâóåò òàêîå ìíîæåñòâî B ⊂ Zq
òàêîå, ÷òî |B| = d(2/δ2) ln(2q)e è ôóíêöèÿ ψq,B ÿâëÿåòñÿ δ-óñòîé÷èâîé êâàí-
òîâîé õåø-ôóíêöèåé, ò.å. êâàíòîâûå õåø-êîäû ðàçëè÷íûõ ñîîáùåíèé w1 6= w2

áëèçêè ê îðòîãîíàëüíûì:

|〈ψq,B(w1) |ψq,B(w2)〉| < δ. (2)

Ýôôåêòèâíûå êâàíòîâûå êîììóíèêàöèîííûå âû÷èñëåíèÿ

Â äàííîé ðàáîòå ðàññìîòðåíà ìîäåëü êâàíòîâûõ îäíîñòîðîííèõ êîììóíè-
êàöèîííûõ âû÷èñëåíèé, â êîòîðîé ïåðâûé ó÷àñòíèê A ïðîâîäèò ÷àñòü âû÷èñ-
ëåíèé, ïåðåäàåò ñîîáùåíèå (íåêîòîðîå êâàíòîâîå ñîñòîÿíèå) âòîðîìó ó÷àñò-
íèêó B, êîòîðûé çàâåðøàåò âû÷èñëåíèÿ è âûäàåò ðåçóëüòàò. Ïîä ñëîæíîñòüþ
âû÷èñëåíèé â äàííîé ìîäåëè ïîíèìàåòñÿ êîëè÷åñòâî ïåðåäàâàåìûõ êóáèòîâ.

Íàìè ïðåäëîæåí êâàíòîâûé êîììóíèêàöèîííûé ïðîòîêîë äëÿ âû÷èñëåíèÿ
áóëåâûõ ôóíêöèé, îñíîâàííûé íà êâàíòîâîì õåøèðîâàíèè è ïðåäñòàâëåíèè
áóëåâûõ ôóíêöèé õàðàêòåðèñòè÷åñêèìè ïîëèíîìàìè [2].

Òåîðåìà 2. Ïóñòü f(x1, . . . , xn1 , y1, . . . , yn2) � áóëåâà ôóíêöèÿ îò n = n1 +n2

ïåðåìåííûõ, à ïîëèíîìû g1(x1, . . . , xn1) è g2(y1, . . . , yn2} íàä êîëüöîì Zq òà-
êîâû, ÷òî èõ ñóììà g = g1 + g2 ðàâíà íóëþ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà f = 1.
Òîãäà äëÿ ïðîèçâîëüíîãî δ ∈ (0, 1) f ìîæåò áûòü âû÷èñëåíà êâàíòîâûì îäíî-
ñòîðîííèì êîììóíèêàöèîííûì ïðîòîêîëîì ñëîæíîñòè O(log log q + log(1/δ)).
Ñõåìà äîêàçàòåëüñòâà.
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Ïóñòü âû÷èñëèòåëü A ïîëó÷àåò íà âõîä ïîñëåäîâàòåëüíîñòü σ = σ1 . . . σn1

çíà÷åíèé ïåðâûõ n1 ïåðåìåííûõ, à B � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü γ = γ1 . . . γn2

çíà÷åíèé îñòàâøèõñÿ n2 ïåðåìåííûõ. Îïèøåì ïðîòîêîë âû÷èñëåíèÿ äàííîé
ôóíêöèè â êâàíòîâîé îäíîñòîðîííåé êîììóíèêàöèîííîé ìîäåëè, îñíîâàííûé
íà êâàíòîâîì õåøèðîâàíèè.

1. Äëÿ áóëåâîé ôóíêöèè f çàôèêñèðóåì íåêîòîðîå δ ∈ (0, 1). Ïî îïðåäå-
ëåíèþ èç [2] ïîëèíîì g = g1 + g2 ÿâëÿåòñÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêèì ïîëèíîìîì
ôóíêöèè f íàä Zq.

2. Íà îñíîâå âõîäíîãî íàáîðà σ = σ1 . . . σn1 âû÷èñëèòåëü A ñòðîèò êâàíòî-
âûé õåø-êîä äëÿ çíà÷åíèÿ g1(σ)

|ψq,B(g1(σ))〉 =
1√
|B|

|B|∑
i=1

|i〉
(

cos
2πbig1(σ)

q
|0〉+ sin

2πbig1(σ)
q

|1〉
)

(3)

3. Õåø-êîä |ψq,B(g1(σ))〉 ïåðåäàåòñÿ âû÷èñëèòåëþ B, êîòîðûé íà îñíîâå
ñâîåé ÷àñòè âõîäíûõ äàííûõ γ = γ1 . . . γn2 ñîçäàåò õåø-êîä äëÿ çíà÷åíèÿ
−g2(γ):

|ψq,B(−g2(γ))〉 = 1√
|B|

|B|∑
i=1

|i〉
(

cos 2πbi(−g2(γ))
q |0〉+ sin 2πbi(−g2(γ))

q |1〉
)

(4)

è âûïîëíÿåò ñðàâíåíèå ïîëó÷åííûõ õåø-êîäîâ ñ ïîìîùüþ èçâåñòíîé ïðîöå-
äóðû SWAP-test [3].

4. Åñëè f(σ, γ) = 1, òî ïî îïðåäåëåíèþ õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ïîëèíî-
ìà g(σ, γ) = g1(σ) + g2(γ) = 0. Ñîîòâåòñòâåííî, g1(σ) = −g2(γ), à èõ
õåø-êîäû áóäóò îäèíàêîâûìè, ò.å. 〈ψq,B(g1(σ)) |ψq,B(−g2(γ))〉 = 1, è âå-
ðîÿòíîñòü ïðàâèëüíîãî îòâåòà áóäåò ðàâíà 1. Åñëè æå f(σ, γ) = 0, òî
|〈ψq,B(g1(σ)) |ψq,B(−g2(γ))〉| < δ, è âåðîÿòíîñòü íåïðàâèëüíîãî îòâåòà îãðà-
íè÷åíà êîíñòàíòîé 1/2 + δ2/2.

Òàêèì îáðàçîì, âû÷èñëèòåëü B âûäàåò ðåçóëüòàò 1 â êà÷åñòâå çíà÷åíèÿ
ôóíêöèè òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà â ðåçóëüòàòå ñðàâíåíèÿ çíà÷åíèÿ ïî-
ñòðîåííûõ õåø-êîäîâ ñîâïàëè. Â ñëó÷àÿõ, êîãäà f(σ, γ) = 1, äàííûé ïðîòîêîë
áóäåò ïðèâîäèòü ê áåçîøèáî÷íûì ðåçóëüòàòàì. Åñëè æå f(σ, γ) = 0, òî, áëà-
ãîäàðÿ δ-óñòîé÷èâîñòè êâàíòîâîé õåø-ôóíêöèè, âû÷èñëèòåëè A è B ïîëó÷àò
íåïðàâèëüíûé îòâåò ñ âåðîÿòíîñòüþ, íå ïðåâîñõîäÿùåé 1/2 + δ2/2.

Ñëîæíîñòü òàêîãî êîììóíèêàöèîííîãî ïðîòîêîëà ðàâíà log |B| + 1 =
O (log log q + log(1/δ)) ïðè âûáîðå ìíîæåñòâà B ñîãëàñíî òåîðåìå 1. �

Îòìåòèì, ÷òî åäèíñòâåííûì ñóùåñòâåííûì îãðàíè÷åíèåì ïðè ïîñòðîåíèè
òàêîãî êâàíòîâîãî êîììóíèêàöèîííîãî ïðîòîêîëà äëÿ áóëåâûõ ôóíêöèé ÿâ-
ëÿåòñÿ íàëè÷èå õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ïîëèíîìà, äîïóñêàþùåãî ðàçëîæåíèå íà
ñóììó äâóõ ïîëèíîìîâ, çàâèñÿùèõ îò íåïåðåñåêàþùèõñÿ íàáîðîâ ïåðåìåííûõ.
Ïðîñòåéøèì âàðèàíòîì òàêèõ õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ ïîëèíîìîâ ÿâëÿþòñÿ ëè-
íåéíûå ïîëèíîìû, à ïðèìåðàìè òàêèõ ôóíêöèé ìîãóò ñëóæèòü: ôóíêöèÿ EQn
� ïðîâåðêà ðàâåíñòâà äâóõ äâîè÷íûõ íàáîðîâ äëèíû n è Palindromen � ïðî-
âåðêà ñèììåòðè÷íîñòè äâîè÷íîãî íàáîðà, ò.å. ÿâëÿåòñÿ ëè âõîäíîå ñëîâî ïà-
ëèíäðîìîì.



Êâàíòîâûå êîììóíèêàöèè 55

Îòìåòèì òàêæå, ÷òî ìîæíî óìåíüøèòü âåðîÿòíîñòü îøèáêè äî δ, íåñêîëü-
êî ìîäèôèöèðîâàâ âû÷èñëåíèÿ íà ñòîðîíå B. À èìåííî, âû÷èñëèòåëü B áóäåò
ñòðîèòü ñâîé õåø-êîä äëÿ g2(γ), �äîïèñûâàÿ� åãî íåïîñðåäñòâåííî ê õåø-êîäó
|ψq,B(g1(σ))〉, ïîëó÷àÿ òàêèì îáðàçîì õåø äëÿ g1(σ) + g2(γ) = g(σ, γ):

|ψq,B(σ, γ)〉 = 1√
t

t∑
i=1

|i〉
(

cos 2πbig(σ,γ)
m |0〉+ sin 2πbig(σ,γ)

m |1〉
)
. (5)

Äàëåå âû÷èñëèòåëü B ïðèìåíÿåò ïðåîáðàçîâàíèå Àäàìàðà êî âñåì êóáèòàì,
êðîìå ïîñëåäíåãî, è èçìåðÿåò ïîëó÷åííîå ñîñòîÿíèå îòíîñèòåëüíî ñòàíäàðò-
íîãî âû÷èñëèòåëüíîãî áàçèñà. B âûäàåò îòâåò 1 (ïðèíèìàåò âõîäíîé íàáîð),
òîëüêî åñëè ðåçóëüòàòîì èçìåðåíèÿ ñîñòîÿíèÿ âñåõ êóáèòîâ îêàæåòñÿ |0〉. Âå-
ðîÿòíîñòü òàêîãî èñõîäà ðàâíà 1 ïðè f(σ, γ) = 1, ëèáî íå ïðåâîñõîäèò δ ïðè
f(σ, γ) = 0.

Êðîìå òîãî, äàííûé ïîäõîä ïîçâîëÿåò âû÷èñëÿòü áóëåâû ôóíêöèè f :
{0, 1}n1 × {0, 1}n2 → {0, 1}, äëÿ êîòîðûõ íå ñóùåñòâóåò óêàçàííîãî âûøå ðàç-
ëîæåíèÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ïîëèíîìà íà g1(x1, . . . , xn1) è g2(y1, . . . , yn2). Â
ýòîì ñëó÷àå ìîæíî ðàññìîòðåòü ñëåäóþùåå ðàçëîæåíèå:

g(x1, . . . , xn1 , y1, . . . , yn2) = g1(x1, . . . , xn1) + g2(xi1 , . . . , xik , y1, . . . , yn2). (6)

Òàêîå ðàçëîæåíèå ñóùåñòâóåò âñåãäà, ò.ê. ïðè k = n1 è g1 ≡ 0 ìîæíî ïîëîæèòü
g2 ≡ g.

Äëÿ òàêèõ ôóíêöèé ïðîòîêîë ìîæíî äîïîëíèòü ïåðåñûëêîé îò A ê B äî-
ïîëíèòåëüíûõ êóáèò ñî çíà÷åíèÿìè xi1 , . . . , xik . Ñîîòâåòñòâåííî, ñëîæíîñòü
ïðîòîêîëà ñòàíîâèòñÿ O (k + log log q). Âî âñåõ ðàññìîòðåííûõ íàìè ïðèìå-
ðàõ q = 2n

O(1)
(áîëåå òîãî, ïîëèíîì íàä Z2n ñóùåñòâóåò äëÿ ëþáîé áóëåâîé

ôóíêöèè îò n ïåðåìåííûõ [2]), è ïîýòîìó ïðè k = O(log n) îïèñàííûé âûøå
ïðîòîêîë áóäåò èìåòü ñëîæíîñòü O(log n).

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå ÐÔÔÈ, ïðîåêò �14-07-00878-a.
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Ðàññìàòðèâàåòñÿ ðåàëèçàöèÿ áóëåâûõ ôóíêöèé ñõåìàìè (ñì., íàïðèìåð,
â [1]) èç íåíàäåæíûõ ôóíêöèîíàëüíûõ ýëåìåíòîâ â ïðîèçâîëüíîì ïîëíîì êî-
íå÷íîì áàçèñå B. Ïðåäïîëàãàåì, ÷òî âñå ýëåìåíòû ñõåìû íåçàâèñèìî äðóã îò
äðóãà ñ âåðîÿòíîñòüþ ε ∈ (0, 1/2) ïîäâåðæåíû èíâåðñíûì íåèñïðàâíîñòÿì íà
âûõîäàõ. Ýòè íåèñïðàâíîñòè õàðàêòåðèçóþòñÿ òåì, ÷òî â èñïðàâíîì ñîñòîÿíèè
ôóíêöèîíàëüíûé ýëåìåíò ðåàëèçóåò ïðèïèñàííóþ åìó áóëåâó ôóíêöèþ ψ, à
â íåèñïðàâíîì � ôóíêöèþ ψ. Ñ÷èòàåì, ÷òî ñõåìà S èç íåíàäåæíûõ ýëåìåíòîâ
ðåàëèçóåò áóëåâó ôóíêöèþ f(x1, x2, ..., xn), åñëè ïðè ïîñòóïëåíèè íà âõîäû
ñõåìû äâîè÷íîãî íàáîðà a = (a1, a2, ..., an) ïðè îòñóòñòâèè íåèñïðàâíîñòåé íà
âûõîäå ñõåìû S ïîÿâëÿåòñÿ çíà÷åíèå f(a).

Íåíàäåæíîñòüþ P (S) ñõåìû S íàçîâåì ìàêñèìàëüíóþ âåðîÿòíîñòü îøèá-
êè íà âûõîäå ñõåìû S ïðè âñåâîçìîæíûõ âõîäíûõ íàáîðàõ ñõåìû. Íàäåæ-
íîñòü ñõåìû S ðàâíà 1− P (S). Ïóñòü Pε(f) = inf P (S), ãäå èíôèìóì áåðåòñÿ
ïî âñåì ñõåìàì S èç íåíàäåæíûõ ýëåìåíòîâ, ðåàëèçóþùèì áóëåâó ôóíêöèþ
f(x1, x2, ..., xn). Ñõåìà A èç íåíàäåæíûõ ýëåìåíòîâ, ðåàëèçóþùàÿ ôóíêöèþ
f , íàçûâàåòñÿ àñèìïòîòè÷åñêè îïòèìàëüíîé (àñèìïòîòè÷åñêè íàèëó÷øåé)
ïî íàäåæíîñòè, åñëè P (A) ∼ Pε(f) ïðè ε→ 0.

×èñëî k, áóäåì íàçûâàòü êîýôôèöèåíòîì íåíàäåæíîñòè ïîëíîãî áàçèñà,
åñëè âñå ôóíêöèè â ýòîì áàçèñå ìîæíî ðåàëèçîâàòü ñõåìàìè ñ íåíàäåæíîñòüþ,
àñèìïòîòè÷åñêè íå áîëüøå kε (ïðè ε → 0), è íàéäåòñÿ ôóíêöèÿ f , êîòîðóþ
íåëüçÿ ðåàëèçîâàòü ñõåìîé ñ íåíàäåæíîñòüþ, àñèìïòîòè÷åñêè ìåíüøå ÷åì kε
(ïðè ε→ 0).

Â ðàáîòå [2] îáîñíîâàíî, ÷òî k ∈ {1, 2, 3, 4, 5}. Ýòà ñòàòüÿ ïîñâÿùåíà ïîëíûì
áàçèñàì ñ êîýôôèöèåíòîì íåíàäåæíîñòè k = 5.

Ïóñòü:

Ψ1 = {0, 1, x̄1} ∪
∞⋃
k=2

{
k

&
i=1

xi},

Ψ2 = {0, 1} ∪
∞⋃
k=2

{
k

&
i=1

xi} ∪
∞⋃
k=1

k⋃
j=1

{x̄j ·
k

&
i=1,i6=j

xi},

Ψ∗1 = {0, 1, x̄1} ∪
∞⋃
k=2

{
k∨
i=1

xi},

Ψ∗2 = {0, 1} ∪
∞⋃
k=2

{
k∨
i=1

xi} ∪
∞⋃
k=1

k⋃
j=1

{x̄j ∨
k∨

i=1,i6=j

xi}.

Ñ.È. Àêñåíîâ [3] ñôîðìóëèðîâàë ñëåäóþùóþ òåîðåìó:
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Òåîðåìà 1 ( [3]). Ïóñòü B � ïîëíûé áàçèñ è B * Ψ1,B * Ψ2,B * Ψ∗1,B *
Ψ∗2. Òîãäà ëþáóþ áóëåâó ôóíêöèþ f ìîæíî ðåàëèçîâàòü ñõåìîé S íàä B ñ
íåíàäåæíîñòüþ P (S) 6 4ε + cε2 ïðè ε ∈ (0, ε0], ãäå êîíñòàíòû c > 0, ε0 ∈
(0, 1/2) çàâèñÿò îò áàçèñà.

Èç òåîðåìû 1 ñëåäóåò: åñëè ïîëíûé áàçèñ B óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì B *
Ψ1,B * Ψ2,B * Ψ∗1,B * Ψ∗2, òî åãî êîýôôèöèåíò íåíàäåæíîñòè k ∈ {1, 2, 3, 4}.

Íèæíèå îöåíêè íåíàäåæíîñòè â ïîëíûõ áàçèñàõ B ⊆ Ψ1, èëè B ⊆ Ψ2,
èëè B ⊆ Ψ∗1, èëè B ⊆ Ψ∗2 ïîêà íå äîêàçàíû. Â ýòîé ðàáîòå ðàññìîòðåí áàçèñ
B4 = {0, 1, x1, x̄1, x1&x2, x1&x2&x3, x1&x2&x3&x4}.

Òåîðåìà 1 ÿâëÿåòñÿ âåðõíåé îöåíêîé íåíàäåæíîñòè, êîòîðàÿ íå äàåò ïðåä-
ñòàâëåíèÿ î êîýôôèöèåíòå íåíàäåæíîñòè òàêèõ áàçèñîâ B4.

Ñ.È. Àêñåíîâûì [4] ïîëó÷åíà âåðõíÿÿ îöåíêà íåíàäåæíîñòè ñõåì â ïðîèç-
âîëüíîì ïîëíîì êîíå÷íîì áàçèñå ïðè èíâåðñíûõ íåèñïðàâíîñòÿõ íà âûõîäàõ
ýëåìåíòîâ. Îí äîêàçàë, ÷òî ñóùåñòâóþò òàêèå êîíñòàíòû ε0 ∈ (0, 1/2) è d > 0,
çàâèñÿùèå îò áàçèñà,÷òî ëþáóþ áóëåâó ôóíêöèþ f ìîæíî ðåàëèçîâàòü òàêîé
ñõåìîé S, ÷òî P (S) 6 5ε+ dε2 ïðè ε ∈ (0; ε0].

Â ðàáîòå [5] ÿâíî íàéäåíû êîíñòàíòû d, ε0 è äîêàçàíà òåîðåìà 2.

Òåîðåìà 2 ( [5]). Â ïðîèçâîëüíîì ïîëíîì êîíå÷íîì áàçèñå B ëþáóþ áóëåâó
ôóíêöèþ f ìîæíî ðåàëèçîâàòü ñõåìîé A ñ íåíàäåæíîñòüþ P (A) 6 5ε+ 182ε2

ïðè ε 6 1/960.
Òåîðåìà 2 ñïðàâåäëèâà è äëÿ áàçèñîâ B4.
Àâòîðîì â [2] ðåøåíà çàäà÷à ïîñòðîåíèÿ àñèìïòîòè÷åñêè îïòèìàëüíûõ ïî

íàäåæíîñòè ñõåì ïðè èíâåðñíûõ íåèñïðàâíîñòÿõ íà âûõîäàõ ýëåìåíòîâ â ïîë-
íûõ áàçèñàõ èç òðåõâõîäîâûõ ýëåìåíòîâ. Â [2] äîêàçàíû íèæíèå îöåíêè íåíà-
äåæíîñòè äëÿ áàçèñîâ B ⊂ {0, 1, x̄1, x1&x2, x1&x2&x3} è ïîêàçàíî, ÷òî êîýô-
ôèöèåíò íåíàäåæíîñòè óêàçàííîãî áàçèñà ðàâåí 5. Íå òðóäíî âèäåòü, ÷òî ýòîò
áàçèñ ÿâëÿþòñÿ ïîäìíîæåñòâàìè ìíîæåñòâ B4 ⊂ Ψ1.

Ïîýòîìó ìîæíî ïðåäïîëîæèòü, ÷òî äëÿ áàçèñà B4 êîýôôèöèåíò íåíàäåæ-
íîñòè áàçèñà òàêæå ðàâåí 5. Äëÿ ïðîâåðêè ñïðàâåäëèâîñòè ïîñëåäíåé ãèïîòå-
çû íåîáõîäèìî äîêàçàòü íèæíèå îöåíêè íåíàäåæíîñòè äëÿ ýòîãî áàçèñà.

Îáîçíà÷èì K(n) � ìíîæåñòâî áóëåâûõ ôóíêöèé f , çàâèñÿùèõ îò ïåðåìåí-
íûõ x1, x2, . . . , xn , íå ïðåäñòàâèìûõ â âèäå (xai&g(x̃))b (i = 1, 2, ..., n, a, b ∈
{0, 1}) è ñôîðìóëèðóåì òåîðåìó î íèæíèõ îöåíêàõ íåíàäåæíîñòè äëÿ áàçèñà
B4.

Òîãäà ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà:

Òåîðåìà 3. Ïóñòü B4 = {0, 1, x1, x̄1, x1&x2, x1&x2&x3, x1&x2&x3&x4} � ïîë-
íûé êîíå÷íûé áàçèñ. Ïóñòü ôóíêöèÿ f(x̃) ∈ K(n), è S � ëþáàÿ ñõåìà, ðåàëè-
çóþùàÿ ôóíêöèþ f . Òîãäà P (S) > 5ε(1− ε)4 ïðè ε ∈ (0, 1/960].

Èç òåîðåìû 3 ñëåäóåò, ÷òî:

Ñëåäñòâèå 1. Ïóñòü B ⊂ B4 � ïîëíûé êîíå÷íûé áàçèñ. Ïóñòü ôóíêöèÿ
f(x̃) ∈ K(n), è S � ëþáàÿ ñõåìà, ðåàëèçóþùàÿ ôóíêöèþ f . Òîãäà P (S) >
5ε(1− ε)4 ïðè ε ∈ (0, 1/960].

Ââåäåì îáîçíà÷åíèåB∗4 = {0, 1, x1, x̄1, x1∨x2, x1∨x2∨x3, x1∨x2∨x3∨x4}. Òàê
êàê, íåíàäåæíîñòü ñõåì â äâîéñòâåííûõ áàçèñàõ ñîâïàäàåò, òî èç ñëåäñòâèÿ 1
ñëåäóåò:
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Ñëåäñòâèå 2. Ïóñòü B ⊂ B∗4 � ïîëíûé êîíå÷íûé áàçèñ. Ïóñòü ôóíêöèÿ
f(x̃) ∈ K(n), è S � ëþáàÿ ñõåìà, ðåàëèçóþùàÿ ôóíêöèþ f . Òîãäà P (S) >
5ε(1− ε)4 ïðè ε ∈ (0, 1/960].

Èç òåîðåìû 2 è ñëåäñòâèé 1 è 2 ñëåäóåò, ÷òî â ëþáîì èç ïîëíûõ áàçèñîâ
B òàêèõ, ÷òî B ⊂ B4 èëè B ⊂ B∗4 äëÿ ïî÷òè âñåõ ôóíêöèé àñèìïòîòè÷åñêè
îïòèìàëüíûå ïî íàäåæíîñòè ñõåìû ôóíêöèîíèðóþò ñ íåíàäåæíîñòüþ, àñèìï-
òîòè÷åñêè ðàâíîé 5ε ïðè ε→ 0. Ñëåäîâàòåëüíî âåðíà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà:
Òåîðåìà 4. Ïóñòü B � ïîëíûé áàçèñ, B ⊂ B4 è B ⊂ B∗4 . Òîãäà êîýôôèöèåíò
áàçèñà B ðàâåí 5.

Ðàáîòà ïîääåðæàíà ãðàíòîì ÐÔÔÈ, ïðîåêò �14-01-31360 è �14-01-00273.
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Êàêòóñîì íàçûâàåòñÿ ñâÿçíûé ãðàô, â êîòîðîì íåò ðåáåð, ëåæàùèõ áîëåå
÷åì íà îäíîì ïðîñòîì öèêëå [1, ñ. 93]. Âñå áëîêè êàêòóñà � ðåáðà èëè ïðîñòûå
öèêëû (ìíîãîóãîëüíèêè). Ôîðä è Óëåíáåê ïåðå÷èñëèëè ïîìå÷åííûå êàêòóñû
ñ çàäàííûì ðàñïðåäåëåíèåì ÷èñëà âåðøèí ïî ìíîãîóãîëüíèêàì [2]. Â ðàáîòå
[3] ïåðå÷èñëåíû ïîìå÷åííûå ýéëåðîâû êàêòóñû ñ çàäàííûì ÷èñëîì âåðøèí.

Òåîðåìà 1. Äëÿ ÷èñëà Dn ïîìå÷åííûõ ýéëåðîâûõ êàêòóñîâ ñ n âåðøèíàìè
ïðè n→∞ âåðíà àñèìïòîòè÷åñêàÿ ôîðìóëà

Dn ∼ cn−5/2ann! ,
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ãäå c ≈ 0.1079436709 , a ≈ 2.5424753735 .
Äîêàçàòåëüñòâî. Â ðàáîòå [3] ïîëó÷åíà ôîðìóëà

Dn =
(n− 1)!

n
[z−1] exp

(
nz2

2(1− z)

)
z−n,

ãäå [z−1] � îïåðàòîð ôîðìàëüíîãî âû÷åòà.
Èñïîëüçóåì òåîðåìó Ôëàæîëå è Ñåäæâèêà [4, Òåîðåìà VIII.8]:
Îáîçíà÷èì F (N,n) = [zN ]{a(z)(b(z))n} = 1

2πi

∮
a(z)(b(z))n dz

zN+1

Ïóñòü ôóíêöèè a(z) è b(z) óäîâëåòâîðÿþò ñëåäóþùèì óñëîâèÿì.
1. Ôóíêöèè a(z) =

∑
j>0

ajz
j è b(z) =

∑
j>0

bjz
j àíàëèòè÷åñêèå â òî÷êå z = 0 è

èìåþò íåîòðèöàòåëüíûå êîýôôèöèåíòû, êðîìå òîãî b(0) 6= 0.
2. ÍÎÄ{j | bj > 0} = 1.
3. Åñëè R 6∞ ðàäèóñ ñõîäèìîñòè b(z), òî ðàäèóñ ñõîäèìîñòè a(z) íå ìåíü-
øå R.
×åðåç T îáîçíà÷èì âåëè÷èíó T = lim

x→R−0

xb′(x)
b(x) . Ïóñòü λ ïîëîæèòåëüíîå ÷èñ-

ëî òàêîå, ÷òî 0 < λ < T , è ïóñòü r � åäèíñòâåííûé ïîëîæèòåëüíûé êîðåíü

óðàâíåíèÿ r b
′(r)
b(r) = λ. Îáîçíà÷èì σ = d2

dr2 (ln b(r)− λ ln r).
Òîãäà äëÿ N = λn öåëîãî ïðè n → ∞ è N → ∞ âåðíî àñèìïòîòè÷åñêîå

ðàâåíñòâî

F (N,n) ∼ a(r)
(b(r))n

rN+1
√

2πnσ
.

Ôîðìóëà äëÿ Dn ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà â âèäå

Dn =
(n− 1)!

n
[zn]

{
z
(

exp
( z2

2(1− z)
)n}

=
(n− 1)!

n
F (N,n),

ãäå N = n, λ = 1, a(z) = z, b(z) = exp
( z2

2(1− z)
)
.

Òàê êàê ðÿä äëÿ B̄(z) ñõîäèòñÿ ïðè |z| < 1, îïåðàòîð ôîðìàëüíîãî âû÷åòà
ÿâëÿåòñÿ êîíòóðíûì èíòåãðàëîì.
Î÷åâèäíî, ôóíêöèè a(z) è b(z) àíàëèòè÷åñêèå â òî÷êå z = 0 è b(0) = 1. Ôóíê-
öèÿ b(z) èìååò ïîëîæèòåëüíûå êîýôôèöèåíòû, òàê êàê b(z) = exp(B̄(z)) è
B̄(z) � ïðîèçâîäÿùàÿ ôóíêöèÿ äëÿ ÷èñëà ïîìå÷åííûõ áëîêîâ ÷àñòíîãî âèäà.
Ïîñêîëüêó b2 > 0 , b3 > 0, èìååì ÍÎÄ{j | bj > 0} = 1. Òàê êàê z = 1 � áëèæàé-
øàÿ ê íà÷àëó êîîðäèíàò îñîáàÿ òî÷êà b(z), ðàäèóñ ñõîäèìîñòè R ôóíêöèè
b(z) ðàâåí 1. Î÷åâèäíî, a(z) èìååò áåñêîíå÷íûé ðàäèóñ ñõîäèìîñòè. Òàêèì
îáðàçîì, óñëîâèÿ 1-3 òåîðåìû Ôëàæîëå-Ñåäæâèêà âûïîëíåíû.

Íàéäåì T = lim
x→1−0

xb′(x)
b(x) = lim

x→1−0

x(2x− x2)
2(1− x)2

= +∞ ,

0 < λ < T . Â íàøåì ñëó÷àå óðàâíåíèå r b
′(r)
b(r) = λ èìååò âèä

r
2r − r2

2(1− r)2
= 1. Ðåøàÿ ýòî óðàâíåíèå ñ ïîìîùüþ Maple, âèäèì, ÷òî åãî åäèí-

ñòâåííûì ïîëîæèòåëüíûì êîðíåì ÿâëÿåòñÿ ÷èñëî r ≈ 0.5391888728. Âû÷èñëÿÿ
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âåëè÷èíó,

σ =
(b′(r)
b(r)

)′
+
λ

r2
=
(r(2r − r2)

2(1− r)2

)′
+

1
r2

=
2− 2r

2(1− r)2
+

2r − r2

(1− r)3
+

1
r2

.

ïîëó÷èì σ ≈ 13.6592157423. Òàêæå ñ ïîìîùüþ Maple âû÷èñëèì

c =
a(r)
r
√

2πσ
=

1√
2πσ

≈ 0.1079436709 , a =
b(r)
r
≈ 2.5424753735 .

Îêîí÷àòåëüíî ïðè n→∞ èìååì àñèìïòîòèêó

Can =
(n− 1)!

n
F (N,n) ∼ (n− 1)!

n

1√
2πσ

n−1/2

(
b(r)
r

)n
∼ n!cn−5/2an .
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Ãðàô íàçûâàåòñÿ ÷åòíûì, åñëè êàæäàÿ åãî âåðøèíà èìååò ÷åòíóþ ñòåïåíü.
Ýéëåðîâ ãðàô � ýòî ñâÿçíûé ÷åòíûé ãðàô. Ðèä [1] ïåðå÷èñëèë ïîìå÷åííûå ÷åò-
íûå è ýéëåðîâû ãðàôû. Îí ïîëó÷èë âûðàæåíèå äëÿ ïðîèçâîäÿùåé ôóíêöèè
òàêèõ ãðàôîâ ñ çàäàííûìè ÷èñëàìè âåðøèí è ðåáåð. Òàçàâà [2] ïåðå÷èñëèë ïî-
ìå÷åííûå ýéëåðîâû áëîêè ñ çàäàííûì ÷èñëîì âåðøèí, èì íàéäåíî íåëèíåéíîå
ôóíêöèîíàëüíîå óðàâíåíèå äëÿ ñîîòâåòñòâóùåé ïðîèçâîäÿùåé ôóíêöèè. Àâ-
òîð [3] ïîëó÷èë òî÷íûå è àñèìïòîòè÷åñêèå ôîðìóëû äëÿ ÷èñëà ïîìå÷åííûõ
áèöèêëè÷åñêèõ è òðèöèêëè÷åñêèõ ýéëåðîâûõ ãðàôîâ.

Â äàííîé ðàáîòå ïîëó÷åíà ÿâíàÿ ôîðìóëà äëÿ ÷èñëà ïîìå÷åííûõ ýéëåðî-
âûõ òåòðàöèêëè÷åñêèõ áëîêîâ ñ çàäàííûì ÷èñëîì âåðøèí è íàéäåíà àñèìï-
òîòèêà äëÿ ÷èñëà òàêèõ ãðàôîâ ñ áîëüøèì ÷èñëîì âåðøèí. Â äàëüíåéøåì,
òåòðàöèêëè÷åñêèé ãðàô � ýòî ñâÿçíûé ãðàô ñ öèêëîìàòè÷åñêèì ÷èñëîì ðàâ-
íûì 4.
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Òåîðåìà 1. ÏóñòüBn - ÷èñëî ïîìå÷åííûõ òåòðàöèêëè÷åñêèõ ýéëåðîâûõ áëî-
êîâ ñ n âåðøèíàìè, òîãäà ïðè n > 6 âåðíà ôîðìóëà

Bn =
n!

5760
(n− 2)(n− 4)(n− 5)(n2 + 11n+ 18) .

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç 17 ãîìåîìîðôíûõ òèïîâ òåòðàöèêëè÷åñêèõ áëîêîâ òîëü-
êî îäèí � ýéëåðîâ [4]. Îí èìååò âèä òðåóãîëüíèêà ñ äâîéíûìè ðåáðàìè.

Ïóñòü H � ãîìåîìîðôíûé òèï ñ a âåðøèíàìè, b ðåáðàìè, b0 ïåòëÿìè, bi
� ÷èñëî ïó÷êîâ ðåáåð êðàòíîñòè i , A(H) � ïîðÿäîê ãðóïïû àâòîìîðôèçìîâ
ãðàôà H. Òîãäà ÷èñëî ïîìå÷åííûõ ãðàôîâ ñ n âåðøèíàìè è ãîìåîìîðôíûì
òèïîì H ðàâíî [6, ëåììà 2]:

n!
2b0A(H)

Coefxn−a
xb+b0−

∑b
i=1 bi

∏b
i=1(x+ i(1− x))bi

(1− x)b
.

Òàê êàê â íàøåì ñëó÷àå a = 3, b = 6, b0 = b1 = b3 = b4 = b5 = b6 = 0,
b2 = 3, A(H) = 48, èìååì

Bn =
n!
48

Coefxn−3
x3(x+ 2(1− x)3)

(1− x)6
.

Ñ ïîìîùüþ èçâåñòíîãî ðàçëîæåíèÿ [5, ñ. 709]

(1− w)−m−1 =
∞∑
n=0

(
m+ n

m

)
wn

ïîëó÷èì

Bn =
n!
48

Coefxn−3

( x3

(1− x)3
+ 3

x3

(1− x)4
+ 3

x3

(1− x)5
+

x3

(1− x)6

)
=

n!
48

Coefxn−3

( ∞∑
k=0

(
k + 2

2

)
xk+3 + 3

∞∑
k=0

(
k + 3

3

)
xk+3 + 3

∞∑
k=0

(
k + 4

4

)
xk+3+

∞∑
k=0

(
k + 5

5

)
xk+3

)
=
n!
48

((n− 4
2

)
+ 3
(
n− 3

3

)
+ 3
(
n− 2

4

)
+
(
n− 1

5

))
=

=
n!

5760
(n− 2)(n− 4)(n− 5)(n2 + 11n+ 18) .

Äîêàçàòåëüñòâî çàêîí÷åíî.

Èç òåîðåìû î÷åâèäíûì îáðàçîì âûòåêàåò ñëåäñòâèå.
Ñëåäñòâèå. Ïðè n→∞ âåðíî àñèìïòîòè÷åñêîå ðàâåíñòâî

Bn ∼
n5

5760
n! .
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Ðàíåå â [1] àâòîðàìè áûë ïðåäëîæåí íîâûé ôîðìàëèçì äëÿ îïèñàíèÿ ÊÑ-
ÿçûêîâ. Ñ îäíîé ñòîðîíû, îí ÿâëÿåòñÿ ðàñøèðåíèåì êëàññà íåäåòåðìèíèðî-
âàííûõ êîíå÷íûõ àâòîìàòîâ (ÍÊÀ). Ñ äðóãîé, åãî ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê
ÍÊÀ íàä ñïåöèàëüíûì àëôàâèòîì, è, ñëåäîâàòåëüíî, ïðèìåíÿòü ðàçëè÷íûå
àëãîðèòìû ýêâèâàëåíòíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ ÍÊÀ (ïîñòðîåíèå ìèíèìàëüíûõ
àâòîìàòîâ, óíèâåðñàëüíîãî àâòîìàòà è äð.) [2]� [3], ïîëó÷àÿ áîëåå ïðèåìëåìûå
ïî íåêîòîðûì õàðàêòåðèñòèêàì (ìåíüøåå ÷èñëî âåðøèí, äóã è äð.) îáúåêòû
â ïðåäëàãàåìîì ôîðìàëèçìå.

Â ýòîé ðàáîòå ââåäåíû ïîíÿòèÿ ïðàâèëüíûõ ñêîáî÷íûõ àâòîìàòîâ è ïðà-
âèëüíûõ ìàãàçèííûõ àâòîìàòîâ è äîêàçàíà òåîðåìà î èõ ñâÿçè.

Ïóñòü
K = (Q,Σ, γ, S, F ) (1)

íåäåòåðìèíèðîâàííûé êîíå÷íûé àâòîìàò Ðàáèíà�Ñêîòòà, îïðåäåëÿþùèé
ÿçûê, îáîçíà÷àåìûé L(K), Q � ìíîæåñòâî ñîñòîÿíèé, S è F � ïîäìíîæåñòâà
ìíîæåñòâà Q, íàçûâàåìûå ìíîæåñòâîì ñòàðòîâûõ è ìíîæåñòâîì ôèíàëüíûõ
ñîñòîÿíèé ñîîòâåòñòâåííî. Ôóíêöèÿ ïåðåõîäîâ γ äëÿ àâòîìàòà (1) áóäåò èìåòü
âèä γ : Q × Q → P(Σ ∪ {ε}) , ãäå P(Σ ∪ {ε}) � ìíîæåñòâî âñåõ ïîäìíîæåñòâ
ìíîæåñòâà Σ ∪ {ε}.

Ñïåöèàëüíûå àâòîìàòû äëÿ ÊÑ-ÿçûêîâ

Äëÿ êàæäîãî n èç ìíîæåñòâà N0, ðàññìîòðèì ìíîæåñòâà N(n) =
{ 1, 2, . . . , n−1, n } èZ(n) = {−n,−(n−1), . . . ,−2,−1, 0, 1, 2, . . . , n−1, n } . (Êàæ-
äûé ýëåìåíò i èç ìíîæåñòâàN(n) ñèìâîëèçèðóåò i-þ ïàðó ñêîáîê. Òàêæå i ñèì-
âîëèçèðóåò i-þ îòêðûâàþùóþ ñêîáêó, à −i� ñîîòâåòñòâóþùóþ çàêðûâàþùóþ
ñêîáêó.) Èíîãäà ìû áóäåì ñ÷èòàòü ìíîæåñòâî Z(n) àëôàâèòîì, ñîäåðæàùèì
2n+1 ñèìâîëîâ, è, ñëåäîâàòåëüíî, ðàññìàòðèâàòü ñëîâà è ÿçûêè íàä Z(n).
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Îïðåäåëåíèå 1. Äëÿ çàäàííîãî n > 0 îïðåäåëèì ÿçûê [Z(n)
∗]. Áóäåì íà-

çûâàòü åãî ÿçûêîì, ñîãëàñîâàííûì ïî ñêîáêàì (à êàæäîå åãî ñëîâî � ñëîâîì,
ñîãëàñîâàííûì ïî ñêîáêàì).

Ðåêóðñèâíî îïðåäåëèì ñëîâî, ñîãëàñîâàííîå ïî ñêîáêàì:

� ε è 0 � ñîãëàñîâàííûå ïî ñêîáêàì ñëîâà;
� åñëè w è v � ñîãëàñîâàííûå ñëîâà, òî u = vw � òîæå ñîãëàñîâàííîå ïî

ñêîáêàì ñëîâî;
� åñëè w� ñîãëàñîâàííîå ñëîâî, i ∈ N(n), òî u = iw−i � òîæå ñîãëàñîâàííîå

ïî ñêîáêàì ñëîâî;
� íèêàêîå äðóãîå ñëîâî íå ÿâëÿåòñÿ ñîãëàñîâàííûì ïî ñêîáêàì.

Îïðåäåëåíèå 2. Îïðåäåëèì ñêîáî÷íûé àâòîìàò B ñëåäóþùèì îáðàçîì:

B = (Q,Σ, γζ, S, F, n ), (2)

ãäå Q � ìíîæåñòâî ñîñòîÿíèé, Σ � çàäàííûé àëôàâèò, S è F � ìíîæåñòâà ñòàð-
òîâûõ è ôèíàëüíûõ ñîñòîÿíèé ñîîòâåòñòâåííî, n èç N0 îïðåäåëÿåò ìíîæåñòâî
ñêîáîê Z(n), γζ � ôóíêöèÿ ïåðåõîäîâ âèäà γζ : Q × Q → P

(
(Σ ∪ {ε})×Z(n)

)
.

Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ìû îäíîâðåìåííî îïðåäåëÿåì ôóíêöèè γζγ è γζζ âèäà

γζγ : Q×Q→ P (Σ ∪ {ε}) , γζζ : Q×Q→ P
(
Z(n)

)
.

Ïðè ýòîì, åñëè äëÿ ñîñòîÿíèé q′, q′′ èç ìíîæåñòâà Q âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå
γζ(q′, q′′) 3 (a, i), òî áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî âûïîëíåíû óñëîâèÿ γζγ(q′, q′′) 3 a è
γζζ(q′, q′′) 3 i. Íèêàêèõ èíûõ çíà÷åíèé ôóíêöèè γζγ è γζζ íå ñîäåðæàò.

Ïðàâèëüíûå ñêîáî÷íûå àâòîìàòû

Îïðåäåëåíèå 3. Äëÿ êàæäîãî ñêîáî÷íîãî àâòîìàòà (2) îïðåäåëèì ñêîáî÷íî-
çåðêàëüíûé àâòîìàò

(Q,Σ, γζ(R), F, S, n ), ãäå:

� óñëîâèå γζ(R)
γ (q′, q′′) 3 a, ãäå a ∈ Σ ∪ Σ ∪ {ε}, âûïîëíåíî òîãäà è òîëüêî

òîãäà, êîãäà γζγ(q′′, q′) 3 a;
� óñëîâèå γζ(R)

ζ (q′, q′′) 3 i, ãäå i ∈ Z(n), âûïîëíåíî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
γζζ(q′′, q′) 3 −i.

Áóäåì îáîçíà÷àòü àâòîìàò, ñêîáî÷íî-çåðêàëüíûé ê çàäàííîìó B, çàïèñüþ
B(R).

Îïðåäåëåíèå 4. Ñêîáî÷íûé àâòîìàò (2) íàçûâàåòñÿ ïðàâèëüíûì, åñëè:

� äëÿ ëþáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñîñòîÿíèé q0 , q1 , . . . , qj ∈ Q, òàêîé ÷òî

q0 ∈ S, γζ(qk, qk+1) 3 (ak, ik), äëÿ k ∈ {0, . . . , j−1},

îáðàçóþùåé ñîãëàñîâàííûé ïðåôèêñ v = i1i2i3 . . . ij ∈ Z(n)
∗, ñóùåñòâóåò

ïóòü
qj , qj+1 , . . . , qm ∈ Q, qm ∈ F,

γζ(qk, qk+1) 3 (ak, ik), äëÿ k ∈ {j, . . . ,m−1},
êîòîðûé îïðåäåëÿåò ñëîâî w = i1i2i3 . . . ijij+1 . . . im, ïðè÷¼ì w ∈ [Z(n)

∗].
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� àíàëîãè÷íîå óñëîâèå âûïîëíÿåòñÿ äëÿ ñîîòâåòñòâóþùåãî ñêîáî÷íî-çåðêàëü-
íîãî àâòîìàòà.

Ïðàâèëüíûå ìàãàçèííûå àâòîìàòû

Îïðåäåëåíèå 5. Äëÿ ñëîâà v ∈ Z∗(n), ãäå v = a1a2 . . . am, îáðàòíûì ñëîâîì
íàçîâåì v̄ = bmbm−1 . . . b1, ãäå bk = −ak äëÿ ëþáîãî k ∈ { 1, . . . ,m }.

Î÷åâèäíî, ÷òî åñëè ñëîâî v ∈ Z∗(n) ñîãëàñîâàíî ïî ñêîáêàì, òî v̄ òàêæå
ñîãëàñîâàíî ïî ñêîáêàì.

Îïðåäåëåíèå 6. Äëÿ ìàãàçèííîãî1 àâòîìàòà P = (Q, Σ, Γ, δ, s, z0, {f} )2

îïðåäåëèì çåðêàëüíûé àâòîìàò

PR = (Q, Σ, Γ, δR, f, z0, {s} ), ãäå:

� óñëîâèå δR(q′, a, z) 3 (q′′, z) , a ∈ Σ, z ∈ Γ, q′, q′′ ∈ Q âûïîëíåíî òîãäà è
òîëüêî òîãäà, êîãäà δ(q′′, a, z) 3 (q′, z);

� óñëîâèå δR(q′, ε, z) 3 (q′′, zz′) , z, z′ ∈ Γ, q′, q′′ ∈ Q âûïîëíåíî òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà δ(q′′, ε, z) 3 (q′, z(−z′));

� óñëîâèå δR(q′, ε, zz′) 3 (q′′, z) , z, z′ ∈ Γ, q′, q′′ ∈ Q âûïîëíåíî òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà δ(q′′, ε, zz′) 3 (q′, z).

Îïðåäåëåíèå 7. Ìàãàçèííûé àâòîìàò íàçûâàåòñÿ ïðàâèëüíûì, åñëè äëÿ
íåãî è äëÿ åãî çåðêàëüíîãî àâòîìàòà âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå:

� äëÿ ëþáîé êîíôèãóðàöèè ( q′ , vw , α ) ∈ Q × (Σ × Z(n))∗ × Γ∗ , vw ∈ (Σ ×
Z(n))∗ , α 6= ε íàéäåòñÿ òàêàÿ êîíôèãóðàöèÿ ( q′′ , w , ε ) ∈ Q×(Σ×Z(n))∗×
Γ∗, ÷òî ( q′ , vw , α )⇒+ ( q′′ , w , ε ).

Òåîðåìà 1. Ìàãàçèííûé àâòîìàò, ïîñòðîåííûé íà îñíîâå ïðàâèëüíîãî ñêî-
áî÷íîãî àâòîìàòà (òàêîå ïîñòðîåíèå îïèñàíî â [1]), ÿâëÿåòñÿ ïðàâèëüíûì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå � ò.å. ïóñòü â ìàãàçèííîì àâòîìà-
òå, ïîñòðîåííîì íà îñíîâå ïðàâèëüíîãî ñêîáî÷íîãî àâòîìàòà, íàéäåòñÿ êîíôè-
ãóðàöèÿ ( q′ , vw , α ), äëÿ êîòîðîé íå ñóùåñòâóåò êîíôèãóðàöèè ( q′′ , w , ε ),
òàêîé ÷òî ( q′ , vw , α ) ⇒+ ( q′′ , w , ε ). Ýòî çíà÷èò, ÷òî ïîñëå òîãî, êàê ïî-
ñòðîåííûé ÌÏ-àâòîìàò ñ÷èòàåò âñå ñèìâîëû èç âõîäíîé öåïî÷êè, åãî ìàãàçèí
íå áóäåò ïóñò. Èç ýòîãî ñëåäóåò, ÷òî èñõîäíûé ñêîáî÷íûé àâòîìàò äîïóñêà-
åò ñëîâî ñ ëèøíèìè îòêðûâàþùèìè ñêîáêàìè � ÷òî íåâîçìîæíî âñëåäñòâèå
ñäåëàííîãî ïðåäïîëîæåíèÿ (ïðàâèëüíîñòè ñêîáî÷íîãî àâòîìàòà). Çíà÷èò, íà-
øå ïðåäïîëîæåíèå íåâåðíî, ò.å. ìàãàçèííûé àâòîìàò, ïîñòðîåííûé íà îñíîâå
ïðàâèëüíîãî ñêîáî÷íîãî àâòîìàòà, òàêæå ÿâëÿåòñÿ ïðàâèëüíûì.
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Êàçàíñêèé (Ïðèâîëæñêèé) Ôåäåðàëüíûé Óíèâåðñèòåò, Êàçàíü

Ðàññìàòðèâàåòñÿ àëãîðèòì êâàíòîâîãî ïîèñêà Ãðîâåðà. Ïóñòü f(x) - áóëåâà
ôóíêöèÿ îò n ïåðåìåííûõ. Ñîãëàñíî óñëîâèþ àëãîðèòìà Ãðîâåðà, ôóíêöèÿ f
çàäàíà â âèäå ÷åðíîãî ÿùèêà, èëè îðàêóëà, O. Òîãäà èòåðàöèþ àëãîðèòìà
ãðîâåðà ìîæíî çàïèñàòü â âèäå îïåðàòîðà:

H⊗n(2〈0||0〉 − I)H⊗nO = (2〈ψ||ψ〉 − I)O,

ãäå H - ïðåîáðàçîâàíèå Àäàìàðà, 〈ϕ| = 1√
N

∑N−1
x=0 〈x| - ñóïåðïîçèöèÿ âçÿòûõ ñ

ðàâíûìè âåñàìè ñîñòîÿíèé [1, ñòð. 315].
Îáîçíà÷èì T = {x|f(x) = 1} � ìíîæåñòâî âõîäîâ x, ãäå f(x) = 1, F =

{x|f(x) = 0} � ìíîæåñòâî âõîäîâ x, ãäå f(x) = 0, NT = |T | - êîëè÷åñòâî
âõîäîâ, ãäå ôóíêöèÿ f èñòèííà, NF = |F | - êîëè÷åñòâî âõîäîâ, ãäå ôóíêöèÿ
f ëîæíà, N = NT +NF = 2n - êîëè÷åñòâî âñåõ âîçìîæíûõ âõîäîâ.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî èìåþùèéñÿ ÷åðíûé ÿùèê, èëè îðàêóë, Ô íå ÿâëÿåòñÿ
èäåàëüíûì êâàíòîâûì âû÷èñëèòåëüíûì óñòðîéñòâîì è íà íåêîòîðîì âõîäå e
âìåñòî èñòèííîãî ðåçóëüòàòà ìîæåò âûäàòü, ñ íåêîòîðîé âåðîÿòíîñòüþ perr >
0, ëîæíûé ðåçóëüòàò, òî åñòü

Ô〈x|〈q| =


〈x|〈q|, x ∈ F
〈x|〈q ⊕ 1|, x ∈ T \ {e}
〈x|〈q ⊕ 1⊕ ξ|, x = e

(1)

ãäå ξ - áóëåâà ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ñî çíà÷åíÿìè èç {0, 1}.
Ðàáîòà àëãîðèòìà Ãðîâåðà ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà ãåîìåòðè÷åñêè íà

êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè. Ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå âåêòîðó x〈f | + y〈t| òî÷êó
íà êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè x + iy. Òîãäà èòåðàöèÿ àëãîðèòìà Ãðîâåðà ìîæåò
áûòü çàïèñàíà â âèäå óìíîæåíèÿ íà ÷èñëî eiθ, ãäå cos(θ/2) =

√
NF /N .
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Çàìåòèì, ÷òî îðàêóë ñ îøèáêîé ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåí â âèäå ïîñëåäî-
âàòåëüíîãî âûïîëíåíèÿ îïåðàòîðà îøèáêè è èäåàëüíîãî îðàêóëà:

Ô = O(I − ξ2〈e||e〉)
Ðàññìîòðèì îïåðàòîð I−2〈e||e〉. Â òåðìèíàõ êîìïëåêñíûõ ÷èñåë åãî ìîæíî

çàïèñàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:

g(h) = Re(h) + i
(

cosλ Im(h) + sinλ
√

1− |h|2
)

(2)

ãäå cosλ = (NT − 2)/NT .

Òåîðåìà 1. Ïóñòü Ô - îðàêóë, îïðåäåëåííûé â (1). Òîãäà âåðîÿòíîñòü óñïåø-

íîãî çàâåðøåíèÿ àëãîðèòìà Ãðîâåðà ïðè èñïîëüçîâàíèè îðàêóëà Ô óâåëè÷èòñÿ
íå áîëåå, ÷åì íà (1− cosλ)2/4, ãäå cosλ = (NT − 2)/NT , ïî ñðàâíåíèþ ñî ñëó-
÷àåì, êîãäà èñïîëüçóåòñÿ èäåàëüíûé îðàêóë O, âû÷èñëÿþùèé ôóíêöèþ f(x)
áåç îøèáîê.

Ëåììà 2. Ñóùåñòâóåò ìíîæåñòâî A(γ), çàâèñÿùåå îò ïàðàìåòðà γ, 0 6 γ 6
π/2, óäîâëåòâîðÿþùåå ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:

1. Òî÷êà eiγ ∈ A(γ), 0 6 γ 6 π/2
2. Åñëè òî÷êà h ∈ A(γ), òî eiδh ∈ A(γ + δ)
3. Åñëè òî÷êà h ∈ A(γ), òî g(h) ∈ A(γ), ãäå g(h) îïðåäåëåí êàê â (2)
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Îïðåäåëåíèÿ è ïðåäâàðèòåëüíûå ñâåäåíèÿ

Ñðàâíèòåëüíûé àíàëèç ñëîæíîñòè ðåøåíèÿ çàäà÷ íà êëàññè÷åñêèõ ìîäå-
ëÿõ è èõ êâàíòîâûõ àíàëîãàõ � àêòóàëüíîå íàïðàâëåíèå èññëåäîâàíèé òåîðåòè-
÷åñêîé èíôîðìàòèêè. Âåòâÿùèåñÿ ïðîãðàììû � èçâåñòíàÿ ìîäåëü äëÿ âû÷èñ-
ëåíèÿ áóëåâûõ ôóíêöèé [1]. Óïîðÿäî÷åííàÿ âåòâÿùàÿñÿ äèàãðàììà ðåøåíèé
(OBDD) � ýòî âåòâÿùàÿñÿ ïðîãðàììà, â êîòîðîé íà êàæäîì âû÷èñëèòåëüíîì
ïóòè ïåðåìåííûå ñ÷èòûâàþòñÿ íå áîëåå îäíîãî ðàçà â îäíîì è òîì æå ïîðÿäêå.

Âåðîÿòíîñòíàÿ OBDD (POBDD) íàä ìíîæåñòâîì ïåðåìåííûõ X =
{x1, . . . , xn} øèðèíû d îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì.

Pn = (v0, T, Accept).
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Çäåñü v0 � d-ìåðíûé ñòîõàñòè÷åñêèé âåêòîð-ñòîëáåö, T = {〈ji, Ai(0), Ai(1)〉}ni=1

� ïîñëåäîâàòåëüíîñòü d-ìåðíûõ ñòîõàñòè÷åñêèõ ïðåîáðàçîâàíèé, ãäå Ai(0),
Ai(1) � ñòîõàñòè÷åñêèå ïî ñòîëáöàì (d×d)-ìàòðèöû, Accept ⊆ {1, . . . , d} � ìíî-
æåñòâî ïðèíèìàþùèõ âåðøèí. Íà i-îì øàãå (i = 1, . . . , n) ïðîãðàììà Pn ñ÷è-
òûâàåò çíà÷åíèå âõîäíîé ïåðåìåííîé xji = σji è ïðåîáðàçóåò òåêóùèé âåêòîð
vi−1 â âåêòîð vi = Ai(σji). Ïîñëå ñ÷èòûâàíèÿ âõîäíîãî íàáîðà σ = σ1, . . . , σn
ôèíàëüíûé âåêòîð vn(σ) = (p1, . . . , pd) = A(σ)v0, ãäå A(σ) = A(σn) · · ·A(σ1).
Ïðîãðàììà Pn ïðèíèìàåò âõîäíîé íàáîð ñ âåðîÿòíîñòüþ

PrPnaccept(σ) =
∑

i∈Accept
pi.

Äåòåðìèíèðîâàííàÿ OBDD (DOBDD) ìîæåò áûòü îïðåäåëåíà êàê ÷àñò-
íûé ñëó÷àé POBDD, ãäå íà÷àëüíûé âåêòîð ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé è
ìàòðèöû ïðåîáðàçîâàíèé ñîäåðæàò òîëüêî íóëè è åäèíèöû.

Äëÿ OBDD Pn äëèíà âñåãäà íå ïðåâîñõîäèò n, ïîýòîìó åñòåñòâåííîé ìåðîé
ñëîæíîñòè ÿâëÿåòñÿ øèðèíà Width(P ).

Íåäåòåðìèíèðîâàííàÿ OBDD (NOBDD) ïîçâîëÿåò íà êàæäîì øàãå ïðè
ñ÷èòûâàíèè ïåðåìåííîé ïåðåõîäèòü èç òåêóùåé âåðøèíû â áîëåå ÷åì îäíó
ïîñëåäóþùóþ âåðøèíó, ïîýòîìó äëÿ âõîäíîãî íàáîðà σ ìîãóò ñóùåñòâîâàòü
íåñêîëüêî âû÷èñëèòåëüíûõ ïóòåé. NOBDD Pn ïðèíèìàåò âõîäíîé íàáîð σ òî-
ãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñóùåñòâóåò âû÷èñëèòåëüíûé ïóòü, ñîîòâåòñòâóþùèé
σ, çàâåðøàþùèéñÿ â ïðèíèìàþùåé âåðøèíå.

Ïåðåä îïðåäåëåíèåì êâàíòîâîé OBDD, êðàòêî ïðèâåäåì íåêîòîðûå ïîíÿ-
òèÿ êâàíòîâûõ âû÷èñëåíèé (ñì., íàïðèìåð [2]). Êâàíòîâàÿ ñèñòåìà (QS) ñ d
óñòîé÷èâûìè ñîñòîÿíèÿìè ìîæåò áûòü îïèñàíà ïðè ïîìîùè d-ìåðíîãî êîì-
ïëåêñíîçíà÷íîãî Ãèëüáåðòîâà ïðîñòðàíñòâà (Hd). ×èñòîå ñîñòîÿíèå QS (îáî-
çíà÷àåòñÿ |ψ〉)� ýòî ýëåìåíò ïðîñòðàíñòâà Hd, âåêòîð ñ íîðìîé 1 (óíèòàðíûé
âåêòîð):

√
〈ψ|ψ〉 = 1. Óíèòàðíàÿ ýâîëþöèÿ � ýòî èçìåíåíèå ñîñòîÿíèÿ QS

çà îïðåäåëåííûé ïåðèîä âðåìåíè, êîòîðîå îïèñûâàåòñÿ d-ìåðíîé óíèòàðíîé
ìàòðèöåé U .

Êâàíòîâàÿ OBDD (QOBDD) íà ìíîæåñòâå ïåðåìåííûõ X = {x1, . . . , xn},
îïðåäåëåííàÿ íà QS ñ d óñòîé÷èâûìè ñîñòîÿíèÿìè

Qn =
(
|ψ0〉, T, Accept

)
.

Çäåñü |ψ0〉 � íà÷àëüíûé óíèòàðíûé âåêòîð, T = {〈ji, Ui(0), Ui(1)〉}ni=1 ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòü óíèòàðíûõ ïðåîáðàçîâàíèé, ãäå Ui(0) or Ui(1)� (d×d)-óíèòàðíûå
ìàòðèöû, Accept ⊂ {1, . . . , d} ìíîæåñòâî ïðèíèìàþùèõ ñîñòîÿíèé. Ïðîöåññ
âû÷èñëåíèÿ Qn íà âõîäå σ = σ1, . . . , σn àíàëîãè÷åí âåðîÿòíîñòíîìó ñëó-
÷àþ. Èñêëþ÷åíèå ñîñòàâëÿåò îïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòè ïðèíÿòèÿ âõîäà. Ïóñòü
|ψ(σ)〉 = (z1, . . . , zd) � ôèíàëüíûé âåêòîð ðàñïðåäåëåíèÿ àìïëèòóä ñîñòîÿíèé
ïîñëå ñ÷èòûâàíèÿ σ.

PrQnaccept(σ) =
∑

i∈Accept
|zi|2.

OBDD íàçûâàåòñÿ ñòàáèëüíîé, åñëè ïðåîáðàçîâàíèÿ, ïðèìåíÿåìûå íà
êàæäîì øàãå, íå çàâèñÿò îò íîìåðà øàãà.



68 À.Ô. Ãàéíóòäèíîâà

Ïóñòü P � âåðîÿòíîñòíàÿ (êâàíòîâàÿ) OBDD íàä ìíîæåñòâîì ïåðåìåííûõ
X = {x1, . . . , xn}. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî P âû÷èñëÿåò ôóíêöèþ f(x1, . . . , xn)
ñ îãðàíè÷åííîé îøèáêîé, åñëè ñóùåñòâóåò êîíñòàíòà ε ∈ (0, 1/2] òàêàÿ, ÷òî
PrPaccept(σ) > 1/2 + ε, åñëè f(σ) = 1 è PrPaccept(σ) 6 1/2 − ε, åñëè f(σ) = 0. Â
ñëó÷àå, êîãäà ε = 1/2, áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî P âû÷èñëÿåò f áåç îøèáêè.

Â ðàáîòå [3] ðàññìàòðèâàåòñÿ ñèììåòðè÷åñêàÿ áóëåâà ôóíêöèÿMODp, ïðè-
íèìàþùàÿ çíà÷åíèå 1 òîëüêî íà òåõ âõîäíûõ íàáîðàõ, â êîòîðûõ ÷èñëî åäèíèö
êðàòíî p (p � ïðîñòîå ÷èñëî), äëÿ êîòîðîé ïîêàçàíî:

Òåîðåìà 1. [3] Ôóíêöèÿ MODp, âû÷èñëèìà ñ îãðàíè÷åííîé îøèáêîé êâàí-
òîâîé ñòàáèëüíîé OBDD øèðèíû O(log p).
Òåîðåìà 2. [3] Ëþáàÿ äåòåðìèíèðîâàííàÿ OBDD, âû÷èñëÿþùàÿ MODp,
èìååò øèðèíó íå ìåíåå p. Ëþáàÿ ñòàáèëüíàÿ âåðîÿòíîñòíàÿ OBDD, âû÷èñëÿ-
þùàÿ MODp ñ îãðàíè÷åííîé îøèáêîé èìååò øèðèíó íå ìåíåå p.

Èçâåñòíî, ÷òî ýêñïîíåíöèàëüíîå ïðåìóùåñòâî êâàíòîâûõ OBDD ïåðåä
êëàññè÷åñêèìè � ìàêñèìàëüíî âîçìîæíîå äëÿ âñþäó îïðåäåëåííûõ ôóíêöèé:

Òåîðåìà 3. [4]. Ïóñòü ôóíêöèÿ f âû÷èñëèìà îäèí ðàç ÷èòàþùåé êâàíòî-
âîé âåòâÿùåéñÿ ïðîãðàììîé Q. Òîãäà Width(Q) = Ω(logWidth(P )), ãäå P �
äåòåðìèíèðîâàííàÿ OBDD ìèíèìàëüíîé øèðèíû, âû÷èñëÿþùàÿ f .

Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû

Â äàííîé ðàáîòå ðàññìàòðèâàþòñÿ OBDD, âû÷èñëÿþùèå ÷àñòè÷íûå ôóíê-
öèè. Ïîêàçûâàåòñÿ, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå ýêñïîíåíöèàëüíûé ðàçðûâ â ñëîæíîñòè
ìåæäó êâàíòîâûìè è êëàññè÷åñêèìè OBDD ìîæåò áûòü óñèëåí.

Â ðàáîòå [5] ðàññìîòðåíî ñåìåéñòâî óíàðíûõ ïðîáëåì îòäåëèìîñòè (promise
problems). Ïîêàçàíî, ÷òî òàêîå ñåìåéñòâî ìîæåò ðàñïîçíàâàòüñÿ áåç îøèáêè
êâàíòîâûì àâòîìàòîì ñ 2 ñîñòîÿíèÿìè, â òî âðåìÿ êàê äåòåðìèíèðîâàííûé
àâòîìàò òðåáóåò íå ìåíåå 2k+1 ñîñòîÿíèé.

Íà îñíîâå äàííîãî ñåìåéñòâà îïðåäåëèì ÷àñòè÷íóþ áóëåâó ôóíêöèþ:

PartialMODkn(σ) =

 1 , if #1(σ) = 0 (mod 2k+1)
0 , if #1(σ) = 2k (mod 2k+1)
∗ , â ïðîòèâíîì ñëó÷àå

,

ãäå σ ∈ {0, 1}n è ôóíêöèÿ íå îïðåäåëåíà íà íàáîðàõ, îòîáðàæàþùèõñÿ â *.
Òåîðåìà 4. Äëÿ ëþáîãî k > 0 ñóùåñòâóåò ñòàáèëüíàÿ QOBDD øèðèíû 2,
âû÷èñëÿþùàÿ ÷àñòè÷íóþ ôóíêöèþ PartialMODkn áåç îøèáêè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ ïîñòðîåíèÿ ñòàáèëüíîé QOBDD Qn, âû÷èñëÿþùåé
ôóíêöèþ PartialMODkn áåç îøèáêè, èñïîëüçóþòñÿ èäåè ðàáîòû [5].

Qn =
(
|ψ0〉, T, Accept

)
,

ãäå |ψ0〉 = (1, 0), T = {〈ij , U(0), U(1)〉}lj=1, U(1) =
(

cos( π
2∗2k ) − sin( π

2∗2k )
sin( π

2∗2k ) cos( π
2∗2k )

)
,

U(0) =
(

1 0
0 1

)
, Accept = {1}. Åñëè âî âõîäíîì íàáîðå σ ÷èñëî åäè-
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íèö #1(σ) = 0 ( mod 2k+1), ïðîãðàììà Qn çàâåðøèò ðàáîòó â ñîñòîÿ-
íèè |ψn(σ)〉 = (±1, 0) è ïðèìåò íàáîð σ ñ âåðîÿòíîñòüþ 1. Íà âõîäíûõ íà-
áîðàõ σ c ÷èñëîì åäèíèö #1(σ) = 2k ( mod 2k+1) ôèíàëüíîå ñîñòîÿíèå
|ψn(σ)〉 = (0,±1). Âåðîÿòíîñòü ïðèíÿòèÿ òàêèõ íàáîðîâ ïðîãðàììîé Qn ðàâíà
0. Ñëåäîâàòåëüíî, Qn âû÷èñëÿåòñÿ ôóíêöèþ PartialMODkn áåç îøèáêè.

Òåîðåìà 5. Ïóñòü Pn � DOBDD, âû÷èñëÿþùàÿ ÷àñòè÷íóþ ôóíêöèþ
PartialMODkn. Òîãäà øèðèíà Pn íå ìåíüøå 2k+1.

Òåîðåìà 6. Ïóñòü Pn � ñòàáèëüíàÿ POBDD, âû÷èñëÿþùàÿ ÷àñòè÷íóþ
ôóíêöèþ PartialMODkn ñ îãðàíè÷åííîé îøèáêîé. Òîãäà øèðèíà Pn íå ìåíü-
øå 2k+1.

Íå ñëîæíî ïîñòðîèòü ñòàáèëüíóþ DOBDD øèðèíû 2k+1, âû÷èñëÿþùóþ
PartialMODkn. Íèæíÿÿ îöåíêà k+1 øèðèíû NOBDD äëÿ ôóíêöèè PartialMODkn
ñëåäóåò èç èçâåñòíîãî ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó äåòåðìèíèðîâàííîé è íåäåòåðìè-
íèðîâàííîé ïðîñòðàíñòâåííîé ñëîæíîñòüþ.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå ÐÔÔÈ, ïðîåêò �14-07-00878.
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Îäíîé èç âàæíåéøèõ ïðîáëåì ïðîåêòèðîâàíèÿ òðàíñïîðòíûõ ñåòåé, íàðÿ-
äó ñ âûáîðîì òîïîëîãè÷åñêîé ñòðóêòóðû ñåòè è ðàñïðåäåëåíèåì òðàíñïîðòíûõ
ïîòîêîâ ïî ñåòè, ÿâëÿåòñÿ ïðîáëåìà âûáîðà ïðîïóñêíûõ ñïîñîáíîñòåé êàíàëîâ
òðàíñïîðòèðîâêè. Óâåëè÷åíèå ïðîïóñêíûõ ñïîñîáíîñòåé êàíàëîâ òðàíñïîðò-
íîé ñåòè ñïîñîáñòâóåò óìåíüøåíèþ ñóììàðíîãî âðåìåíè òðàíñïîðòèðîâêè ïî
ñåòè è ïîâûøåíèþ îáùåé ïðîïóñêíîé ñïîñîáíîñòè ñåòè. Ïðè ýòîì, ÷åì ìåíüøå
ñóììàðíîå âðåìÿ òðàíñïîðòèðîâêè ïî âñåì êàíàëàì ñåòè, òåì áûñòðåå îêóïà-
þòñÿ çàòðàòû íà åå ñîçäàíèå. Îäíàêî óâåëè÷åíèå ïðîïóñêíûõ ñïîñîáíîñòåé
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êàíàëîâ òðàíñïîðòèðîâêè ïðèâîäèò ê óâåëè÷åíèþ ñòîèìîñòè âñåé ñåòè. Çàäà-
÷à ñîñòîèò â âûáîðå òàêèõ ïðîïóñêíûõ ñïîñîáíîñòåé êàíàëîâ, ÷òî ñóììàðíîå
âðåìÿ òðàíñïîðòèðîâêè ïî âñåì êàíàëàì ñåòè áûëî áû ìèíèìàëüíûì, à ñóì-
ìàðíàÿ ñòîèìîñòü òàêèõ êàíàëîâ íå ïðåâûøàëà áû çàäàííîé âåëè÷èíû.

Ïóñòü òîïîëîãè÷åñêàÿ ñòðóêòóðà òðàíñïîðòíîé ñåòè çàäàíà â âèäå ãðà-
ôà G = (V,U), ãäå ìíîæåñòâî âåðøèí V = (v1, . . . , vn) ãðàôà ïðåäñòàâëÿåò
ìíîæåñòâî òðàíñïîðòíûõ óçëîâ, à ìíîæåñòâî ðåáåð U = (u1, . . . , um)�ìíî-
æåñòâî êàíàëîâ òðàíñïîðòèðîâêè [1,2]. Êàæäîå ðåáðî ãðàôà òðàíñïîðòíîé ñå-
òè ïðåäñòàâëÿåòñÿ äâóìÿ äóãàìè, ñîîòâåòñòâóþùèìè äâóì ïðîòèâîïîëîæíûì
íàïðàâëåíèÿì äâèæåíèÿ ìåæäó äâóìÿ ñìåæíûìè óçëàìè.

Äëÿ âû÷èñëåíèÿ âðåìåíè òðàíñïîðòèðîâêè ïî êàíàëàì òðàíñïîðòíîé ñåòè
èñïîëüçóþòñÿ ðàçëè÷íûå ìîäåëè (ñì., íàïðèìåð, [3,4]). Íàèáîëåå èñïîëüçó-
åìîé èç íèõ ÿâëÿåòñÿ ìîäåëü Áþðî îáùåñòâåííûõ äîðîã [5]. Èñïîëüçóÿ ýòó
ìîäåëü, è ó÷èòûâàÿ, ÷òî ïðîïóñêíûå ñïîñîáíîñòè äóã êàæäîãî ðåáðà (â îáîèõ
íàïðàâëåíèÿõ) äîëæíû áûòü îäèíàêîâûìè, ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå âûðàæåíèå
äëÿ ñóììàðíîãî âðåìåíè òðàíñïîðòèðîâêè ïî âñåì êàíàëàì ñåòè:

T (c) =
m∑
k=1

[
t′0k

(
1 + α

(
f ′k
ck

)β)
+ t′′0k

(
1 + α

(
f ′′k
ck

)β)]
,

ãäå ck �ïðîïóñêíàÿ ñïîñîáíîñòü êàæäîé äóãè ðåáðà uk ∈ U , f ′k è f ′′k �ïîòîêè,
ïðîõîäÿùèå ïî äóãàì ðåáðà uk ∈ U â åãî ïðîòèâîïîëîæíûõ íàïðàâëåíèÿõ, t′0k
è t′′0k � âðåìÿ òðàíñïîðòèðîâêè áåç çàäåðæåê è ïîìåõ (òàê íàçûâàåìîå âðå-
ìÿ ïóòè â ñâîáîäíîì ïîòîêå [3]) ïî ñîîòâåòñòâóþùèì äóãàì ðåáðà uk ∈ U ,
k = 1, . . . ,m.

Çàäà÷à çàêëþ÷àåòñÿ â âûáîðå òàêèõ çíà÷åíèé ïðîïóñêíûõ ñïîñîáíîñòåé
ðåáåð c = (c1, . . . , cm), êîòîðûå ìèíèìèçèðóþò ôóíêöèþ T (c) è óäîâëåòâîðÿþò
óñëîâèÿì:

m∑
k=1

(akck + bk) 6 S, ck > f̄k, k = 1, . . . ,m,

ãäå S � îãðàíè÷åíèå íà ñòîèìîñòü ñåòè, f̄k = max{f ′k, f ′′k }, k = 1, . . . ,m.
Ñ÷èòàåì, íå îãðàíè÷èâàÿ îáùíîñòè, ÷òî âñå f̄k > 0, k = 1, . . . ,m. Îïðå-

äåëèì S0 =
∑m
k=1(akf̄k + bk). Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî äëÿ S > S0 ðåøåíèå çà-

äà÷è ñóùåñòâóåò è åäèíñòâåííî. Ñ ïîìîùüþ ïðàâèëà ìíîæèòåëåé Ëàãðàíæà
ðåøåíèå ïîñòàâëåííîé çàäà÷è îïòèìèçàöèè ñâîäèòñÿ ê ðåøåíèþ ñëåäóþùåé
ñèñòåìû óðàâíåíèé:

αβ
t′0kf

′
k
β + t′′0kf

′′
k
β

ckβ+1
− λak = 0, k = 1, . . . ,m, (1)

m∑
k=1

(akck + bk)− S = 0, (2)

ãäå λ�ìíîæèòåëü Ëàãðàíæà.
Î÷åâèäíî, ÷òî êàæäîå óðàâíåíèå (1) ïðè ïðîèçâîëüíîì ôèêñèðîâàííîì

çíà÷åíèè λ > 0 èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå. Îáîçíà÷èì ÷åðåç ĉk(λ) êîðåíü
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k-ãî óðàâíåíèÿ ïðè ôèêñèðîâàííîì çíà÷åíèè λ > 0, k = 1, . . . ,m, è

c̄k(λ) =
β+1

√
αβf̄βk (t′0k + t′′0k)

λak
, k = 1, . . . ,m.

Ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Óòâåðæäåíèå 1. Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî λ > 0 âûïîëíÿþòñÿ íåðàâåíñòâà

ĉk(λ) 6 c̄k(λ), k = 1, . . . ,m.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç λ∗ îïòèìàëüíîå çíà÷åíèå λ, è

λ̄ =
αβ
∑m
k=1 a

β+1
k f̄βk (t′0k + t′′0k)

(
∑m
k=1 akf̄k − S0 + S)β+1

∑m
k=1 ak

.

Óòâåðæäåíèå 2. Ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

λ∗ 6 λ̄.

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ëþáîãî λ > 0 êîðíè ĉk(λ) ñèñòåìû óðàâíåíèé (1) íàõî-
äÿòñÿ íà ñîîòâåòñòâóþùèõ ïîëóèíòåðâàëàõ (f̄k, c̄k(λ)], à îïòèìàëüíîå çíà÷åíèå
λ∗ ∈ (0, λ̄]. Äëÿ ðåøåíèÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé (1)-(2), à, ñëåäîâàòåëüíî, è èñõîä-
íîé çàäà÷è ñ ëþáîé çàäàííîé òî÷íîñòüþ, ïðåäëîæåí ýôôåêòèâíûé ÷èñëåííûé
ìåòîä, îñíîâàííûé íà èñïîëüçîâàíèè ïîëó÷åííûõ îöåíîê è ïðèìåíåíèè äèõî-
òîìèè.

Ðàññìîòðèì ñëåäóþùåå âûðàæåíèå äëÿ âûáîðà ïðîïóñêíûõ ñïîñîáíîñòåé
êàíàëîâ òðàíñïîðòèðîâêè:

ck =
S − S0 +

∑m
k=1 akfk∑m

k=1 ak

β+1

√∑m
k=1 akfk

βt0k

akfk
βt0k

, k = 1, . . . ,m. (3)

Ðàññìîòðèì òàêæå òðè ñïîñîáà çàäàíèÿ çíà÷åíèé fk â ýòîì âûðàæåíèè:
À1) fk = max{f ′k, f ′′k }, k = 1, . . . ,m;
À2) fk = 1

2 (f ′k + f ′′k ), k = 1, . . . ,m;
À3) fk =

√
f ′kf
′′
k , åñëè min{f ′k, f ′′k } > 0 äëÿ âñåõ k = 1, . . . ,m.

Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî ïîëó÷àþùèåñÿ ïî ôîðìóëå (3) çíà÷åíèÿ ïðîïóñê-
íûõ ñïîñîáíîñòåé êàíàëîâ c = (c1, . . . , cm) ïðè êàæäîì ñïîñîáå À1, À2 èëè
À3 óäîâëåòâîðÿþò âñåì îãðàíè÷åíèÿì çàäà÷è. Îòìåòèì òàêæå, ÷òî â ñëó÷àå
ñèììåòðè÷íûõ ïîòîêîâ íà êàíàëàõ, ò.å. êîãäà f ′k = f ′′k , k = 1, . . . ,m, âñå òðè
ñïîñîáà çàäàíèÿ fk â (3) äàþò îäíî è òî æå îïòèìàëüíîå ðåøåíèå çàäà÷è.
Òàêèì îáðàçîì, â îáùåì ñëó÷àå ðåøåíèÿ, ïîëó÷åííûå ïî ôîðìóëå (3) ñ èñ-
ïîëüçîâàíèåì À1, À2 èëè À3, ìîæíî èñïîëüçîâàòü â êà÷åñòâå ïðèáëèæåííûõ
ðåøåíèé çàäà÷è.

Äëÿ îöåíêè îòíîñèòåëüíûõ ïîãðåøíîñòåé δ1(S), δ2(S), δ3(S) ñîîòâåòñòâó-
þùèõ ïðèáëèæåííûõ ðåøåíèé áûëè ïðîâåäåíû âû÷èñëèòåëüíûå ýêñïåðèìåí-
òû ñ òåñòîâûìè ïðèìåðàìè. Ñëó÷àéíûì îáðàçîì ãåíåðèðîâàëàñü òîïîëîãèÿ
òðàíñïîðòíîé ñåòè è âàðèàíòû ðàñïðåäåëåíèÿ ïîòîêîâ f ′k, f

′′
k , k = 1, . . . ,m ïî
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êàíàëàì ñåòè. Äëÿ êàæäîãî òàêîãî âàðèàíòà ïðè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ S > S0

íàõîäèëîñü îïòèìàëüíîå ðåøåíèå ñ íåîáõîäèìîé òî÷íîñòüþ ñ ïîìîùüþ ðàç-
ðàáîòàííîãî ÷èñëåííîãî ìåòîäà è âû÷èñëÿëèñü ïðèáëèæåííûå ðåøåíèÿ ïî
ôîðìóëå (3) ñ èñïîëüçîâàíèåì À1, À2 è À3.

Ïðîâåäåííûå ðàñ÷åòû ïîêàçàëè ñëåäóþùåå. Íà âñåõ òåñòîâûõ ïðèìåðàõ
çíà÷åíèÿ îòíîñèòåëüíûõ ïîãðåøíîñòåé ñòðîãî óìåíüøàëèñü ñ óâåëè÷åíèåì
çíà÷åíèÿ S, è äëÿ ëþáîãî S > S0 èìåëî ìåñòî δ1(S) > δ2(S) > δ3(S), ò.å. íàè-
ëó÷øèå ðåçóëüòàòû ïîêàçàëî èñïîëüçîâàíèå ñïîñîáà À3. Ïðè ýòîì δ2(S) íåçíà-
÷èòåëüíî, â ïðåäåëàõ äîëåé ïðîöåíòà, áîëüøå, ÷åì δ3(S), â òî âðåìÿ êàê δ1(S)
çíà÷èòåëüíî áîëüøå. Íàèáîëåå ñóùåñòâåííîå âëèÿíèå íà çíà÷åíèÿ ïîãðåøíî-
ñòåé îêàçûâàåò âåëè÷èíà S. Ïðè èñïîëüçîâàíèè ñïîñîáà À3, äëÿ S > 1, 1S0

ïîãðåøíîñòü íå ïðåâûøàëà ïÿòè ïðîöåíòîâ. Äëÿ S > 1, 25S0 ïîãðåøíîñòü áû-
ëà óæå ìåíüøå òðåõ ïðîöåíòîâ. Äëÿ S > 1, 75S0 ïîãðåøíîñòü â ïîäàâëÿþùåì
áîëüøèíñòâå ñëó÷àåâ áûëà ìåíåå îäíîãî ïðîöåíòà.

Òàêèì îáðàçîì, êîãäà âîçìîæíî èñïîëüçîâàíèå ïðèáëèæåííûõ ðåøåíèé,
ìîæíî ïîëó÷èòü ðåøåíèå âû÷èñëåíèåì ïî ïðîñòîé ôîðìóëå (3) ñ èñïîëüçîâà-
íèåì À2 èëè À3, âìåñòî ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è.
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Ââåäåíèå

Ðàáîòà ÿâëÿåòñÿ ïðîäîëæåíèåì èññëåäîâàíèé àâòîðà â îáëàñòè òåîðèè êî-
äèðîâàíèÿ ðåãóëÿðíûõ òåêñòîâ. Îñíîâíîé çàäà÷åé ýòîé òåîðèè ÿâëÿåòñÿ ïðî-
áëåìà äåêîäèðîâàíèÿ ïðè àëôàâèòíîì êîäèðîâàíèè (ñîêðàùåííî ÄÏÀÊ). Åå
ñìûñë â òîì, ÷òîáû ïî ïðîèçâîëüíîé ïàðå, ñîñòîÿùåé èç ðåãóëÿðíîãî ÿçûêà
P ⊆ A∗ è ôóíêöèè àëôàâèòíîãî êîäèðîâàíèÿ f : A− > B∗, îïðåäåëèòü, ÿâëÿ-
åòñÿ ëè f îäíîçíà÷íî äåêîäèðóåìîé íà P . Çäåñü A è B - ïðîèçâîëüíûå ôèêñè-
ðîâàííûå êîíå÷íûå àëôàâèòû. Î ïîíÿòèè ðåãóëÿðíûõ ÿçûêîâ è àëôàâèòíîãî
êîäèðîâàíèÿ ìîæíî ïðî÷èòàòü â [1] è [2] ñîîòâåòñòâåííî. Äàííàÿ ïðîáëåìà
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áûëà óñïåøíà ðàçðåøåíà Àë. À. Ìàðêîâûì â [3]. Â ñâîþ î÷åðåäü, â [4] àâòî-
ðîì áûëî ïîëó÷åíî àëüòåðíàòèâíîå ðåøåíèå ïðîáëåìû ÄÏÀÊ, ñâîäÿùåå åå ê
êîíå÷íîìó ïåðåáîðó ñëîâ èç P äëèíû íå áîëåå L(R, f), ãäå L(R, f) - ôóíêöèÿ,
ÿâíûì îáðàçîì çàâèñÿùàÿ îò êîëè÷åñòâà ñîñòîÿíèé çàäàþùåãî ðåãóëÿðíûé
ÿçûê àâòîìàòà è îò äëèíû ñõåìû êîäèðîâàíèÿ. Ïîëîæèòåëüíîå ðåøåíèå ïðî-
áëåìû ÄÏÀÊ ïîçâîëèëî ïîñòàâèòü âîïðîñ îá ýôôåêòèâíîñòè ôóíêöèé àëôà-
âèòíîãî êîäèðîâàíèÿ è ââåñòè íà íèõ îòíîøåíèå ñòðîãîãî ÷àñòè÷íîãî ïîðÿäêà.
À èìåííî, ãîâîðèì, ÷òî ôóíêöèÿ f1 áîãà÷å, ÷åì ôóíêöèÿ f2, åñëè êëàññ ðå-
ãóëÿðíûõ ÿçûêîâ, äîñòàâëÿþùèõ ïîëîæèòåëüíîå ðåøåíèå ïðîáëåìû ÄÏÀÊ
äëÿ ôóíêöèè f1, øèðå ñîîòâåòñòâóþùåãî êëàññà äëÿ ôóíêöèè f2. Ïðè ïîìî-
ùè ýòîãî îòíîøåíèÿ íà ìíîæåñòâå ôóíêöèé àëôàâèòíîãî êîäèðîâàíèÿ ìîæíî
ïîñòðîèòü ðåøåòêó. Â äàííîé ðàáîòå èçó÷àåòñÿ îäèí èç ìèíèìàëüíûõ êëàññîâ
ýòîé ðåøåòêè. Â äàëüíåéøåì îí áóäåò íàçûâàòüñÿ êëàññîì 1-òîíêèõ ÿçûêîâ è
îáîçíà÷àòüñÿ ÷åðåç T1. Ñîîòâåòñòâóþùàÿ T1 ôóíêöèÿ êîäèðîâàíèÿ èìååò âèä
f̃(ai) = b, ãäå i = 1, . . . , |A| è b ∈ B. Âûáîð ýòîãî êëàññà îáóñëîâëåí, âî-ïåðâûõ,
òåì, ÷òî f̃ , â îòëè÷èå îò ôóíêöèé äðóãèõ ìèíèìàëüíûõ êëàññîâ, áóäåò èíâà-
ðèàíòíà îòíîñèòåëüíî ïåðåñòàíîâêè áóêâ àëôàâèòà A. Ýòî ïîçâîëÿåò äàòü
êëàññó T1 àëüòåðíàòèâíîå îïðåäåëåíèå, íå èñïîëüçóþùåå òàêèõ ïîíÿòèé, êàê
êîäèðîâàíèå è ðåøåòêà. À èìåííî, êëàññ T1 ìîæíî ïîëó÷èòü, åñëè íàëîæèòü
íà ðåãóëÿðíûå ÿçûêè îãðàíè÷åíèå, çàïðåùàþùåå èì ñîäåðæàòü ðàçëè÷íûå
ñëîâà îäèíàêîâîé äëèíû. Âî-âòîðûõ, àëãîðèòì ðåøåíèÿ ïðîáëåìû ÄÏÀÊ,
èçëîæåííûé â [4], ðàáîòàåò äëÿ T1 çà ëèíåéíîå îò ïåðåáèðàåìîé äëèíû âðå-
ìÿ. Ýòè ñîîáðàæåíèÿ ïîçâîëÿþò ñäåëàòü ïðåäïîëîæåíèå î ïðèíöèïèàëüíîé
ðîëè êëàññà 1-òîíêèõ ÿçûêîâ â èññëåäóåìîé ìîäåëè. Â ðàáîòå îïèñûâàåòñÿ
ñòðóêòóðà ýëåìåíòîâ êëàññà T1, à òàêæå ïðèâîäèòñÿ èõ êàíîíè÷åñêîå óíèâåð-
ñàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå â òåðìèíàõ ðåãóëÿðíûõ âûðàæåíèé. Î ïîíÿòèè ðåãó-
ëÿðíûõ âûðàæåíèé ìîæíî ïðî÷èòàòü â [1]. Ñëåäóåò ïîíèìàòü, ÷òî T1 ÿâëÿåòñÿ
ìèíèìàëüíûì êëàññîì è èñïîëüçîâàòü åãî äëÿ îïèñàíèÿ ñâîéñòâ ðåãóëÿðíûõ
ÿçûêîâ îáùåãî âèäà çàòðóäíèòåëüíî. Ïîýòîìó â ðàáîòå äåëàåòñÿ îáîáùåíèå
êëàññà T1, äëÿ êîòîðîãî, ñ îäíîé ñòîðîíû, âñå åùå ìîæíî áûñòðî ðåøàòü ïðî-
áëåìó ÄÏÀÊ, è, ñ äðóãîé ñòîðîíû, ñ ïîìîùüþ êîòîðîãî àïïðîêñèìèðóåòñÿ
óæå ïðîèçâîëüíûé ðåãóëÿðíûé ÿçûê. Ýòî äåëàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì. Äëÿ
êàæäîãî íàòóðàëüíîãî çíà÷åíèÿ s ðàññìàòðèâàåòñÿ êëàññ ðåãóëÿðíûõ ÿçûêîâ,
â êîòîðûõ ìàêñèìàëüíîå êîëè÷åñòâî íåñîâïàäàþùèõ ñëîâ îäèíàêîâîé äëèíû
ìåíüøå áåñêîíå÷íîñòè è ðàâíî s. Òàêèå ÿçûêè íàçûâàþòñÿ s-òîíêèìè à êëàññ
âñåõ s-òîíêèõ ÿçûêîâ îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç Ts. Â êà÷åñòâå îáîáùåíèÿ êëàññà T1

áåðåòñÿ êëàññ
∞⋃
i=1

Ts. Îí íàçûâàåòñÿ êëàññîì òîíêèõ ÿçûêîâ è îáîçíà÷àåòñÿ

÷åðåç T . Äëÿ êëàññà T òàêæå óäàåòñÿ îïèñàòü åãî ðåãóëÿðíóþ ñòðóêòóðó è
ïîñòðîèòü óíèâåðñàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå åãî ýëåìåíòîâ.

Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ

Ïóñòü A - íåïóñòîå êîíå÷íîå ìíîæåñòâî è ïóñòü P ⊆ A∗ - ïðîèçâîëüíîå
ìíîæåñòâî ñëîâ â ýòîì àëôàâèòå. Ñïåêòðîì ýòîãî ìíîæåñòâà íàçûâàåì ìíî-
æåñòâî {l(α)|α ∈ P} è îáîçíà÷àåì åãî ÷åðåç Sp(P ). Çäåñü ÷åðåç l(α) îáîçíà÷åíà
äëèíà ñëîâà α. Ïóñòü P1, P2 ⊆ A∗. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ýòè ìíîæåñòâà ñïåê-
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òðàëüíî íåçàâèñèìû, åñëè èõ ñïåêòðû íå ïåðåñåêàþòñÿ. Ïóñòü P1, . . . , Pr ⊆ A∗,
r > 1. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ýòè ìíîæåñòâà ñïåêòðàëüíî íåçàâèñèìû â ñîâîêóï-
íîñòè, åñëè ëþáûå äâà èç íèõ ñïåêòðàëüíî íåçàâèñèìû. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå
ãîâîðèì, ÷òî ýòè ìíîæåñòâà ñïåêòðàëüíî çàâèñèìû â ñîâîêóïíîñòè.

Ïóñòü β - íåïóñòîå ñëîâî â àëôàâèòå A. Åñëè ñóùåñòâóåò ñëîâî α â àëôàâè-
òå A òàêîå, ÷òî β = αlk äëÿ íåêîòîðîãî k > 1, òî ãîâîðèì, ÷òî β èçìåëü÷èìî.
Èíà÷å ãîâîðèì, ÷òî β íåèçìåëü÷èìî.

Ïóñòü (α, β, γ, k,m) ∈ (A∗)3 × N × (N ∪ {0}). Ãîâîðèì, ÷òî (α, β, γ,m, n) -
ïîðîæäàþùèé ñëåä, åñëè âûïîëíåíî îäíî èç äâóõ óñëîâèé:

1. β = γ = λ, k = 1,m = 0;
2. β 6= λ, ó α è β íåò îäèíàêîâûõ íåïóñòûõ îêîí÷àíèé, β íåèçìåëü÷èìî è

íå ÿâëÿåòñÿ íà÷àëîì γ.
Ãîâîðèì, ÷òî ìíîæåñòâî P ⊆ A∗ ÿâëÿåòñÿ ïðîãðåññèâíûì, åñëè îíî ïðåä-

ñòàâèìî ñ ïîìîùüþ ðåãóëÿðíîãî âûðàæåíèÿ α · (βk)∗ · βm · γ äëÿ íåêîòîðîãî
ïîðîæäàþùåãî ñëåäà (α, β, γ, k,m). Â ýòîì ñëó÷àå ãîâîðèì òàêæå, ÷òî ìíî-
æåñòâî P èìååò ïîðîæäàþùèé ñëåä (α, β, γ, k,m). Óïîðÿäî÷åííóþ òðîéêó
(α, β, γ) íàçûâàåì îñíîâàíèåì ìíîæåñòâà P . Íàçûâàåì ìíîæåñòâî P ⊆ A∗ îá-
ùåïðîãðåññèâíûì, åñëè îíî ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íûì îáúåäèíåíèåì ïðîãðåññèâíûõ
ìíîæåñòâ ñ îäèíàêîâûì îñíîâàíèåì.

Ïóñòü A - íåïóñòîé êîíå÷íûé àëôàâèò è s ∈ N. Ââåäåì ïîíÿòèå s-òîíêîãî
ìíîæåñòâà â àëôàâèòå A. Ðåãóëÿðíîå ìíîæåñòâî P, P ⊆ A∗, íàçûâàåì s-
òîíêèì â àëôàâèòå A, åñëè

1) ñóùåñòâóþò s ñëîâ β1, β2, . . . , βs ∈ P òàêèõ, ÷òî l(β1) = l(β2) = . . . = l(βs)
è äëÿ íèõ íå ñóùåñòâóþò i, j ∈ N òàêèå, ÷òî 1 6 i < j 6 s è βi = βj ;

2) äëÿ ëþáûõ s + 1 ñëîâ α1, α2, . . . , αs+1 ∈ P òàêèõ, ÷òî l(α1) = l(α2) =
= . . . = l(αs+1) ñóùåñòâóþò i, j ∈ N òàêèå, ÷òî 1 6 i < j 6 s+ 1 è αi = αj .

Äðóãèìè ñëîâàìè, â P äîëæíî áûòü s íåñîâïàäàþùèõ ñëîâ îäèíàêîâîé
äëèíû, íî íå äîëæíî áûòü s+ 1 íåñîâïàäàþùèõ ñëîâ îäèíàêîâîé äëèíû.

Äëÿ âñåõ s ∈ N îáîçíà÷àåì ÷åðåç Ts ìíîæåñòâî âñåõ s-òîíêèõ ìíîæåñòâ â

àëôàâèòå A. ×åðåç T îáîçíà÷àåì ìíîæåñòâî
∞⋃
i=1

Ts. Íàçûâàåì ýòî ìíîæåñòâî

êëàññîì òîíêèõ ìíîæåñòâ, à åãî ýëåìåíòû - òîíêèìè ìíîæåñòâàìè.

Ôîðìóëèðîâêà ðåçóëüòàòîâ

Òåîðåìà 1. Ëþáîå êîíå÷íîå îáúåäèíåíèå ñïåêòðàëüíî íåçàâèñèìûõ â ñîâî-
êóïíîñòè îáùåïðîãðåññèâíûõ ìíîæåñòâ ÿâëÿåòñÿ 1-òîíêèì ìíîæåñòâîì.

Òåîðåìà 2. Ëþáîå 1-òîíêîå ìíîæåñòâî ïðåäñòàâèìî â âèäå êîíå÷íîãî îáú-
åäèíåíèÿ ñïåêòðàëüíî íåçàâèñèìûõ â ñîâîêóïíîñòè îáùåïðîãðåññèâíûõ ìíî-
æåñòâ.

Òåîðåìà 3. Ëþáîå êîíå÷íîå îáúåäèíåíèå íåïåðåñåêàþùèõñÿ ïðîãðåññèâíûõ
ìíîæåñòâ ÿâëÿåòñÿ òîíêèì ìíîæåñòâîì.

Òåîðåìà 4. Ëþáîå òîíêîå ìíîæåñòâî ïðåäñòàâèìî â âèäå êîíå÷íîãî íåïåðå-
ñåêàþùåãîñÿ îáúåäèíåíèÿ ïðîãðåññèâíûõ ìíîæåñòâ.
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Èçâåñòíî, ÷òî ïðè k 6 7 âñå ïðåäïîëíûå êëàññû ôóíêöèé k-çíà÷íîé ëîãèêè
ÿâëÿþòñÿ êîíå÷íî-ïîðîæäåííûìè [1], à íà÷èíàÿ ñ k = 8 ñóùåñòâóþò ïðåäïîë-
íûå êëàññû ìîíîòîííûõ ôóíêöèé, íå èìåþùèå êîíå÷íîãî áàçèñà [2]; ïîëíîãî
îïèñàíèÿ êîíå÷íî-ïîðîæäåííûõ ïðåäïîëíûõ êëàññîâ ìîíîòîííûõ ôóíêöèé
ê íàñòîÿùåìó âðåìåíè íå ïîëó÷åíî. Â ðàáîòàõ àâòîðà [3, 4, 5, 6] ïîëó÷åí
êðèòåðèé êîíå÷íîé ïîðîæäåííîñòè äëÿ ïðåäïîëíûõ êëàññîâ ôóíêöèé, ìîíî-
òîííûõ îòíîñèòåëüíî ÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííûõ ìíîæåñòâ øèðèíû äâà, à òàê-
æå óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ êîíå÷íûõ ïîðîæäàþùèõ ñèñòåì äëÿ ðÿäà äðóãèõ
ñåìåéñòâ êëàññîâ ìîíîòîííûõ ôóíêöèé. Â äàííîé ðàáîòå ïðîäîëæåíû èññëå-
äîâàíèÿ â ýòîì íàïðàâëåíèè.

Ïóñòü 4 � ÷àñòè÷íûé ïîðÿäîê íà ìíîæåñòâå Ek = {1, 2, . . . , k}. Ïîëîæèì
P = (Ek,4). Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ìíîæåñòâî P èìååò íàèìåíüøèé è íàèáîëü-
øèé ýëåìåíòû. ×åðåçMP áóäåì îáîçíà÷àòü êëàññ âñåõ ìîíîòîííûõ ôóíêöèé
íàä P (îòìåòèì, ÷òî êëàññMP ÿâëÿåòñÿ ïðåäïîëíûì [7]).

Ôóíêöèþ λ(x0, x1, . . . , xk) áóäåì íàçûâàòü ôóíêöèåé âûáîðà, åñëè äëÿ êàæ-
äîãî íàáîðà (i, a1, . . . , ak) ∈ Pk+1 âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî

λ(i, a1, . . . , ak) = ai.

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî åñëè çàìêíóòûé êëàññ ôóíêöèé k-çíà÷íîé ëîãèêè ñî-
äåðæèò âñå êîíñòàíòû 1, 2, . . . , k è ôóíêöèþ âûáîðà, òî îí ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íî-
ïîðîæäåííûì. Îòìåòèì òàêæå, ÷òî åñëè P � ÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííîå ìíî-
æåñòâî, ñîäåðæàùåå õîòÿ áû îäíó öåïü äëèíû 2, òî λ(x0, x1, . . . , xk) 6∈ MP .

Ïîëîæèì

Pλ = {(a, b1, . . . , bk) ∈ Pk+1 | åñëè i 4 j, òî bi 4 bj}.

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ôóíêöèÿ λ ìîíîòîííà íà ìíîæåñòâå Pλ. Íàçîâåì ìîíî-
òîííîé ôóíêöèåé âûáîðà ôóíêöèþ ν(x0, x1, . . . , xk) èç MP , ñîâïàäàþùóþ
íà ìíîæåñòâå Pλ ñ ôóíêöèåé λ(x0, x1, . . . , xk). Íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî åñëè
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êëàññ MP ñîäåðæèò ìîíîòîííóþ ôóíêöèþ âûáîðà, òî îí ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íî-
ïîðîæäåííûì.

Ïóñòü a1 è a2 � ýëåìåíòû ìíîæåñòâà P, íå ñðàâíèìûå îòíîñèòåëüíî ÷à-
ñòè÷íîãî ïîðÿäêà 4. Ýëåìåíò b ∈ P íàçûâàåòñÿ âåðõíåé ãðàíüþ ýëåìåíòîâ a1

è a2, åñëè âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî a1, a2 4 b. Âåðõíÿÿ ãðàíü b ýëåìåíòîâ a1

è a2 íàçûâàåòñÿ ìèíèìàëüíîé âåðõíåé ãðàíüþ ýòèõ ýëåìåíòîâ, åñëè íå ñóùå-
ñòâóåò òàêîé âåðõíåé ãðàíè c ýëåìåíòîâ a1 è a2, ÷òî c 6= b è c 4 b. Âåðõíÿÿ
ãðàíü b ýëåìåíòîâ a1 è a2 íàçûâàåòñÿ òî÷íîé âåðõíåé ãðàíüþ ýòèõ ýëåìåíòîâ
(sup(a1, a2)), åñëè äëÿ ëþáîé âåðõíåé ãðàíè c ýëåìåíòîâ a1 è a2 âûïîëíÿåòñÿ
íåðàâåíñòâî b 4 c Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì îïðåäåëÿåòñÿ íèæíÿÿ, ìàêñèìàëü-
íÿà íèæíÿÿ èòî÷íàÿ íèæíÿÿ ãðàíü ýëåìåíòîâ a1 è a2 (òî÷íàÿ íèæíÿÿ ãðàíü
îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç inf(a1, a2)). ×åðåç |P| áóäåì îáîçíà÷àòü ÷èñëî ýëåìåíòîâ
ìíîæåñòâà P. Ïîëîæèì wP = max |J |, ãäå ìàêñèìóì áåðåòñÿ ïî âñåì àíòè-
öåïÿì J ìíîæåñòâà P; âåëè÷èíó wP áóäåì íàçûâàòü øèðèíîé ìíîæåñòâà P.
Ïîëîæèì hP = max |I|, ãäå ìàêñèìóì áåðåòñÿ ïî âñåì öåïÿì I ìíîæåñòâà P;
âåëè÷èíó hP áóäåì íàçûâàòü âûñîòîé ìíîæåñòâà P.

Ðàññìîòðèì äâà ñåìåéñòâà ÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííûõ ìíîæåñòâ. Ñåìåéñòâî
S1 ñîñòîèò èç âñåõ ìíîæåñòâ P, òàêèõ, ÷òî äëÿ ëþáûõ äâóõ ýëåìåíòîâ a, b ∈ P
â P ñóùåñòâóåò ïî êðàéíåé ìåðå îäèí èç ýëåìåíòîâ sup(a, b) è inf(a, b). Ñå-
ìåéñòâî S2 ñîñòîèò èç âñåõ ìíîæåñòâ P, äëÿ êîòîðûõ âûïîëíÿåòñÿ ñëåäóþùåå
óñëîâèå: äëÿ ëþáîé ïàðû íåñðàâíèìûõ ýëåìåíòîâ a1 è a2, íå èìåþùèõ â P
òî÷íîé âåðõíåé ãðàíè, è äëÿ ëþáîé âåðõíåé ãðàíè c ýëåìåíòîâ a1 è a2, íå
ñðàâíèìîé ñ íåêîòîðîé ìèíèìàëüíîé âåðõíåé ãðàíüþ b ýòèõ ýëåìåíòîâ, â P
ñóùåñòâóåò sup(b, c). Îòìåòèì, ÷òî â êëàññå ìíîæåñòâ øèðèíû äâà âûïîëíÿåò-
ñÿ ðàâåíñòâî S1 = S2, â êëàññå ìíîæåñòâ âûñîòû íå áîëåå 5 òàêæå âûïîëíÿåòñÿ
ðàâåíñòâî S1 = S2, à â îáùåì ñëó÷àå èìååò ìåñòî âêëþ÷åíèå S1 ⊂ S2.

Â ðàáîòå [8] áûë ïîëó÷åí ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü P � ÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííîå ìíîæåñòâî øèðèíû äâà.
ÊëàññMP ñîäåðæèò ìîíîòîííóþ ôóíêöèþ âûáîðà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êî-
ãäà P ∈ S1.

Â ðàáîòå [9] ïîëó÷åíî ÷àñòè÷íîå îáîáùåíèå íåîáõîäèìîãî óñëîâèÿ òåîðå-
ìû 1 íà ñëó÷àé ìíîæåñòâ ïðîèçâîëüíîé øèðèíû:

Òåîðåìà 2. Ïóñòü P � ïðîèçâîëüíîå ÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííîå ìíîæåñòâî.
Åñëè êëàññMP ñîäåðæèò ìîíîòîííóþ ôóíêöèþ âûáîðà, òî P ∈ S2.

Îñíîâíûì ðåçóëüòàòîì íàñòîÿùåé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ îáîáùåíèå äîñòàòî÷íî-
ãî óñëîâèÿ òåîðåìû 1 íà ñëó÷àé ìíîæåñòâ âûñîòû 5 (ïðîèçâîëüíîé øèðèíû):

Òåîðåìà 3. Ïóñòü P � ïðîèçâîëüíîå ÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííîå ìíîæåñòâî,
h(P) 6 5. Åñëè P ∈ S1, òî â êëàññå MP ñîäåðæèòñÿ ìîíîòîííàÿ ôóíêöèÿ
âûáîðà.

Ñëåäñòâèå 1. Åñëè P � ÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííîå ìíîæåñòâî, òàêîå, ÷òî
h(P) 6 5 è P ∈ S1, òî êëàññMP ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íî-ïîðîæäåííûì.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå ÐÔÔÈ, ïðîåêò �14-01-00598.
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Ïóñòü τi(G) � ÷èñëî âñåõ ðàçëè÷íûõ øàðîâ ðàäèóñà i â ìåòðè÷åñêîì
ïðîñòðàíñòâå îáûêíîâåííîãî ñâÿçíîãî ãðàôàG ñ îáû÷íûì ðàññòîÿíèåì ìåæäó
âåðøèíàìè (ò.å. äëèíîé êðàò÷àéøåé öåïè, ñîåäèíÿþùåé ýòè âåðøèíû).

Îïðåäåëåíèå 1 [1]. Âåêòîð τ(G) = (τ0(G), τ1(G), . . . , τd(G)), ãäå d = d(G) �
äèàìåòð ãðàôà G, íàçûâàåòñÿ âåêòîðîì ðàçíîîáðàçèÿ øàðîâ ãðàôà G.

Âåêòîðû òàêîãî âèäà âïåðâûå ðàññìîòðåíû â [2], ãäå ïðåäëîæåíî èçó÷àòü ñòðî-
åíèå ãðàôîâ êàê äèñêðåòíûõ ìåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ ÷åðåç ðàçíîîáðàçèå è
ïåðåñåêàåìîñòü ìåòðè÷åñêèõ øàðîâ, ñîäåðæàùèõñÿ â ãðàôå. Ïðè òàêîì ïîäõî-
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äå åñòåñòâåííî ôîðìóëèðóåòñÿ çàäà÷à õàðàêòåðèçàöèè âåêòîðîâ ðàçíîîáðàçèÿ
øàðîâ ãðàôîâ.

Îïðåäåëåíèå 2. Âåêòîð τ = (τ0, τ1, . . . , τd), ñîñòàâëåííûé èç öåëûõ íåîòðè-
öàòåëüíûõ ÷èñåë, íàçûâàåòñÿ ãðàôè÷åñêèì ðàçíîîáðàçèåì øàðîâ, åñëè ñóùå-
ñòâóåò ãðàô, âåêòîð ðàçíîîáðàçèÿ øàðîâ êîòîðîãî ñîâïàäàåò ñ τ . Ýòîò ãðàô
íàçûâàåòñÿ ãðàôè÷åñêîé ðåàëèçàöèåé âåêòîðà τ .

Çàäà÷à îïèñàíèÿ âåêòîðîâ ðàçíîîáðàçèÿ øàðîâ ðåøåíà â [1] äëÿ äåðåâüåâ, à
â îáùåì ñëó÷àå äëÿ ãðàôîâ îñòàåòñÿ îòêðûòîé. Â [3] äåòàëüíî èññëåäîâàëèñü
êîìïîíåíòû âåêòîðà ðàçíîîáðàçèÿ øàðîâ è ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó íèìè â ãðà-
ôàõ (äåðåâüÿõ) ñ äîïîëíèòåëüíûìè îãðàíè÷åíèÿìè íà ÷èñëî âåðøèí è äèà-
ìåòð. Â ÷àñòíîñòè, ïîëó÷åíû íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ðåàëèçóåìî-
ñòè öåëî÷èñëåííûõ âåêòîðîâ ñïåöèàëüíîãî âèäà ãðàôè÷åñêèì ðàçíîîáðàçèåì
øàðîâ. Â [4] íàéäåí áîãàòûé êëàññ öåëî÷èñëåííûõ âåêòîðîâ, ÿâëÿþùèõñÿ ãðà-
ôè÷åñêèì ðàçíîîáðàçèåì øàðîâ. Â [3, 5] óñòàíîâëåíû òî÷íûå âåðõíèå îöåíêè
è òî÷íûå íèæíèå îöåíêè ÷èñëà ðàçëè÷íûõ øàðîâ ðàäèóñà i â n-âåðøèííûõ
ãðàôàõ äèàìåòðà d. Ýòè îöåíêè äàþò øèðîêèé êëàññ öåëî÷èñëåííûõ âåêòîðîâ,
íå ÿâëÿþùèõñÿ ãðàôè÷åñêèì ðàçíîîáðàçèåì øàðîâ. Êðîìå òîãî, äëÿ ãðàôè÷å-
ñêîãî ðàçíîîáðàçèÿ øàðîâ (τ0, τ1, . . . , τd) ðåçóëüòàòû èç [6] ïîêàçûâàþò íåòðè-
âèàëüíûå âçàèìîñâÿçè åãî êîìïîíåíò τi, ïðèíèìàþùèõ íàèáîëüøèå âîçìîæ-
íûå çíà÷åíèÿ. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå îïèñûâàþòñÿ âåêòîðû ðàçíîîáðàçèÿ øàðîâ
äëÿ ãðàôîâ ìàëîãî äèàìåòðà.

Íàì ïîòðåáóþòñÿ òî÷íûå âåðõíèå îöåíêè τi è òî÷íûå íèæíèå îöåíêè τi
÷èñëà ðàçëè÷íûõ øàðîâ ðàäèóñà i â n-âåðøèííûõ ãðàôàõ äèàìåòðà d (n >
d+ 1 > 2 èëè n = d+ 1 = 1).
Òåîðåìà 1 [3, 5]. Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî n-âåðøèííîãî ãðàôà G äèàìåòðà d
ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå íåðàâåíñòâà: τi 6 τi(G) 6 τi, ãäå

τi =

 n, åñëè i = 0,
2(d− i) + 1, åñëè 1 6 i < d,
1, åñëè i > d;

τi =


n, åñëè 0 6 i < d è i 6 max{bd/2c , s},
3(d− i) + 1, åñëè bd/2c < s < i < d,
n+ d+ bd/2c − 3i, åñëè s 6 bd/2c < i 6 bd/2c+ s è i < d,
2(d− i) + 1, åñëè bd/2c+ s < i < d,
1, åñëè i > d,

s = n− d− 1.

Ëåììà 1 [1]. Ïóñòü P � ïðîñòàÿ öåïü äëèíû d. Òîãäà âåêòîð ðàçíîîáðàçèÿ
øàðîâ öåïè P ðàâåí ∆d = (∆d

0,∆
d
1, . . . ,∆

d
d), ãäå

∆d
i =

 d+ 1, åñëè 0 6 i 6 bd/2c ,
2(d− i) + 1, åñëè bd/2c < i < d,
1, åñëè i > d,

Â ðàáîòå áóäåì èñïîëüçîâàòü ãðàôû Hn, d, t, ïîñòðîåííûå â [3].
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Òåîðåìà 2 [3, 6]. Ïóñòü n > d + 1 + t è 0 < t < d. Òîãäà τ(Hn, d, t) =
(n, . . . , n,∆d

t+1,∆
d
t+2, . . . ,∆

d
d).

Äëÿ îáûêíîâåííîãî ñâÿçíîãî ãðàôà G ÷åðåç BGi (x) îáîçíà÷èì øàð ðàäèóñà
i ñ öåíòðîì â âåðøèíå x îòíîñèòåëüíî îáû÷íîé ìåòðèêè ρG.

Ëåììà 2. Ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ:
(i) Åñëè âåêòîð (τ0, τ1, . . . , τd) ÿâëÿåòñÿ ãðàôè÷åñêèì ðàçíîîáðàçèåì øàðîâ,

òî âûïîëíÿåòñÿ ñèñòåìà íåðàâåíñòâ τ0 > . . . > τi > τi+1 > . . . > τd = 1.
(ii) Åñëè BGi (u) = BGi (v), òî BGi+1(u) = BGi+1(v).

Ëåììà 3. Ïóñòü d > 2 è τ0 > τ1. Òîãäà âåêòîð (τ0, τ1, τ2, . . . , τd) ÿâëÿåòñÿ ãðà-
ôè÷åñêèì ðàçíîîáðàçèåì øàðîâ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà (τ1, τ1, τ2, . . . , τd)
åñòü ãðàôè÷åñêîå ðàçíîîáðàçèå øàðîâ.

Ïóñòü ãðàô G èìååò âåðøèíó v ñòåïåíè 2. Ðàññìîòðèì ðàçëè÷íûå âåðøèíû
v1, v2, ñìåæíûå ñ v. Îïðåäåëèì ãðàô Gv ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ïóñòü u 6∈ V (G).
Ïîëàãàåì V (Gv) = V (G)∪{u}, E(Gv) = E(G)∪{v1u, v2u}. Â äàëüíåéøåì òðå-
óãîëüíèê ãðàôà, èìåþùèé äâå âåðøèíû ñòåïåíè 2, áóäåì íàçûâàòü âèñÿ÷èì
òðåóãîëüíèêîì.

Ëåììà 4. Ïóñòü ãðàôG èìååò âåðøèíó v ñòåïåíè 2, τ(G) = (τ0, τ1, τ2, . . . , τd)
è d > 2. Òîãäà

(i) τ(Gv) = (τ0 + 1, τ1 + 1, τ2, . . . , τd), åñëè ãðàô G íå èìååò âèñÿ÷åãî òðå-
óãîëüíèêà, ñîäåðæàùåãî âåðøèíó v;

(ii) τ(Gv) = (τ0 + 1, τ1 + 2, τ2, . . . , τd), åñëè â ãðàôå G ñóùåñòâóåò âèñÿ÷èé
òðåóãîëüíèê ñ âåðøèíîé v.

Òåîðåìà 3 (êðèòåðèé ãðàôè÷íîñòè ðàçíîîáðàçèÿ øàðîâ). Öåëî÷èñëåííûé
âåêòîð (τ0, τ1, . . . , τd) ïðè d 6 3 åñòü ãðàôè÷åñêîå ðàçíîîáðàçèå øàðîâ òîãäà è
òîëüêî òîãäà, êîãäà τ0 > . . . > τi > τi+1 > . . . > τd = 1 è

(i) τ0 > 2 ïðè d = 1;
(ii) τ1 > 3 ïðè d = 2;
(iii) ïðè d = 3 ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî τ2 > 3, à ñîîòíîøåíèÿ

3 6 τ1 = τ2 6 5 è τ1 = τ2 + 1 = 5 íå âûïîëíÿþòñÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü (τ0, τ1, . . . , τd) � ãðàôè÷åñêîå ðàçíîîáðàçèå øàðîâ
è ãðàô G � åãî ãðàôè÷åñêàÿ ðåàëèçàöèÿ. Òîãäà âûïîëíÿåòñÿ ñèñòåìà íåðà-
âåíñòâ, ïðèâåäåííàÿ â ëåììå 2(i).

Ïðè d = 0 èç ëåììû 2(i) èìååì τ0 = 1. Êðîìå òîãî, τ(K1) = (1).
Ïóñòü d = 1. Òîãäà d(G) = 1. Ñëåäîâàòåëüíî, ãðàô G èçîìîðôåí Kτ0 ,

ïðè÷¼ì τ0 > 2. Îáðàòíî, ïðè τ0 > 2 è τ1 = 1 èìååì τ(Kτ0) = (τ0, τ1).
Äîêàæåì óòâåðæäåíèå ïðè d = 2. Â ñèëó ëåììû 3 äîñòàòî÷íî îãðàíè÷èòüñÿ

ñëó÷àåì τ0 = τ1. Òîãäà ïî òåîðåìå 1 ïîëó÷àåì τ1 > ∆d
1 = 3. Îáðàòíî, ïðè τ1 = 3

ïî ëåììå 1 èìååì τ(P3) = (3, 3, 1), à ïðè τ1 > 4 â ñèëó òåîðåìû 2 ïîëó÷àåì
τ(Hτ1, 2, 1) = (τ1, τ1, 1).

Ïóñòü d = 3. Íå óìåíüøàÿ îáùíîñòè, â ñèëó ëåììû 3 áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî
τ0 = τ1. Èç òåîðåìû 1 ïîëó÷àåì τ1 > ∆d

1 = 4 è τ2 > ∆d
2 = 3, ïðè÷¼ì åñëè

τ1 6 5, òî τ2 6 3. Òàêèì îáðàçîì, ñïðàâåäëèâû òðåáóåìûå ñîîòíîøåíèÿ èç
(iii). Òåïåðü ïîñòðîèì ãðàôû, ðåàëèçóþùèå âñå òàêèå âåêòîðû (τ1, τ1, τ2, τ3).

Åñëè τ2 = 3, òî τ(P4) = (4, 4, 3, 1) ïî ëåììå 1 è τ(Hτ1, 3, 1) = (τ1, τ1, 3, 1) ïðè
ëþáîì τ1 > 5 ïî òåîðåìå 2. Ïóñòü òåïåðü τ2 > 4. Òîãäà τ1 > 6.
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Ñëó÷àé 1: τ2 = 4. Íåòðóäíî ïîñòðîèòü ãðàôû G1 è G2 òàêèå, ÷òî τ(G1) =
(6, 6, 4, 1) è τ(G2) = (7, 7, 4, 1), ïðè÷åì ãðàô G2 èìååò âåðøèíó ñòåïåíè 2, íå
âõîäÿùóþ â òðåóãîëüíèê. Ïî ëåììå 4 âåêòîð (τ1, τ1, 4, 1) ÿâëÿåòñÿ ãðàôè÷å-
ñêèì ðàçíîîáðàçèåì øàðîâ ïðè ëþáîì τ1 > 6.

Ñëó÷àé 2: τ2 = 5. Àíàëîãè÷íî ñëó÷àþ 1 ñòðîèòñÿ ãðàô G3, èìåþùèé âåð-
øèíó ñòåïåíè 2, íå âõîäÿùóþ â òðåóãîëüíèê, ñ âåêòîðîì ðàçíîîáðàçèÿ øàðîâ
τ(G3) = (6, 6, 5, 1). Ïî ëåììå 4 âåêòîð (τ1, τ1, 5, 1) � ãðàôè÷åñêîå ðàçíîîáðàçèå
øàðîâ äëÿ ëþáîãî τ1 > 6.

Ñëó÷àé 3: τ2 > 6. Ïî òåîðåìå 2 ïîëó÷àåì τ(Hτ2, 3, 2) = (τ2, τ2, τ2, 1). Ãðàô
Hτ2, 3, 2 èìååò âåðøèíó ñòåïåíè 2, íå âõîäÿùóþ â òðåóãîëüíèê. Òîãäà äëÿ ëþáî-
ãî τ1 > τ2 ïî ëåììå 4 âåêòîð (τ1, τ1, τ2, 1) ÿâëÿåòñÿ ãðàôè÷åñêèì ðàçíîîáðàçèåì
øàðîâ.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå ÐÔÔÈ, ïðîåêò �14-01-00507.
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Î ñèëüíîé ðàçðåøèìîñòè è ñèëüíîé
äîïóñòèìîñòè íå÷åòêèõ ëèíåéíûõ ñèñòåì
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Ïîëòàâñêèé óíèâåðñèòåò ýêîíîìèêè è òîðãîâëè, Ïîëòàâà

Â ðàáîòå [1] èññëåäîâàíà ñèëüíàÿ ðàçðåøèìîñòü è ñèëüíàÿ äîïóñòèìîñòü
íå÷åòêèõ ëèíåéíûõ ñèñòåì óðàâíåíèé. Â äîêëàäå â ýòîì àñïåêòå ðàññìàòðè-
âàþòñÿ íå÷åòêèå ëèíåéíûå ñèñòåìû íåðàâåíñòâ.

Íå÷åòêîå ÷èñëî - ýòî ìíîæåñòâî A, ñîñòîÿùåå èç ïàð a|µ(a), ãäå a ∈ R1,
µ(a) ∈ [0; 1], ò.å. A = {a|µ(a); a ∈ [aL, aR] ⊂ R1, µ ∈ [0; 1]}. Íîñèòåëåì íå÷åòêî-
ãî ÷èñëà íàçûâàþò ìíîæåñòâî ÷èñåë a ∈ R1 â ìíîæåñòâå ïàð A, îáðàçóþùèõ
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ýòî íå÷åòêîå ÷èñëî, äëÿ êîòîðûõ çàäàåòñÿ µ(a). Ñîîòâåòñòâèå, ñòàâÿùåå ÷èñëó
a ∈ [aL, aR] ÷èñëî µ(a) ∈ [0; 1], íàçûâàþò ôóíêöèåé ïðèíàäëåæíîñòè íå÷åò-
êîãî ÷èñëà A.

Íå÷åòêîå ÷èñëî A = {a1|µ(a1), ..., an|µ(an)} íàçûâàþò äèñêðåòíûì (èëè
íå÷åòêèì ÷èñëîì ñ äèñêðåòíûì íîñèòåëåì), åñëè ôóíêöèÿ ïðèíàäëåæíî-
ñòè íà ìíîæåñòâå {a} ⊂ [aL, aR], êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íûì {a} = {ai}ni=1,
µ(ai) ∈ (0; 1] ∀i = 2, 3, ..., n − 1. Ïóñòü aL = a1 < a2 < ... < an−1 < an = aR.
Íå÷åòêîå ÷èñëî A = {a|µ(a);∀a ∈ [aL, aR] ⊂ R1} íàçûâàþò êîíòèíóàëü-
íûì (èëè íå÷åòêèì ÷èñëîì ñ êîíòèíóàëüíûì íîñèòåëåì), åñëè ôóíêöèÿ
ïðèíàäëåæíîñòè µ(a) îïðåäåëåíà äëÿ âñåõ a ∈ [aL, aR]: µ(aL) = µ(aR) = 0;
0 < µ(a) < 1 ∀a ∈ (aL, aR).

Ïèêîâûìè òî÷êàìè íå÷åòêîãî ÷èñëà A íàçîâåì òî÷êè a íîñèòåëÿ ýòî-
ãî íå÷åòêîãî ÷èñëà, â êîòîðûõ µ(a) = 1. Äèñêðåòíîå íå÷åòêîå ÷èñëî A =
{a1|µ1, ..., an|µn}, ãäå a1 < a2 < ... < an, íàçîâåì îäíîïèêîâûì, åñëè âñå
ïèêîâûå òî÷êè ýòîãî ÷èñëà èäóò ïîäðÿä: αi = ai+1, ai+2, ..., ai+p = αR. Òî÷-
êè ai+1, ..., ai+p ïðè ýòîì áóäåì íàçûâàòü ïèêîì äèñêðåòíîãî íå÷åòêîãî ÷èñ-
ëà A. Ïðè p = 1 ïèê äèñêðåòíîãî íå÷åòêîãî ÷èñëà A íàçîâåì îñòðûì,
â ïðîòèâíîì ñëó÷àå (p > 1) - íå îñòðûì. Êîíòèíóàëüíîå íå÷åòêîå ÷èñëî
A = {a|µ(a); ∀a ∈ [aL, aR]} íàçîâåì îäíîïèêîâûì, åñëè âñå ïèêîâûå òî÷êè ýòî-
ãî ÷èñëà îáðàçóþò îòðåçîê [αL, αR] ⊂ (aL, aR). Ýòîò îòðåçîê [αL, αR] íàçîâåì
ïèêîì êîíòèíóàëüíîãî íå÷åòêîãî ÷èñëà A. Åñëè êîíöû ýòîãî ïèêà ñîâïàäàþò:
αL = αR, òî òàêîé ïèê êîíòèíóàëüíîãî íå÷åòêîãî ÷èñëà íàçîâåì îñòðûì, â
ïðîòèâíîì ñëó÷àå (αL 6= αR) - íå îñòðûì.

Íå÷åòêîå ÷èñëî A íàçîâåì íîðìàëüíûì, åñëè åãî ôóíêöèÿ ïðèíàäëåæ-
íîñòè åñòü íåóáûâàþùåé íà [aL, αL] è íåâîçðàñòàþùåé íà [αR, aR]. Íîðìàëü-
íîå îäíîïèêîâîå ÷èñëî íàçîâåì ñòàíäàðòíûì (êîíòèíóàëüíûì èëè äèñêðåò-
íûì). Ñòàíäàðòèçèðîâàííûì íå÷åòêèì ÷èñëîì íàçîâåì äèñêðåòíîå íå÷åòêîå
÷èñëî âèäà A = {aL0 |0; aL1 |0, 25; aL2 |0, 5; aL3 |0, 75; aL4 |1; aR4 |1; aR3 |0, 75;
aR2 |0, 5; aR1 |0, 25; aR0 |0}, ãäå aL0 < aL1 < aL2 < aL3 < aL4 <aR4 < aR3 <
aR2 <aR1 <aR0 . Ýòî ÷èñëî ìîæíî çàäàâàòü óïîðÿäî÷åííîé äåñÿòêîé A =
(aL0 , aL1 , aL2 , aL3 , aL4 , aR4 , aR3 , aR2 , aR1 , aR0) =(a0, a1, a2, a3, a4, a4, a3, a2, a1, a0).
Åñëè ïèê îñòðûé, òî, î÷åâèäíî, a4 = a4.

Äàëåå èäåò ðå÷ü òîëüêî î ñòàíäàðòèçèðîâàííûõ íå÷åòêèõ ÷èñëàõ.
Èñïîëüçóåì òåðìèíîëîãèþ èç [2] îòíîñèòåëüíî èíòåðâàëüíûõ ìàòðèö è ëè-

íåéíûõ ñèñòåì íåðàâåíñòâ.
Íå÷åòêîé ìàòðèöåé Af íàçîâåì 5-òè ñëîéíóþ òàáëèöó (ìàòðèöó, ìàññèâ),

íà êàæäîì ñëîå ñîñòîÿùóþ èç èíòåðâàëüíûõ ìàòðèö, ãäå íà ñëîå t ìàòðèöà
ItA = (aijt) ïðè t = const ÿâëÿåòñÿ èíòåðâàëüíîé ìàòðèöåé ItA = [At, Āt]. Çäåñü
At = (aijt) ∈ Rm×n, Āt = (aijt) ∈ Rm×n, t ∈ {0, 1, 2, 3, 4}; aijt îáîçíà÷èì ýëå-
ìåíòû ìàòðèöû Af aijt = [aijt, āijt], aijt, āijt - ïàðàìåòðû íå÷åòêîãî ñòàíäàð-
òèçèðîâàííîãî ÷èñëà aij = ( aij0, aij1, aij2, aij3, aij4, aij4, aij3, aij2, aij1, aij0 ),
i - íîìåð ñòðîêè, j - íîìåð ñòîëáöà. ×èñëî t íàçîâåì íîìåðîì ñëîÿ ìàòðèöû
Af ; ìàòðèöó ItA - ñëîåì t ìàòðèöû Af .

Â ñëó÷àå, êîãäà n = 1 ìàòðèöó Af ∈ Rm×1×5 íàçîâåì íå÷åòêèì âåêòîðîì
(ñòîëáöîì) ñ m íå÷åòêèìè êîîðäèíàòàìè è îáîçíà÷èì bf . Âåêòîð Itb - íàçîâåì
t ñëîåì âåêòîðà bf , à âåêòîð bf - ïÿòèñëîéíûì; t = 0, 1, 2, 3, 4.
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Íàïîìíèì îïðåäåëåíèå èíòåðâàëüíîé ëèíåéíîé ñèñòåìû íåðàâåíñòâ [2].
Èíòåðâàëüíîé ëèíåéíîé ñèñòåìîé íåðàâåíñòâ

IAx 6 Ib (1)

íàçûâàþò ñåìåéñòâî âñåõ ñèñòåì ëèíåéíûõ íåðàâåíñòâ

Ax 6 b, (2)

ãäå
A ∈ IA; b ∈ Ib. (3)

Ââåäåì ïîíÿòèå íå÷åòêîé ëèíåéíîé ñèñòåìû íåðàâåíñòâ.
Íå÷åòêîé ëèíåéíîé ñèñòåìîé íåðàâåíñòâ

Afx 6 bf , (4)

íàçûâàþòñÿ ñîâîêóïíîñòü ïÿòè èíòåðâàëüíûõ ëèíåéíûõ ñèñòåì íåðàâåíñòâ

I4
Ax 6 I

4
b ; I3

Ax 6 I
3
b ; I2

Ax 6 I
2
b ; I1

Ax 6 I
1
b ; I0

Ax 6 I
0
b . (5)

ãäå íå÷åòêàÿ ìàòðèöà Af è èíòåðâàëüíàÿ ìàòðèöà ItA, íå÷åòêèé âåêòîð bf è
èíòåðâàëüíûé Itb ñîîòíîñÿòñÿ ñîîòâåòñòâåííî ìåæäó ñîáîé â ñîîòâåòñòâèè ñ
îïðåäåëåíèåì íå÷åòêîé ìàòðèöû , à t ∈ {0, 1, 2, 3, 4}.

Ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå ëèíåéíîé èíòåðâàëüíîé ñèñòåìå íåðàâåíñòâ (1)
ItAx 6 Ib, t ∈ {0, 1, 2, 3, 4}, ñåìåéñòâî ñ íîìåðîì t ñèñòåì ëèíåéíûõ íåðà-
âåíñòâ âèäà (2) ñ äàííûìè âèäà (3) ñîîòâåòñòâåííî:

Atx 6 bt, (6)

At ∈ ItA; bt ∈ Itb. (7)

Íå÷åòêàÿ ëèíåéíàÿ ñèñòåìà íåðàâåíñòâ (4) íàçûâàåòñÿ ñèëüíî ðàçðåøèìîé
(ñèëüíî äîïóñòèìîé) â ñìûñëå t (t ∈ {0, 1, 2, 3, 4}), åñëè ïðè t = const êàæ-
äàÿ èç ñèñòåì (6) ñ äàííûìè (7) ðàçðåøèìà (äîïóñòèìà). Ñèëüíóþ ðàçðåøè-
ìîñòü (äîïóñòèìîñòü) â ñìûñëå t áóäåì åùå íàçûâàòü ñèëüíîé ðàçðåøèìîñòüþ
(äîïóñòèìîñòüþ) òèïà t.

Òåîðåìà 1. Íå÷åòêàÿ ëèíåéíàÿ ñèñòåìà íåðàâåíñòâ âèäà (4) Afx 6 bf ñèëü-
íî ðàçðåøèìà â ñìûñëå t òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà äîïóñòèìà ñèñòåìà
Ātx1 −Atx2 6 bt, t ∈ {0, 1, 2, 3, 4}.
Ñèëüíûì ðåøåíèåì â ñìûñëå t (t ∈ {0, 1, 2, 3, 4}) íå÷åòêîé ëèíåéíîé ñè-
ñòåìû íåðàâåíñòâ (4) íàçîâåì âåêòîð xt, óäîâëåòâîðÿþùèé ñèñòåìå Atx 6 bt

∀At ∈ ItA, ∀bt ∈ Itb.
Òåîðåìà 2. Åñëè íå÷åòêàÿ ëèíåéíàÿ ñèñòåìà íåðàâåíñòâ (4) Afx 6 bf ñèëü-
íî ðàçðåøèìà â ñìûñëå t, òî îíà èìååò ñèëüíîå â ñìûñëå t ðåøåíèå xt.
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Îáîçíà÷èì e = (1, ..., 1)T ∈ Rm - åäèíè÷íûé âåêòîð, çäåñü T - ñèìâîë òðàíñ-
ïîíèðîâàíèÿ. Ðàçìåðíîñòü âåêòîðà e, åñëè îíà ÿâíî íå óêàçàíà, ëåãêî îïðå-
äåëÿåòñÿ èç êîíòåêñòà. Ïóñòü ItA = [Atc − ∆t;Atc + ∆t ] - çàäàííàÿ èíòåð-
âàëüíàÿ m × n ìàòðèöà, îïðåäåëÿåìàÿ (5), à âåêòîð y ∈ Ym ⊂ Rm, ãäå
Ym = {y ∈ Rm | |y| = e}. Îáîçíà÷èì Dz äëÿ âåêòîðà z ⊂ Rm êâàäðàòíóþ
ìàòðèöó èç Rm×m, â êîòîðîé åãî ýëåìåíòû ñòîÿò íà ãëàâíîé äèàãîíàëè, à
îñòàëüíûå ýëåìåíòû - íóëè.

Ââåäåì â ðàññìîòðåíèå òàêæå ìàòðèöû: Atyz = Atc −Dy∆tDz, ãäå y ∈ Ym,
z ∈ Ym. Åñëè y èëè z - åäèíè÷íûé âåêòîð e, òî Dy, Dz ñîîòâåòñòâåííî â ýòîì
ñëó÷àå - åäèíè÷íûå ìàòðèöû. Ïîýòîìó Atye = Atc −Dy∆t; Atez = Atc −∆tDz, à
At−ez = Atc + ∆tDz. Îòìåòèì, ÷òî Atye ∈ ItA.

Îïðåäåëèì ∀x ∈ Rm âåêòîð sgn x, i-àÿ êîîðäèíàòà êîòîðîãî òàêîâà

(sgn x)i =
{

1, xi > 0,
−1, xi < 0, ∀i = 1, 2, ..., m.

Òåîðåìà 3. Ñëåäóþùèå òðè óòâåðæäåíèÿ ýêâèâàëåíòû: 1) xt - ñèëüíîå â
ñìûñëå t ðåøåíèå íå÷åòêîé ëèíåéíîé ñèñòåìû íåðàâåíñòâ Afx 6 bf ; 2) xt

óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ Atcx− btc 6 −∆t|x| − δt; 3) âåêòîð xt = x̄t −¯̄xt, ãäå äëÿ
x̄t, ¯̄xt ñïðàâåäëèâû óñëîâèÿ Ātxt −At̄x̄t 6 bt; x̄t > 0; ¯̄xt > 0.
Òåîðåìà 4. Íå÷åòêàÿ ëèíåéíàÿ ñèñòåìà íåðàâåíñòâ âèäà (4) Afx 6 bf ñèëü-
íî äîïóñòèìà â ñìûñëå t (t ∈ {0, 1, 2, 3, 4}) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
äîïóñòèìà ñèñòåìà Ātx 6 bt.

Òåîðåìà 5. Åñëè âåêòîð xt ÿâëÿåòñÿ ñèëüíûì ðåøåíèåì òèïà t, t ∈
{ 0, 1, 2, 3 } íå÷åòêîé ëèíåéíîé ñèñòåìû íåðàâåíñòâ Afx 6 bf , òî îí ÿâ-
ëÿåòñÿ ñèëüíûì ðåøåíèåì òèïà t+ 1 ýòîé ñèñòåìû.

Òåîðåìà 6. Åñëè íå÷åòêàÿ ëèíåéíàÿ ñèñòåìà íåðàâåíñòâ (4) Afx 6 bf ÿâ-
ëÿåòñÿ ñèëüíî ðàçðåøèìîé òèïà t, t ∈ { 0, 1, 2, 3 }, òî îíà ÿâëÿåòñÿ ñèëüíî
ðàçðåøèìîé òèïà t+ 1.
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ÔÃÁÎÓ ÂÏÎ ¾×óâàøñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò èì. È.Í. Óëüÿíîâà¿,

×åáîêñàðû

Ïðè ðàçðàáîòêå íîâûõ ìàòåðèàëîâ âàæíåéøàÿ ðîëü ïðèíàäëåæèò ìèêðî-
ñêîïè÷åñêîé ñòðóêòóðå, à ñëåäîâàòåëüíî, ìåòîäàì åå íàáëþäåíèÿ è îöåíêè.
Êîëè÷åñòâåííûå äàííûå î ãåîìåòðè÷åñêèõ ïàðàìåòðàõ ìèêðîñòðóêòóðû ïîç-
âîëÿþò ïîëó÷àòü äîñòîâåðíûå çàâèñèìîñòè ìåæäó ñâîéñòâàìè è ñòðóêòóðîé.
Èñïîëüçóÿ òàêèå çàâèñèìîñòè ìîæíî âûáðàòü îïòèìàëüíûé ñîñòàâ, íàèëó÷-
øóþ òåõíîëîãèþ ïîëó÷åíèÿ è îáðàáîòêè ìàòåðèàëîâ. Ðåøåíèå çàäà÷è ñîçäà-
íèÿ ìàòåðèàëîâ ñ îïðåäåëåííûìè ñâîéñòâàìè, íåîáõîäèìûìè äëÿ íîðìàëüíî-
ãî ôóíêöèîíèðîâàíèÿ èçäåëèé â ïðîöåññå ýêñïëóàòàöèè, ÿâëÿåòñÿ íàñóùíîé
íåîáõîäèìîñòüþ.

Â äàííîé ðàáîòå äëÿ îïðåäåëåíèÿ ñðåäíèõ ðàçìåðîâ ìèêðîîáúåêòîâ íà
èçîáðàæåíèè, ïîëó÷åííûõ ýëåêòðîííûì ìèêðîñêîïîì, èñïîëüçóåòñÿ íåïðå-
ðûâíîå áûñòðîå âåéâëåò-ïðåîáðàçîâàíèå. Äëÿ âû÷èñëåíèÿ âåéâëåò-ñïåêòðà
ïðèìåíÿåòñÿ äèñêðåòíàÿ âåðñèÿ íåïðåðûâíîãî âåéâëåò-ïðåîáðàçîâàíèÿ â ÷à-
ñòîòíîé îáëàñòè, òî åñòü ïðèìåíÿåòñÿ áûñòðîå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå, ÷òî
ïîçâîëÿåò íå íåñêîëüêî ïîðÿäêîâ óâåëè÷èòü ñêîðîñòü âû÷èñëåíèÿ âåéâëåò-
ïðåîáðàçîâàíèÿ èçîáðàæåíèé [1,2]. Äëÿ òîãî, ÷òîáû îïðåäåëèòü ñðåäíèé ðàç-
ìåð ìèêðîîáúåêòîâ íà èçîáðàæåíèè äîñòàòî÷íî íåñêîëüêèõ ìèíóò. Äëÿ ýòî-
ãî ãîðèçîíòàëüíîé è âåðòèêàëüíîé ðàçâåðòêîé, ñ÷èòûâàåòñÿ èíòåíñèâíîñòü
êàæäîãî ïèêñåëÿ èçîáðàæåíèÿ â bmp � ôîðìàòå, âû÷èñëÿåòñÿ âåéâëåò-
ïðåîáðàçîâàíèå èçîáðàæåíèÿ ñ ðàçíûìè ìàñøòàáíûìè êîýôôèöèåíòàìè.
Èçîáðàæåíèå ðàçëàãàåòñÿ íà 18 óðîâíåé è ñòðîèòñÿ ãèñòîãðàììà ðàñïðåäå-
ëåíèÿ ñóììàðíîé èíòåíñèâíîñòè J, ïðèõîäÿùåéñÿ íà êàæäûé óðîâåíü ðàçëî-
æåíèÿ, îò ëîãàðèôìà N ïî îñíîâàíèþ äâà, ãäå N � ìàñøòàáíîå ÷èñëî. Íà
ðèñ. 1 à) ïðåäñòàâëåíî èçîáðàæåíèå òåñòîâîé ñåòêè, ïîëó÷åííîå ýëåêòðîííûì
ìèêðîñêîïîì.1

à)

1Èññëåäîâàíèå âûïîëíåíî ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ÐÔÔÈ â ðàìêàõ íàó÷íîãî ïðîåêòà
� 14�07�00143 à.
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á)

Ðèñ. 1. Èçîáðàæåíèå ñåòêè
è ðàñïðåäåëåíèå èíòåíñèâíîñòè îò óðîâíÿ ðàçëîæåíèÿ

Íà ðèñ. 1 á) ïðåäñòàâëåíî ðàñïðåäåëåíèå èíòåíñèâíîñòè îò óðîâíÿ ðàçëî-
æåíèÿ. Ñðåäíèé äèàìåòð ìèêðîîáúåêòîâ D âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå:

D =

9∑
i=1

Ji ∗ i
9∑
i=1

Ji

, (1)

ãäå i � íîìåð ðàçëîæåíèÿ,
J i - ñóììàðíàÿ èíòåíñèâíîñòü i � ãî ðàçëîæåíèÿ.
Íà ðèñ.2 à) ïðåäñòàâëåíî èçîáðàæåíèå çåðåí êåðàìèêè, ïîëó÷åííîå ýëåê-

òðîííûì ìèêðîñêîïîì. Íà ðèñ.2 á) ïðåäñòàâëåíî ðàñïðåäåëåíèå èíòåíñèâíî-
ñòè îò óðîâíÿ ðàçëîæåíèÿ äëÿ êåðàìèêè.

à) á)

Ðèñ. 2. Èçîáðàæåíèå çåðåí êåðàìèêè
è ðàñïðåäåëåíèå èíòåíñèâíîñòè îò óðîâíÿ ðàçëîæåíèÿÿ

Âû÷èñëèâ ïî ôîðìóëå (1) ìû ïîëó÷àåì ñðåäíèé äèàìåòð D ìèêðîîáúåêòîâ
â ëîãàðèôìè÷åñêîì ìàñøòàáå. Ñðåäíèé äèàìåòð ìèêðîîáúåêòîâ â ìàñøòàáå
èçîáðàæåíèÿ âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå

Dcp = 2D, (2)

Ñðåäíèé äèàìåòð ìèêðîîáúåêòîâ, âû÷èñëåííûé ïî ôîðìóëå (2) ñîâïàäàåò
ñî ñðåäíèì äèàìåòðîì, èçìåðåííûì êëàññè÷åñêèì ñïîñîáîì. Íàïðèìåð, òàêèì



86 Ë.Ï.Æèëüöîâà, È.È.Êðûëîâà

îáðàçîì, ëåãêî óñòàíîâèòü çàâèñèìîñòü ñðåäíåãî äèàìåòðà ìèêðîîáúåêòîâ îò
òåìïåðàòóðû îáðàçöà.

à) á)

Ðèñ. 3. Èçîáðàæåíèå ñåòêè è ðàñïðåäåëåíèå èíòåíñèâíîñòè
îò óðîâíÿ ðàçëîæåíèÿ äëÿ ìåòàëëà

Òàê êàê ïðè ñóììèðîâàíèè âñåõ óðîâíåé ðàçëîæåíèÿ ïîëó÷àåòñÿ èñõîäíîå
èçîáðàæåíèå, òî ìû ìîæåì ïîñìîòðåòü, êàêàÿ êàðòèíà ïîëó÷àåòñÿ äëÿ êàæ-
äîãî óðîâíÿ ðàçëîæåíèÿ èëè äëÿ íåñêîëüêèõ óðîâíåé ðàçëîæåíèÿ. Íà ðèñ.3 à)
ïðåäñòàâëåíî èçîáðàæåíèå, ïîëó÷åííîå ïðè ñóììèðîâàíèè òðåõ óðîâíåé ðàç-
ëîæåíèÿ è ïîñëåäóþùåãî óâåëè÷åíèÿ êîíòðàñòà, äëÿ èçîáðàæåíèÿ íà ðèñ. 1.
Íà ðèñ. 3 á) ïðåäñòàâëåíî ðàñïðåäåëåíèå èíòåíñèâíîñòè îò óðîâíÿ ðàçëîæåíèÿ
äëÿ ìàòåðèàëà èç ìåòàëëà.

Ëèòåðàòóðà

[1] Æåëòîâ Ï.Â., Ñåìåíîâ Â.È. Âåéâëåò-ïðåîáðàçîâàíèå àêóñòè÷åñêîãî ñèãíàëà:
Ìîíîãðàôèÿ. �Êàçàíü: Èçä-âî êàçàí. ãîñ. òåõí. óí-òà, 2009. � 93 ñ.

[2] Æåëòîâ Ï.Â., Ñåìåíîâ Â.È., Øóðáèí À.Ê. Ïðèìåíåíèå íåïðåðûâíîãî áûñò-
ðîãî âåéâëåò-ïðåîáðàçîâàíèÿ äëÿ îáðàáîòêè èçîáðàæåíèé // Materialy VIII
miedzunarodowej naukowi praktycznej konferencji. � Przemysl: Nauka studia,
2012. � Ñ. 65�69.

Î âåðõíåé îöåíêå äëèíû ñëàáîïðåôèêñíîãî êîäà
äëÿ îäíîãî ñåìåéñòâà ÊÑ-ÿçûêîâ

Ë.Ï.Æèëüöîâà, È.È.Êðûëîâà

larzhil@rambler.ru, krylova.irina239@gmail.com

ÍÍÃÓ, Íèæíèé Íîâãîðîä

Â ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à ýêîíîìíîãî àëôàâèòíîãî êîäèðîâàíèÿ
äëÿ îäíîãî ñåìåéñòâà êîíòåêñòíî-ñâîáîäíûõ ÿçûêîâ (ÊÑ-ÿçûêîâ), ñîäåðæà-
ùåãî ÿçûêè âèäà xxR, ãäå x - ïðîèçâîëüíîå ñëîâî â íåêîòîðîì àëôàâèòå, à xR

- îáðàùåíèå ñëîâà x.
Ïóñòü B = {b1, b2, . . . , bm} - àëôàâèò, B∗ - ìíîæåñòâî âñåõ ñëîâ â àëôàâèòå

B, B+ - ìíîæåñòâî âñåõ íåïóñòûõ ñëîâ â B. Äëÿ çàäàííîãî àëôàâèòà B äâîè÷-
íîå àëôàâèòíîå êîäèðîâàíèå ìîæíî çàäàòü ñõåìîé f : bi → vi (i = 1, . . . ,m) ,
vi ∈ {0, 1}∗ .
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Íàáîð V = (v1, v2, . . . , vm) íàçûâàåòñÿ êîäîì, vi - ýëåìåíòàðíûìè êîäàìè,
è íàáîð D = (|v1| , |v2| . . . , |vm|) - ñïåêòðîì äëèí ýëåìåíòàðíûõ êîäîâ (çäåñü
|x| - äëèíà ñëîâà x).

Ïðîöåññ êîäèðîâàíèÿ ñëîâà α = bi1bi2 . . . bik ñîñòîèò â çàìåíå ñèìâîëîâ èç
B èõ ýëåìåíòàðíûìè êîäàìè: fV (α) = vi1vi2 . . . vik .

Ïîä ÿçûêîì L â àëôàâèòå B ïîíèìàåòñÿ ïðîèçâîëüíîå ìíîæåñòâî ñëîâ
L ⊆ B∗. Ñõåìà àëôàâèòíîãî êîäèðîâàíèÿ f çàäàåò îòîáðàæåíèå

fV : L→ {0, 1}+ ;

fV äîëæíî îáëàäàòü ñâîéñòâîì èíúåêòèâíîñòè, ïîçâîëÿþùèì îäíîçíà÷íî ðàñ-
øèôðîâûâàòü çàêîäèðîâàííûå ñëîâà. Êîäèðîâàíèå, îáëàäàþùåå ñâîéñòâîì
èíúåêòèâíîñòè, áóäåì íàçûâàòü âçàèìíî-îäíîçíà÷íûì.

Ïóñòü D(all) (L) - ìíîæåñòâî âñåõ äâîè÷íûõ êîäîâ, äëÿ êîòîðûõ fV
âçàèìíî îäíîçíà÷íî íà ÿçûêå L, è D (L) - íåêîòîðûé åãî ïîäêëàññ:
D (L) ⊆ D(all) (L). ×àñòîòíîé õàðàêòåðèñòèêîé ñëîâà α áóäåì íàçûâàòü âåê-
òîð ÷àñòîò Pα = (p1 (α) , . . . , pm (α)), ãäå pi (α) = |α|i

|α| - îòíîøåíèå ÷èñëà
âõîæäåíèé áóêâû bi â α ê äëèíå α. Âåëè÷èíó

C (V, Pα) =
|fV (α)|
|α| =

m∑
i=1

pi (α) · |vi|

íàçîâåì ñòîèìîñòüþ êîäèðîâàíèÿ ñëîâà α îòîáðàæåíèåì fV ; ñòîèìîñòü îïòè-
ìàëüíîãî êîäèðîâàíèÿ äëÿ α ∈ L â êëàññå êîäîâ D (L) îïðåäåëèì êàê

C (L,α) = inf
V ∈D(L)

{C (V, Pα)} .

Êîä V íàçîâåì îïòèìàëüíûì äëÿ α â êëàññå êîäîâ D (L), åñëè C (V, Pα) =
C (L,α).

Ïóñòü D0 (L) - ìíîæåñòâî âñåõ êîäîâ èç D (L), êîòîðûå ìîãóò îêàçàòüñÿ
îïòèìàëüíûìè õîòÿ áû äëÿ îäíîãî ñîîáùåíèÿ α ∈ L :

D0 (L) = {V |V ∈ D (L) ,∃α (C (V, Pα) = C (L,α))} .

Èçâåñòíî [1], ÷òî äëÿ ëþáîãî ÿçûêà L ìíîæåñòâî D0 (L) êîíå÷íî, ïîýòîìó
îïòèìàëüíîå êîäèðîâàíèå äëÿ ëþáîãî ñëîâà â ëþáîì ÿçûêå ñóùåñòâóåò.

Ìàòðèöåé îïòèìàëüíîãî êîäèðîâàíèÿ äëÿ ÿçûêà L â êëàññå êîäîâ D (L)
íàçîâåì ìàòðèöó M (L), ñòðîêàìè êîòîðîé ÿâëÿþòñÿ âñå ðàçëè÷íûå ñïåêòðû
äëèí êîäîâ èçD0 (L). Â ñèëó êîíå÷íîñòèD0 (L) ìàòðèöàM (L) òàêæå êîíå÷íà.

Åñëè ìàòðèöà îïòèìàëüíîãî êîäèðîâàíèÿ èçâåñòíà, ìîæíî íàéòè ñïåêòð
îïòèìàëüíîãî êîäà ïóòåì ìèíèìèçàöèè ëèíåéíîé ôîðìû íà êîíå÷íîì ìíî-
æåñòâå ñïåêòðîâ, îáðàçóþùèõ ìàòðèöó. Ðàçðåøèìîñòü ïðîáëåìû ðàñïîçíàâà-
íèÿ âçàèìíîé îäíîçíà÷íîñòè êîäèðîâàíèÿ äàåò âîçìîæíîñòü ïîñòðîèòü êîä
V ∈ D0 (L) ïî íàéäåííîìó ñïåêòðó.

Äëÿ ÿçûêà âñåõ ñîîáùåíèé L = B∗ è êëàññà êîäîâ D (L) = D(all) (L) çàäà-
÷è îïèñàíèÿ ìàòðèöû îïòèìàëüíîãî êîäèðîâàíèÿ è ïîñòðîåíèÿ ýôôåêòèâíî-
ãî àëãîðèòìà îïòèìàëüíîãî êîäèðîâàíèÿ ðåøåíû: íåðàâåíñòâî Ìàê-Ìèëëàíà



88 Ë.Ï.Æèëüöîâà, È.È.Êðûëîâà

äàåò àíàëèòè÷åñêîå îïèñàíèå ìàòðèöû M (B∗), è àëãîðèòì Õàôôìàíà ïîçâî-
ëÿåò ìèíèìèçèðîâàòü íåîòðèöàòåëüíóþ ëèíåéíóþ ôîðìó íà ìíîæåñòâå öåëî-
÷èñëåííûõ ðåøåíèé íåðàâåíñòâà Ìàê-Ìèëëàíà, ïðè÷åì ïðè ðåøåíèè çàäà÷è
îïòèìàëüíîãî êîäèðîâàíèÿ äîñòàòî÷íî îãðàíè÷èòüñÿ êëàññîì ïðåôèêñíûõ êî-
äîâ.

Ó÷åò ñòðóêòóðû ÿçûêà ñîîáùåíèé ìîæåò ñóùåñòâåííî âëèÿòü íà ýôôåê-
òèâíîñòü êîäèðîâàíèÿ [1]. Îäíàêî âñ¼ óñëîæíÿåòñÿ ïðè ïåðåõîäå ê áîëåå ñëîæ-
íûì, ÷åì B∗, ÿçûêàì, êîãäà L ⊂ B∗. Íàïðèìåð, â êëàññå ðåãóëÿðíûõ ÿçûêîâ
ïðè D (L) = D(all) (L) çàäà÷à ïîñòðîåíèÿ ìàòðèöû îïòèìàëüíîãî êîäèðîâàíèÿ
ÿâëÿåòñÿ äî ñèõ ïîð îòêðûòîé. Îíà ðåøåíà Àë.À. Ìàðêîâûì äëÿ ïîäêëàññà
ðåãóëÿðíûõ ÿçûêîâ - ÿçûêîâ, ïîðîæäàåìûõ ñâÿçíûìè èñòî÷íèêàìè [1].

Èçâåñòíî, ÷òî äëÿ êëàññà êîäîâ D(all) (L) çàäà÷à ïîñòðîåíèÿ ìàòðèöû îï-
òèìàëüíîãî êîäèðîâàíèÿ â êëàññå ÊÑ-ÿçûêîâ, è äàæå â áîëåå óçêîì êëàñ-
ñå äåòåðìèíèðîâàííûõ ÊÑ-ÿçûêîâ, àëãîðèòìè÷åñêè íåðàçðåøèìà [2], ïðè÷åì
ïðè÷èíà íåðàçðåøèìîñòè ëåæèò â àëãîðèòìè÷åñêîé íåðàçðåøèìîñòè ïðîáëå-
ìû ðàñïîçíàâàíèÿ âçàèìíîé îäíîçíà÷íîñòè êîäèðîâàíèÿ â êëàññå D(all) (L).
Ïîýòîìó ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñ èçó÷åíèå ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è äëÿ áîëåå
óçêèõ ïîäêëàññîâ ÊÑ-ÿçûêîâ, ïðè ñóæåíèè êëàññîâ âçàèìíî-îäíîçíà÷íûõ êî-
äîâ.

Ñëîæíîñòü ðàñøèôðîâêè ìàòðèöû îïòèìàëüíîãî êîäèðîâàíèÿ õàðàêòåðè-
çóåò çíà÷íîñòü k (L) = max {dij ∈M (L)} ýòîé ìàòðèöû (ìàêñèìóì çíà÷åíèé
å¼ ýëåìåíòîâ). Çíàíèå îöåíêè ñâåðõó äëÿ k (L) ïîçâîëÿåò îãðàíè÷èòü êëàññ
âåêòîðîâ, êîòîðûå ìîãóò âõîäèòü â M (L) .

Ðàññìîòðèì ñåìåéñòâî ÊÑ-ÿçûêîâ {Lm} .ßçûê Lm ïîðîæäàåòñÿ ÊÑ - ãðàì-
ìàòèêîé Gm = 〈Bm, S,R, S〉 , ãäå

Bm = {b1, b2, . . . , bm} -òåðìèíàëüíûé àëôàâèò (àëôàâèò ÿçûêà),
S - íåòåðìèíàëüíûé àëôàâèò, ñîñòîÿùèé èç åäèíñòâåííîãî ñèìâîëà, ÿâëÿ-

þùåãîñÿ àêñèîìîé ãðàììàòèêè,
R - ìíîæåñòâî ïðàâèë: R = {S → biSbi, S → bibi (i = 1..m)} .
Ãðàììàòèêà Gm ïîðîæäàåò ìíîæåñòâî âñåõ ñëîâ â m-áóêâåííîì àë-

ôàâèòå, ÿâëÿþùèõñÿ ïàëèíäðîìàìè ÷åòíîé äëèíû. Òàê, íàïðèìåð, ñëîâî
α = α1α2α3α3α2α1 ∈ Lm, ãäå αi ∈ Bm, (m = 1, 2, 3) .

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ñõåìà àëôàâèòíîãî êîäèðîâàíèÿ f : bi → vi îáëàäàåò
ñâîéñòâîì ñëàáîãî ïðåôèêñà, åñëè äëÿ ëþáûõ i, j(1 6 i, j 6 m, i 6= j) ñëîâî vi
íå ÿâëÿåòñÿ îäíîâðåìåííî ïðåôèêñîì è ñóôôèêñîì ñëîâà vj ; êîä V, çàäàâàå-
ìûé ñõåìîé ñ òàêèì ñâîéñòâîì, áóäåì íàçûâàòü ñëàáîïðåôèêñíûì. Íàëè÷èå
ó ñõåìû f ñâîéñòâà ïðåôèêñà âëå÷åò è íàëè÷èå ñâîéñòâà ñëàáîãî ïðåôèêñà,
îáðàòíîå óòâåðæäåíèå íåâåðíî.

Ðàññìîòðèì ñëåäóþùèé ïðèìåð. Ïóñòü B = {b1, b2, b3, b4} . Ñõåìà f :
b1 → 0, b2 → 1, b3 → 01, b1 → 10 îáëàäàåò ñâîéñòâîì ñëàáîãî ïðåôèêñà.

Ëåììà 1. Åñëè ñõåìà f îáëàäàåò ñâîéñòâîì ñëàáîãî ïðåôèêñà, òî àëôàâèò-
íîå êîäèðîâàíèå, çàäàâàåìîå ñõåìîé f, âçàèìíî îäíîçíà÷íî íà Lm.

Êëàññ ñëàáîïðåôèêñíûõ êîäîâ îáîçíà÷èì D(sp)(Lm). Îïèøåì ïðîöåññ ïî-
ñòðîåíèÿ îäíîãî ñëàáîïðåôèêñíîãî êîäà.
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Âñå ñëîâà â àëôàâèòå {0, 1} ðàñïîëîæèì â ëåêñèêîãðàôè÷åñêîì ïîðÿäêå:

0, 1, 00, 01, 10, 11, 000, 001, 010, 011, 100, 101, 110, 111, 0000, . . . (1)

Ïîëîæèì v1 = 0. Äâèãàÿñü ïî (1) ñëåâà íàïðàâî, â êà÷åñòâå vi
(i = 2, 3, . . . . . . ,m) áóäåì âûáèðàòü ïåðâîå èç ñëîâ, êîòîðîå îáðàçóåò ñëà-
áîïðåôèêñíûé êîä ñ ìíîæåñòâîì âûáðàííûõ ðàíåå ýëåìåíòàðíûõ êîäîâ. Âû-
áîð î÷åðåäíîãî ýëåìåíòàðíîãî êîäà âñåãäà ìîæíî ñäåëàòü, òàê êàê îäíèì èç
ïðåòåíäåíòîâ íà âêëþ÷åíèå â êîä âñåãäà ÿâëÿåòñÿ, íàïðèìåð, ñëîâî 0j1 ïðè
íåêîòîðîì j. Â ðåçóëüòàòå ïîñòðîåíèÿ áóäåò ïîëó÷àòüñÿ ñëåäóþùàÿ ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòü ýëåìåíòàðíûõ êîäîâ:

(0, 1, 01, 10, 001, 011, 100, 110, 0001, 0011, 0111, 1000, 1100, 1110, 00001, . . .) .

Ïåðâûå m ñëîâ èç íåå îáðàçóþò ñëàáîïðåôèêñíûé êîä äëÿ ÿçûêà Lm. Îáî-
çíà÷èì ýòîò êîä ÷åðåç V ∗m.

Ëåììà 2. Ïðè D(Lm) = D(sp)(Lm) ñïåêòð êîäà V ∗m ïðèíàäëåæèò ìàòðèöå
îïòèìàëüíîãî êîäèðîâàíèÿ M (Lm) .
Ëåììà 3. Çíà÷íîñòü k (Lm) ìàòðèöû îïòèìàëüíîãî ñëàáîïðåôèêñíîãî êî-
äèðîâàíèÿ ðàâíà max {|vi| |vi ∈ V ∗m} .
Òåîðåìà 4. k(Lm) 6 blog2(4m+ 1) + 1c .
Ñëåäñòâèå 1. Äëÿ ñåìåéñòâà ÿçûêîâ {Lm} çàäà÷à îïòèìàëüíîãî àëôàâèò-
íîãî êîäèðîâàíèÿ â êëàññå ñëàáîïðåôèêñíûõ êîäîâ àëãîðèòìè÷åñêè ðàçðåøè-
ìà.

Çàìåòèì, ÷òî â êëàññå õîðîøî èçâåñòíûõ ïðåôèêñíûõ êîäîâ äëÿ ÿçûêà âñåõ
ñîîáùåíèé B∗ ìàêñèìàëüíàÿ çíà÷íîñòü ìàòðèöû îïòèìàëüíîãî êîäèðîâàíèÿ
ðàâíà m − 1. Çàìåòèì òàêæå, ÷òî äëÿ ÿçûêà B∗ ñëàáîïðåôèêñíûå êîäû íå
ÿâëÿþòñÿ âçàèìíî-îäíîçíà÷íûìè.
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êîíå÷íî-ïîðîæäåíû, à òàêæå ìîãóò áûòü çàäàíû ïðåäèêàòàìè àðíîñòè ìå-
íåå, ÷åì àðíîñòü ôóíêöèè ïî÷òè åäèíîãëàñèÿ [1, 2]. Â ñâÿçè ñ ýòèì âñòàþò
äâà âîïðîñà: êàê îïðåäåëèòü, ÷òî çàìêíóòûé êëàññ ñîäåðæèò ôóíêöèþ ïî÷òè
åäèíîãëàñèÿ; êàêèì ìîæåò áûòü ïîðÿäîê (ìèíèìàëüíàÿ àðíîñòü ôóíêöèé â
áàçèñå) çàìêíóòîãî êëàññà, ñîäåðæàùåãî ôóíêöèþ ïî÷òè åäèíîãëàñèÿ. Ýòèì
äâóì âîïðîñàì è ïîñâÿùåíà äàííàÿ ðàáîòà.

Ðàáîòà ðàçáèòà íà 4 ÷àñòè. Â ïåðâîé ÷àñòè äàþòñÿ îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ,
íåîáõîäèìûå äëÿ ôîðìóëèðîâêè ðåçóëüòàòîâ. Âî âòîðîé ÷àñòè ïðèâîäÿòñÿ
îöåíêè íà ìèíèìàëüíóþ àðíîñòü ôóíêöèè ïî÷òè åäèíîãëàñèÿ â çàìêíóòîì
êëàññå, ïîðîæä¼ííîì ìíîæåñòâîì ôóíêöèé àðíîñòè íå áîëåå n. Â òðåòüåé
÷àñòè ïðèâîäÿòñÿ îöåíêè äëÿ êëàññîâ, çàäàííûõ ìíîæåñòâîì ïðåäèêàòîâ àð-
íîñòè íå áîëåå n. Ýòè îöåíêè äàþò ïðîñòîé àëãîðèòì ïðîâåðêè ñóùåñòâîâà-
íèÿ ôóíêöèè ïî÷òè åäèíîãëàñèÿ â çàìêíóòîì êëàññå, õîòÿ èçíà÷àëüíî áûëî
íå ïîíÿòíî, ñóùåñòâóåò ëè àëãîðèòì. Ïîñëåäíÿÿ ÷àñòü ïîñâÿùåíà ïîðÿäêó
çàìêíóòûõ êëàññîâ, ñîäåðæàùèõ ôóíêöèþ ãîëîñîâàíèÿ (ôóíêöèþ ïî÷òè åäè-
íîãëàñèÿ àðíîñòè 3). Äî ïîñëåäíåãî âðåìåíè áûëî íåïîíÿòíî, êàêèì îí ìîæåò
áûòü â òðåõ- è ÷åòûðåõçíà÷íîì ñëó÷àå. Àâòîðó, ñîâìåñòî ñ Sebastian Kerkho�,
óäàëîñü ðåøèòü çàäà÷ó äëÿ ýòèõ ñëó÷àåâ è, òàêèì îáðàçîì, ïîëíîñòüþ çàêðûòü
âîïðîñ î ïîðÿäêå çàìêíóòûõ êëàññîâ, ñîäåðæàùèõ ôóíêöèþ ãîëîñîâàíèÿ.

Ââåäåíèå

Ïóñòü N = {1, 2, 3, . . .} � ìíîæåñòâî âñåõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, N0 = N∪{0},
Ek = {0, 1, 2, . . . , k − 1}, äëÿ n > 1 ïîëîæèì Pnk = {fn|fn : Enk → Ek},
Pk =

⋃
n>1

Pnk . Ýëåìåíòû Pk áóäåì íàçûâàòü ôóíêöèÿìè k-çíà÷íîé ëîãèêè.

Íà ìíîæåñòâå Pk îáû÷íûì îáðàçîì îïðåäåëÿåì îïåðàòîð çàìûêàíèÿ [ ] îòíî-
ñèòåëüíî îïåðàöèé ñóïåðïîçèöèè. Ìíîæåñòâî M ⊆ Pk íàçûâàåì çàìêíóòûì,
åñëè [M ] = M.

Îòîáðàæåíèå Ehk → {0, 1} áóäåì íàçûâàòü ïðåäèêàòîì àðíîñòè h. Ïóñòü

Rhk = {ρ|ρ : Ehk → {0, 1}}, Rk =
⋃
h>1

Rhk .

Îáû÷íûì îáðàçîì îïðåäåëèì ïîíÿòèå ôóíêöèÿ ñîõðàíÿåò ïðåäèêàò. Áó-

äåì ïèñàòü, ÷òî


b1
b2
. . .
bh

 ∈ ρ, åñëè ρ(b1, b2, . . . , bh) = 1.

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ôóíêöèÿ f ∈ Pmk ñîõðàíÿåò ïðåäèêàò ρ, åñëè

f


a1,1 a2,1 . . . am,1
a1,2 a2,2 . . . am,2
. . . . . . . . . . . .
a1,h a2,h . . . am,h

 :=


f(a1,1, a2,1, . . . , am,1)
f(a1,2, a2,2, . . . , am,2)

. . .
f(a1,h, a2,h, . . . , am,h)

 ∈ ρ
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äëÿ ëþáûõ 
a1,1

a1,2

. . .
a1,h

 ,


a2,1

a2,2

. . .
a2,h

 , . . . ,


am,1
am,2
. . .
am,h

 ∈ ρ.
Ôóíêöèÿ f íàçûâàåòñÿ ôóíêöèåé ïî÷òè åäèíîãëàñèÿ (ÔÏÅ), åñëè âûïîë-

íÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå

f(x, y, y, . . . , y) = f(y, x, y, . . . , y) = . . . = f(y, y, . . . , y, x) = y.

Ìèíèìàëüíàÿ àðíîñòü ôóíêöèè ïî÷òè åäèíîãëàñèÿ â
çàìêíóòîì êëàññå, ïîðîæä¼ííîì êîíå÷íûì ìíîæåñòâîì
ôóíêöèé.

Äëÿ M ⊆ Pk ÷åðåç nufk(M) îáîçíà÷èì ìèíèìàëüíóþ àðíîñòü ÔÏÅ,
ïðèíàäëåæàùóþ [M ]. Åñëè [M ] íå ñîäåðæèò ôóíêöèþ ïî÷òè åäèíîãëàñèÿ,
òî ïîëîæèì nufk(M) = ∞. ×åðåç IDk îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî âñåõ èäåì-
ïîòåíòíûõ ôóíêöèé èç Pk, òî åñòü ôóíêöèé, óäîâëåòâîðÿþùèõ òîæäåñòâó
f(x, x, . . . , x) = x. Ïîëîæèì

nufk(m) = max{nufk(M) |M ⊆ Pmk , nufk(M) <∞},

nuf
(id)
k (m) = max{nufk(M) |M ⊆ IDm

k , nufk(M) <∞}.

Òåîðåìà 1. nuf
(id)
k (m) 6 m · k3 äëÿ ëþáûõ k > 2, m > 2.

Òåîðåìà 2. nufk(m) 6 k2 · (km)(3k)k äëÿ ëþáûõ k > 2, m > 2.
Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî Maroti äîêàçàë â [3], ÷òî ïðîáëåìà ñóùåñòâîâàíèÿ

ôóíêöèè ïî÷òè åäèíîãëàñèÿ â çàìêíóòîì êëàññå, çàäàííîì êîíå÷íûì ìíî-
æåñòâîì ôóíêöèé, àëãîðèòìè÷åñêè ðàçðåøèìà, íî íå ñìîã ïðèâåñòè íèêàêîé
îöåíêè íà nufk(m) è nuf (id)

k (m).

Ìèíèìàëüíàÿ àðíîñòü ôóíêöèè ïî÷òè åäèíîãëàñèÿ â çà-
ìêíóòîì êëàññå, çàäàííîì êîíå÷íûì ìíîæåñòâîì ïðåäè-
êàòîâ.

Äëÿ C ⊆ Rk ÷åðåç ñufk(C) îáîçíà÷èì ìèíèìàëüíóþ àðíîñòü ÔÏÅ, ñîõðà-
íÿþùåé êàæäûé ïðåäèêàò èç C. Åñëè ìíîæåñòâî C íå ñîõðàíÿåòñÿ ôóíêöèåé
ïî÷òè åäèíîãëàñèÿ, òî ïîëîæèì ñufk(C) =∞. Ïóñòü

ñufk(m) = max{ñufk(C) | C ⊆ Rmk , ñufk(C) <∞}.

Â ðàáîòå [4] áûëè äîêàçàíû ñëåäóþùèå òåîðåìû.

Òåîðåìà 3. ñufk(m) 6 ((k − 1)(m− 1))3k+1 äëÿ ëþáûõ k > 2, m > 2.

Òåîðåìà 4. ñufk(m) > (m− 1)2k−1
äëÿ ëþáûõ k > 2, m > 2.

Òåîðåìà 5. ñufk(m) > 22k−3
äëÿ ëþáûõ k > 4.
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Ïîñëåäíèå äâå òåîðåìû ïîêàçûâàþò, ÷òî Òåîðåìà 3 íå ìîæåò áûòü ñóùå-
ñòâåííî óëó÷øåíà, è îò äâîéíîé ýêñïîíåíòû ïî k íåëüçÿ èçáàâèòüñÿ.

Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî îäíîâðåìåííî ñ àâòîðîì L.Barto ïîêàçàë â [5], ÷òî

ñufk(m) 6 48k
m

.

Ïîäðÿäîê çàìêíóòîãî êëàññà, ñîäåðæàùåãî ôóíêöèþ ãî-
ëîñîâàíèÿ.

Ïîðÿäêîì çàìêíóòîãî êëàññà M íàçûâàåòñÿ ìèíèìàëüíîå n, òàêîå ÷òî
M ïîðîæäàåòñÿ ôóíêöèÿìè àðíîñòè n, è îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç ord(M). ×åðåç
MAJk îáîçíà÷èì âñå çàìêíóòûå êëàññû k-çíà÷íîé ëîãèêè, ñîäåðæàùèå ôóíê-
öèþ ãîëîñîâàíèÿ. Ïîëîæèì

λk(2) := max{ord(C) | C ∈MAJk}.

Òåîðåìà 6. [6, Lakser] λk(2) = k · (k − 2) äëÿ k > 5
Íàì óäàëîñü íàéòè λ3(2) è λ4(2).

Òåîðåìà 7. [7, Kerkho�, Zhuk] λ3(2) = 5, λ4(2) = 8.
Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå ÐÔÔÈ, ïðîåêò �13-01-00684-à.
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Ïðåäëàãàåòñÿ ìåòîä ðåøåíèÿ çàäà÷è âûïóêëîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ, êîòî-
ðûé îòíîñèòñÿ ê êëàññó ìåòîäîâ îòñå÷åíèé (íàïð., [1−8]). Ìåòîä èñïîëüçóåò
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ïîñëåäîâàòåëüíîå ïîãðóæåíèå íàäãðàôèêà öåëåâîé ôóíêöèè â ìíîãîãðàííûå
ìíîæåñòâà è îñíîâàí íà èäåÿõ èçâåñòíîãî ìåòîäà óðîâíåé [5]. Ãëàâíîå îòëè-
÷èå ïðåäëàãàåìîãî ìåòîäà îò àëãîðèòìà [5] çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî â íåì íå
òðåáóåòñÿ âëîæåíèå êàæäîãî èç àïïðîêñèìèðóþùèõ ìíîæåñòâ â ïðåäûäóùåå.
Ýòà îñîáåííîñòü ìåòîäà äàåò âîçìîæíîñòü ïåðèîäè÷åñêîãî îòáðàñûâàíèÿ ïî-
ëó÷àåìûõ â ïðîöåññå ðåøåíèÿ äîïîëíèòåëüíûõ îãðàíè÷åíèé, ôîðìèðóþùèõ
àïïðîêñèìèðóþùèå ìíîæåñòâà.

Ïóñòü f(x) − âûïóêëàÿ â n-ìåðíîì åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå Rn ôóíêöèÿ,
D − âûïóêëîå îãðàíè÷åííîå çàìêíóòîå ìíîæåñòâî èç Rn. Ðåøàåòñÿ çàäà÷à

min{f(x) : x ∈ D}. (1)

Ïóñòü f∗ = min{f(x) : x ∈ D}, X∗ = {x ∈ D : f(x) = f∗}, x∗ ∈ X∗, ∂f(x)
− ñóáäèôôåðåíöèàë ôóíêöèè f(x) â òî÷êå x ∈ Rn. Ïîëîæèì K = {0, 1, . . .},
epi(f,D) = {(x, γ) ∈ Rn+1 : x ∈ D, γ > f(x)}.

Âûáèðàåòñÿ âûïóêëîå çàìêíóòîå ìíîæåñòâî M0 ⊂ Rn+1 òàêîå, ÷òî
epi(f,Rn) ⊂ M0. Çàäàþòñÿ ÷èñëà ε0, α, β−1, óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèÿì
ε0 > 0, α 6 f∗ 6 β−1. Ïîëàãàåòñÿ δ0 = +∞, i = 0, k = 0.

1. Îòûñêèâàåòñÿ ðåøåíèå (yi, γi), ãäå yi ∈ Rn, γi ∈ R1, ñëåäóþùåé çàäà÷è:

min{γ : (x, γ) ∈Mi, x ∈ D, γ > α}. (2)

Åñëè f(yi) = γi, òî yi − ðåøåíèå çàäà÷è (1), è ïðîöåññ çàâåðøàåòñÿ.
2. Ïîëàãàåòñÿ

li = (1− λi)γi + λiβi,

ãäå λi ∈ (0, λ̄], λ̄ < 1, βi = min{βi−1, δi}. Ñòðîèòñÿ ìíîæåñòâî Ui ⊂ D ñëåäó-
þùèì îáðàçîì. Â Ui âêëþ÷àåòñÿ êàæäàÿ òî÷êà x ∈ D, äëÿ êîòîðîé íàéäåòñÿ
òàêîå ÷èñëî γx, ÷òî γx 6 li è (x, γx) ∈Mi.

3. Âûáèðàåòñÿ òî÷êà xi ∈ Ui.
4. Åñëè âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

f(xi)− γi > εk,

òî ïîëàãàåòñÿ Qi = Mi, è ñëåäóåò ïåðåõîä ê ï. 5. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ïîëà-
ãàåòñÿ ik = i, zk = xik , σk = γik , âûáèðàåòñÿ âûïóêëîå çàìêíóòîå ìíîæåñòâî
Qi ⊂ Rn+1 òàêîå, ÷òî

epi(f,Rn) ⊂ Qi, (3)

çàäàåòñÿ εk+1 > 0, çíà÷åíèå k óâåëè÷èâàåòñÿ íà åäèíèöó.
5. Âûáèðàåòñÿ ai ∈ ∂f(xi) è ïîëàãàåòñÿ

Mi+1 = Qi
⋂
{(x, γ) ∈ Rn+1 : f(xi) + 〈ai, x− xi〉 6 γ}. (4)

6. Ïîëàãàåòñÿ δi+1 = f(xi). Çíà÷åíèå i óâåëè÷èâàåòñÿ íà åäèíèöó, è ñëåäóåò
ïåðåõîä ê ï. 1.

Íåòðóäíî äîêàçàòü, ÷òî (x∗, f∗) ∈Mi äëÿ âñåõ i ∈ K, ò. å. çàäà÷à (2) ðàçðå-
øèìà. Íà îñíîâå íåðàâåíñòâà γi 6 f∗, i ∈ K, ëåãêî îáîñíîâûâàåòñÿ êðèòåðèé
îïòèìàëüíîñòè òî÷êè yi, çàëîæåííûé â ï. 1 ìåòîäà.
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Çàìåòèì, ÷òî óñëîâèÿ âûáîðà çíà÷åíèé li, λi, βi ãàðàíòèðóþò íåïóñòîòó
ìíîæåñòâ Ui ïðè âñåõ i ∈ K.

ßñíî, ÷òî çàäà÷à (2) äëÿ âñåõ i ∈ K áóäåò ÿâëÿòñÿ çàäà÷åé ëèíåéíîãî
ïðîãðàììèðîâàíèÿ, åñëè D − ìíîãîãðàííèê, à M0, Qi, i ∈ K, âûáðàíû òàê,
÷òî Mi+1 âèäà (4) çàäàåòñÿ ñ ïîìîùüþ ëèíåéíûõ íåðàâåíñòâ.

Ìíîæåñòâî M0 ìîæíî âûáèðàòü ðàçíûìè ñïîñîáàìè. Ïðåæäå âñåãî îòìå-
òèì, ÷òî ìîæíî ïîëîæèòü M0 = Rn+1. Â òàêîì ñëó÷àå ïàðà (y0, γ0), ãäå y0 −
ëþáàÿ òî÷êà èç D, à γ0 = α, ìîæåò áûòü ïðèíÿòà çà ðåøåíèå çàäà÷è (2) ïðè
i = 0. Óäîáíî çàäàòü ìíîæåñòâîM0 ñ ïîìîùüþ îäíîãî ëèíåéíîãî íåðàâåíñòâà
〈c, x〉 − γ 6 〈c, u〉 − f(u), ãäå u ∈ Rn, c ∈ ∂f(u), èëè ãðóïïîé ïîäîáíûõ íåðà-
âåíñòâ. Åñëè f(x) = max

j∈J
fj(x), ãäå J − êîíå÷íîå ìíîæåñòâî íîìåðîâ, fj(x),

j ∈ J , − âûïóêëûå â Rn ôóíêöèè, òî äîïóñòèìî ïîëîæèòü M0 = epi(fj0 , Rn),
ãäå j0 ∈ J .

Ïðèâåäåì òåïåðü ïðèíöèïèàëüíîå çàìå÷àíèå îòíîñèòåëüíî çàäàíèÿ ìíî-
æåñòâ Qi, íà îñíîâå êîòîðîãî âûÿâèòñÿ âîçìîæíîñòü ïåðèîäè÷åñêîãî îáíîâ-
ëåíèÿ àïïðîêñèìèðóþùèõ ìíîæåñòâ çà ñ÷åò îòáðàñûâàíèÿ ëþáîãî ÷èñëà îò-
ñåêàþùèõ ïëîñêîñòåé.

Äëÿ òåõ ïàð íîìåðîâ i, k, ïðè êîòîðûõ âûïîëíÿþòñÿ íåðàâåíñòâà

f(xi)− γi 6 εk, (5)

óñëîâèå (3) äàåò áîëüøèå âîçìîæíîñòè â âûáîðå ìíîæåñòâ Qi = Qik , à çíà÷èò,
è â çàäàíèè ìíîæåñòâ Mi+1. Â ñëó÷àå (5) ìîæíî ïîëîæèòü, íàïðèìåð,

Qi = Qik = Rn+1. (6)

Òîãäà Mi+1 çàäàåòñÿ ëèøü íåðàâåíñòâîì f(xi) + 〈ai, x − xi〉 6 γ. Òî åñòü â
ñëó÷àå (6) âñå ïîëó÷åííûå ê øàãó i = ik îòñåêàþùèå ïëîñêîñòè â ïîñòðîåíèè
Mi+1 íå ó÷àñòâóþò. Äàëåå, ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ (5) ìíîæåñòâà Qi = Qik
ìîæíî çàäàâàòü òàêæå â âèäå

Qi = Mri , (7)

ãäå 0 6 ri 6 i = ik, ïîñêîëüêó ïðè âñåõ ri = 0, . . . , i ââèäó (3) âûïîëíÿåòñÿ
âêëþ÷åíèå epi(f,Rn) ⊂ Mri . Ñîãëàñíî (6), (7) ïðè êàæäîì i = ik ìîæíî îò-
áðàñûâàòü ïðè ôîðìèðîâàíèè Mik+1 ëþáîå êîëè÷åñòâî ëþáûõ íàêîïëåííûõ
ê øàãó ik îòñåêàþùèõ ïëîñêîñòåé.

Ëåììà 1. Ïóñòü ïðåäëîæåííûì ìåòîäîì ïîñòðîåíà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
{(xi, γi)}, i ∈ K. Òîãäà äëÿ êàæäîãî k ∈ K íàéäåòñÿ íîìåð i = ik, äëÿ êî-
òîðîé âûïîëíèòñÿ íåðàâåíñòâî (5).

Îòìåòèì, ÷òî ëåììà 1 ãàðàíòèðóåò, âî-ïåðâûõ, ñóùåñòâîâàíèå ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòåé {zk}, {σk}, k ∈ K, è, âî-âòîðûõ, ãàðàíòèðóåò âîçìîæíîñòü îáíîâ-
ëåíèÿ ìíîæåñòâ Mik+1 íà èòåðàöèÿõ ñ íîìåðàìè i = ik çà ñ÷åò âûáîðà Qik .

Òåîðåìà 1. Ïóñòü â ìåòîäå ÷èñëà εk, k ∈ K, âûáðàíû ñ óñëîâèåì, ÷òî εk →
0, k → ∞. Òîãäà äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé {zk}, {σk}, k ∈ K, ïîñòðîåííûõ
ìåòîäîì, ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà

lim
k∈K

f(zk) = f∗, lim
k∈K

σk = f∗.
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Â çàêëþ÷åíèå îáñóäèì îöåíêè òî÷íîñòè ðåøåíèÿ çàäà÷è äëÿ ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòè {zk}, k ∈ K.

Îòìåòèì, ÷òî äëÿ êàæäîãî k ∈ K íà îñíîâå ñîîòíîøåíèé σk 6 f∗ 6 f(zk)
è óñëîâèÿ (5) ïðè i = ik ïîëó÷àåòñÿ îöåíêà f(zk) − f∗ 6 εk. Êðîìå òîãî, ïðè
äîïîëíèòåëüíûõ óñëîâèÿõ íà öåëåâóþ ôóíêöèþ çàäà÷è (1) äëÿ ïîñòðîåííûõ
ìåòîäîì òî÷åê zk ìîæíî îöåíèòü è âåëè÷èíû ||zk − x∗||, k ∈ K. À èìåííî,
ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ

Òåîðåìà 2. Ïóñòü ôóíêöèÿ f(x) ñèëüíî âûïóêëà â Rn ñ êîíñòàíòîé ñèëüíîé
âûïóêëîñòè µ. Òîãäà äëÿ êàæäîé òî÷êè zk, k ∈ K, ïîñòðîåííîé ïðåäëîæåííûì
ìåòîäîì, ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ îöåíêà:

||zk − x∗|| 6
√
εk
µ
.
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Ââåäåíèå

Ðàññìàòðèâàþòñÿ ôóíêöèè f : Edn = {0, 1, . . . , n− 1}d → {0, 1}, n > 2, d > 1.
Îáîçíà÷èì

Mν(f) = {x ∈ Edn : f(x) = ν} (ν = 0, 1).

Ôóíêöèÿ f : Edn → {0, 1} íàçûâàåòñÿ ïîðîãîâîé, åñëè ñóùåñòâóþò âåùå-
ñòâåííûå ÷èñëà a0, a1, . . . , ad òàêèå, ÷òî

M1(f) =

x ∈ Edn :
d∑
j=1

ajxj 6 a0

 ,

ïðè ýòîì íåðàâåíñòâî
d∑
j=1

ajxj 6 a0 íàçûâàåòñÿ ïîðîãîâûì.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç T(d, n) ìíîæåñòâî âñåõ ïîðîãîâûõ ôóíêöèé, çàäàííûõ íà
ìíîæåñòâå Edn.

Ôóíêöèÿ f : Edn → {0, 1} íàçûâàåòñÿ k-ïîðîãîâîé, k > 1, åñëè ñóùåñòâóþò
âåùåñòâåííûå ÷èñëà a10, a11, . . . , akd òàêèå, ÷òî

M1(f) =

x ∈ Edn :
d∑
j=1

aijxj 6 ai0 äëÿ i = 1, . . . , k

 , (1)

ïðè ýòîì íåðàâåíñòâà
d∑
j=1

aijxj 6 ai0 äëÿ i = 1, . . . , k íàçûâàþòñÿ ïîðîãîâûìè.

Åñëè èìååò ìåñòî (1), òî áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî k-ïîðîãîâàÿ ôóíêöèÿ çàäàíà
ýòîé ñèñòåìîé ëèíåéíûõ íåðàâåíñòâ.

Åñëè f � k-ïîðîãîâàÿ ôóíêöèÿ íàä Edn, òî ñóùåñòâóþò ïîðîãîâûå ôóíêöèè
f1, . . . , fk íàä Edn òàêèå, ÷òî

f(x) = f1(x)& . . .&fk(x).

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî f çàäàíà íàáîðîì ôóíêöèé f1, . . . , fk.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç T(d, n, k) ìíîæåñòâî âñåõ k-ïîðîãîâûõ ôóíêöèé, çàäàí-

íûõ íà ìíîæåñòâå Edn.
Ðàçðåøàþùèì ìíîæåñòâîì ôóíêöèè f èç çàäàííîãî êëàññà C íàçûâàåòñÿ

ìíîæåñòâî òî÷åê T òàêîå, ÷òî åñëè äëÿ íåêîòîðîé ôóíêöèè g ∈ C, f(x) = g(x)
äëÿ âñåõ x ∈ T , òî f è g òîæäåñòâåííû. Ðàçðåøàþùåå ìíîæåñòâî T íàçûâàåòñÿ
òóïèêîâûì, åñëè íèêàêîå åãî ñîáñòâåííîå ïîäìíîæåñòâî íå ÿâëÿåòñÿ ðàçðå-
øàþùèì. Ðàçðåøàþùåå ìíîæåñòâî T ôóíêöèè f íàçûâàåòñÿ íàèìåíüøèì,
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åñëè îíî èìååò ìèíèìàëüíóþ ìîùíîñòü ñðåäè âñåõ ðàçðåøàþùèõ ìíîæåñòâ
äëÿ ôóíêöèè f .

Òî÷êà x äëÿ íåêîòîðîé ôóíêöèè f èç êëàññà C íàçûâàåòñÿ ñóùåñòâåííîé,
åñëè ñóùåñòâóåò íåêàÿ ôóíêöèÿ h ∈ C, ñîâïàäàþùàÿ ñ f íà âñåé îáëàñòè
îïðåäåëåíèÿ çà èñêëþ÷åíèåì òî÷êè x : f(x) 6= h(x). Ìíîæåñòâî ñóùåñòâåííûõ
òî÷åê ôóíêöèè îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç S(f). Îáîçíà÷èì

Sν(f) = {x ∈ S(f) : f(x) = ν}.

Èçâåñòíî, ÷òî òóïèêîâîå ðàçðåøàþùåå ìíîæåñòâî ïîðîãîâîé ôóíêöèè ïðåä-
ñòàâëåò ñîáîé ìíîæåñòâî âñåõ åå ñóùåñòâåííûõ òî÷åê. Çàìåòèì, ÷òî â îá-
ùåì ñëó÷àå ìíîæåñòâî ñóùåñòâåííûõ òî÷åê íå ÿâëÿåòñÿ ðàçðåøàþùèì äëÿ
k-ïîðîãîâîé ôóíêöèè. Êðîìå òîãî, â îáùåì ñëó÷àå òóïèêîâîå ðàçðåøàþùåå
ìíîæåñòâî íå åäèíñòâåííî äëÿ k-ïîðîãîâîé ôóíêöèè.

Ïóñòü σ(f, C) � ìîùíîñòü íàèìåíüøåãî ðàçðåøàþùåãî ìíîæåñòâà äëÿ f ∈
C îòíîñèòåëüíî êëàññà C. Äëèíîé îáó÷åíèÿ â êëàññå ôóíêöèé C íàçûâàåòñÿ

σ(C) = max
f∈C

σ(f, C).

Èñõîäÿ èç [1] è [2], èçâåñòíà îöåíêà äëèíû îáó÷åíèÿ â êëàññå ïîðîãîâûõ
ôóíêöèé ïðè ôèêñèðîâàííîì d:

σ(T(n, d)) = Θ(logd−2
2 n).

Â ðàáîòå ïðåäëàãàþòñÿ îöåíêè ìîùíîñòè ðàçðåøàþùåãî ìíîæåñòâà è êî-
ëè÷åñòâà òóïèêîâûõ ðàçðåøàþùèõ ìíîæåñòâ k-ïîðîãîâûõ ôóíêöèé. Â ðÿäå
ñëó÷àåâ ïðè d = 2 îïèñûâàåòñÿ ñòðóêòóðà ðàçðåøàþùèõ ìíîæåñòâ ïîðîãîâûõ
ôóíêöèé.

Ðàçðåøàþùèå ìíîæåñòâà k-ïîðîãîâûõ ôóíêöèé

Óòâåðæäåíèå 1. Äëÿ ëþáîãî íàáîðà ïîðîãîâûõ ôóíêöèé f1, . . . , fk, çàäàþ-
ùèõ k-ïîðîãîâóþ ôóíêöèþ f , âûïîëíåíî ñëåäóùåå âêëþ÷åíèå:

S1(fi) ∩M1(f) ⊂ S1(f), i = 1, . . . , k.

Óòâåðæäåíèå 2. Äëÿ ëþáîãî íàáîðà ïîðîãîâûõ ôóíêöèé f1, . . . , fk, çàäàþ-
ùèõ k-ïîðîãîâóþ ôóíêöèþ f , ñïðàâåäëèâî:

x′ ∈ S0(fi), x′ ∈
⋂
j 6=i

M1(fj) =⇒ x′ ∈ S0(f).

Óòâåðæäåíèå 3. σ(T(d, n, k)) = nd ïðè k > 1.
Íàïðèìåð, äëÿ ôóíêöèé f ∈ T(d, n, k), k > 1, f(x) ≡ 0, òóïèêîâûì ðàçðåøàþ-
ùèì ÿâëÿåòñÿ âñå ìíîæåñòâî Edn.

Óòâåðæäåíèå 4. Ïóñòü f ∈ T(d, n, k), k > 1, è M1(f) = {x′}. Òîãäà òóïè-
êîâîå ðàçðåøàþùåå ìíîæåñòâî åäèíñòâåííî è ïðåäñòàâëåíî ñëåäóþùèì îáðà-
çîì:

T (f) = {x′} ∪ {x ∈ Edn : ÍÎÄ(|x1 − x′1|, . . . , |xd − x′d|) = 1}.
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Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ:

M i
0(f) = {x ∈M0(f) :

d∑
j=1

aijxj > ai0},

D(Edn) = {x ∈ Edn : ∃i = 1, . . . , d : xi = 0 ∨ xi = n− 1}.
Óòâåðæäåíèå 5. Ïóñòü äëÿ íåêîòîðîé ôóíêöèè f ∈ T(2, n, 2) âûïîëíÿåò-
ñÿ ðàçáèåíèå Edn = M1(f) ∪ M1

0 (f) ∪ M2
0 (f), ñïðàâåäëèâîå äëÿ ëþáîé ïàðû

ïîðîãîâûõ íåðàâåíñòâ, çàäàþùèõ ôóíêöèþ f , è D(Edn) ∩M1(f) 6= ∅. Òîãäà

σ(f,T(2, n, 2)) 6 9.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç J(f, C) êîëè÷åñòâî âñåõ òóïèêîâûõ ðàçðåøàþùèõ ìíî-
æåñòâ äëÿ ôóíêöèè f â êëàññå C. Íà âîïðîñ î åäèíñòâåííîñòè òóïèêîâîãî
ðàçðåøàþùåãî ìíîæåñòâà äëÿ k-ïîðîãîâûõ ôóíêöèé ïðè k = 2, d = 2 îòâå÷à-
åò ñëåäóþùåå

Óòâåðæäåíèå 6.

max
f∈T(2,n,2)

J(f,T(2, n, 2)) = Ω(n2).

Ïóñòü
P (f) = Conv(M1(f)),

P ′(f) = {x : ai1x1 + ai2x2 6 ai0 + 1},
ãäå ai1x1 +ai2x2 6 ai0, ai12 +ai22 = 1, i = 1, . . . , |Vert(P (f))|, ÿâëÿåòñÿ ñèñòåìîé
íåðàâåíñòâ, çàäàþùåé P (f), è êàæäîå íåðàâåíñòâî ñîîòâåòñòâóåò óðàâíåíèþ
ãðàíè P (f).

Òîãäà èìååò ìåñòî ñëåäóþùåå

Óòâåðæäåíèå 7. Ïóñòü f ∈ T(2, n, k) è |M1(f)| > 1. Òîãäà (P ′ \P )∩M0(f)∪
Vert(P (f)) = T ÿâëÿåòñÿ ðàçðåøàþùèì ìíîæåñòâîì ôóíêöèè f .

Óòâåðæäåíèå 8. Ïóñòü f ∈ T(2, n, 2), |M1(f)| > 1 è D(E2
n) ∩M1(f) = ∅.

Òîãäà ñóùåñòâóåò ðàçðåøàþùåå ìíîæåñòâî T òàêîå, ÷òî:

|T | = O(n− l),

ãäå l - ðàññòîÿíèå ìåæäó íàèáîëåå óäàëåííûìè äðóã îò äðóãà òî÷êàìè èç
M1(f).
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Èðêóòñê

Ïóñòü E = {0, 1}, F = {{0}, {1}, {0, 1}}. Óëüòðàôóíêöèåé ðàíãà 2 íàçûâà-
åòñÿ îòîáðàæåíèå f : En → F . Ìíîæåñòâî âñåõ óëüòðàôóíêöèé îáîçíà÷èì
÷åðåç P2̃.

Ïóñòü f(x1, ..., xm),f1(x1, ..., xn), ..., fm(x1, ..., xn) ∈ P2̃.
Îïåðàöèÿ ñóïåðïîçèöèè f(f1(x1, ..., xn), ..., fm(x1, ..., xn)) ïîðîæäàåò óëü-

òðàôóíêöèþ h(x1, ..., xn) ñëåäóþùèì îáðàçîì: äëÿ êàæäîãî íàáîðà çíà÷åíèé
ïåðåìåííûõ (a1, ..., an) ∈ En

h(a1, ..., an) =



⋂
bi∈fi(a1,...,an)

f(b1, ..., bm), åñëè ýòî ïåðåñå÷åíèå íå ïóñòî;

⋃
bi∈fi(a1,...,an)

f(b1, ..., bm), èíà÷å.

Ñóïåðïîçèöèÿ ïîçâîëÿåò îïðåäåëÿòü çíà÷åíèÿ óëüòðàôóíêöèè f íà íàáî-
ðàõ ýëåìåíòîâ èç ìíîæåñòâà F .

Êëîíîì íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî óëüòðàôóíêöèé, ñîäåðæàùåå âñå ïðîåêöèè,
à òàêæå çàìêíóòîå îòíîñèòåëüíî îïåðàöèè ñóïåðïîçèöèè.

Êëîí N íàçûâàåòñÿ ìàêñèìàëüíûì, åñëè äëÿ ëþáîãî êëîíà N1 èç N ⊆
N1 ⊆ P2̃ ñëåäóåò, ÷òî N1 = N èëè N1 = P2̃.

Â [1] äîêàçàíî, ÷òî â P2̃ âñåãî 11 ìàêñèìàëüíûõ êëîíîâ: K1, ..., K11.
Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî äâå ïðîèçâîëüíûå óëüòðàôóíêöèè f è g ñâÿçàíû îòíî-

øåíèåì ρ íà ìíîæåñòâå P2̃, åñëè âûïîëíÿåòñÿ f ∈ Ki ⇔ g ∈ Ki (i ∈ {1, ..., 11}).
Î÷åâèäíî, ÷òî ρ � îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè.

Â çàâèñèìîñòè îò ïðèíàäëåæíîñòè ìàêñèìàëüíûì êëîíàì ìíîæåñòâî âñåõ
óëüòðàôóíêöèé ìîæíî ðàçáèòü íà êëàññû ýêâèâàëåíòíîñòè, õàðàêòåðèçóåìûå
ôóíêöèåé ϕ(f) = (a1...a11), çíà÷åíèå êîòîðîé

ai =
{

0, åñëè f ∈ Ki

1, åñëè f /∈ Ki
, ãäå i ∈ {1, ..., 11}.

Òåîðåìà 1. ×èñëî ðàçëè÷íûõ êëàññîâ ýêâèâàëåíòíîñòè â P2̃ ðàâíî 45.

Ñèñòåìà óëüòðàôóíêöèé ïîëíà â P2̃ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíà öåëè-
êîì íå ñîäåðæèòñÿ íè â îäíîì èç 11 ìàêñèìàëüíûõ êëîíîâ [1].

Ìíîæåñòâî óëüòðàôóíêöèé B = { f1, , ..., fm } íàçûâàåòñÿ áàçèñîì, åñëè:
1) íàèìåíüøèé êëîí, ñîäåðæàùèé B, ñîâïàäàåò ñ P2̃ ;
2) ïðè óäàëåíèè èç B ëþáîé ôóíêöèè óñëîâèå ¾1¿ íàðóøàåòñÿ.

Êëàññû ýêâèâàëåíòíîñòè ìîæíî îáúåäèíÿòü òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû ïîëó-
÷àþùèåñÿ ìíîæåñòâà óëüòðàôóíêöèé ïðåäñòàâëÿëè ñîáîé áàçèñ. Òîãäà èìååì
âîçìîæíîñòü ïåðå÷èñëèòü è ïîäñ÷èòàòü êîëè÷åñòâî âñåõ âîçìîæíûõ áàçèñîâ
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óëüòðàôóíêöèé ïî îòäåëüíûì ìîùíîñòÿì, ñ òî÷íîñòüþ äî ïðèíàäëåæíîñòè
óëüòðàôóíêöèé êëàññàì ýêâèâàëåíòíîñòè. Ñîîòâåòñòâåííî íàèáîëüøàÿ ïîëó-
÷åííàÿ ïðè ýòîì ìîùíîñòü áóäåò ÿâëÿòüñÿ ìàêñèìàëüíîé ìîùíîñòüþ áàçèñà.

Òåîðåìà 2. Â P2̃ ñóùåñòâóåò ðîâíî 895 òèïîâ áàçèñîâ: 1 áàçèñ ìîùíîñòè 1,
180 áàçèñîâ ìîùíîñòè 2, 686 áàçèñîâ ìîùíîñòè 3 è 28 áàçèñîâ ìîùíîñòè 4.

Àíàëîãè÷íûå ðåçóëüòàòû äëÿ ôóíêöèé k-çíà÷íîé ëîãèêè ìîæíî ïîñìîò-
ðåòü â [2].

Ëèòåðàòóðà

[1] Ïàíòåëååâ Â.È. Êðèòåðèé ïîëíîòû äëÿ äîîïðåäåëÿåìûõ áóëåâûõ ôóíêöèé //
Âåñòíèê ÑàìÃÓ. � Åñòåñòâåííîíàó÷íàÿ ñåðèÿ� 2005. ��2(36). � 20ñ.

[2] Rosenberg I.G., Miyakawa M., Stojmenovic I., Lau D. Classi�cations and basis
enumerations in many-valued logics // IEEE. � 1987. � P. 152�160.

Îá ýêâèâàëåíòíîñòè îãðàíè÷åííî
íåäåòåðìèíèðîâàííûõ

àâòîìàòîâ-ïðåîáðàçîâàòåëåé íàä ïîëóãðóïïàìè
Â.À. Çàõàðîâ

zakh@cs.msu.su

Ìîñêîâñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò èìåíè Ì.Â. Ëîìîíîñîâà, Ìîñêâà

Ïóñòü çàäàíû äâà êîíå÷íûõ ìíîæåñòâà A (âõîäíîé àëôàâèò) è B (âûõîä-
íîé àëôàâèò). Îáîçíà÷èì çàïèñÿìè A∗ è B∗ ìíîæåñòâî âñåõ êîíå÷íûõ ñëîâ
âõîäíîãî è âûõîäíîãî àëôàâèòîâ, âêëþ÷àÿ ïóñòîå ñëîâî. Äëÿ ïðîèçâîëüíîé
ïàðû êîíå÷íûõ ñëîâ w1 è w2 çàïèñü w1w2 áóäåò îáîçíà÷àòü ñöåïëåíèå (êîíêà-
òåíàöèþ) ýòèõ ñëîâ.

Êîíå÷íûì àâòîìàòîì-ïðåîáðàçîâàòåëåì íàä ïàðîé àëôàâèòîâ A,B íà-
çûâàåòñÿ ìîäåëü âû÷èñëåíèé, êîòîðàÿ îïèñûâàåòñÿ ñèñòåìîé ïåðåõîäîâ π =
〈Q, qs, F, T 〉, êîìïîíåíòàìè êîòîðîé ÿâëÿåòñÿ êîíå÷ííîå ìíîæåñòâî ñîñòîÿ-
íèé Q, íà÷àëüíîå ñîñòîÿíèå qs, qs ∈ Q, ìíîæåñòâî ôèíàëüíûõ ñîñòîÿíèé
F, F ⊆ Q, è êîíå÷íîå îòíîøåíèå ïåðåõîäîâ T : T ⊆ Q×A×Q× B∗.

Äëÿ çàäàííîãî ñëîâà α = a1a2 . . . an âõîäíîãî àëôàâèòà âû÷èñëåíèåì
àâòîìàòà-ïðåîáðàçîâàòåëÿ π íà ñëîâå α íàçûâàåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÷åò-
âåðîê

(q1, a1, q2, β1), (q2, a2, q3, β3), . . . , (qi, ai, qi+1, βi), . . . , (qn, an, qn+1, βn),

óäîâëåòâîðÿþùàÿ ñëåäóþùèì äâóì òðåáîâàíèÿì:

1. q1 = qs � íà÷àëüíîå ñîñòîÿíèå,
2. (qi, ai, qi+1, βi) ∈ T äëÿ ëþáîãî i, 1 6 i,6 n.
Åñëè qn+1 ∈ F , òî óêàçàííîå âû÷èñëåíèå íàçûâàåòñÿ óñïåøíûì, à ñëîâî
β = β1β2 . . . βn íàçûâàåòñÿ ðåçóëüòàòîì ýòîãî âû÷èñëåíèÿ. Îáîçíà÷èì çà-
ïèñüþ C(π, α) ìíîæåñòâî âñåõ ðåçóëüòàòîâ óñïåøíûõ âû÷èñëåíèé àâòîìàòà-
ïðåîáðàçîâàòåëÿ π íà ñëîâå α.
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Äâà àâòîìàòà-ïðåîáðàçîâàòåëÿ π1 è π2 íàä àëôàâèòàìè A è B ñ÷èòàþòñÿ
ýêâèâàëåíòíûìè, åñëè ðàâåíñòâî C(π1, α) = C(π1, α) âûïîëíÿåòñÿ äëÿ ëþáîãî
êîíå÷íîãî âõîäíîãî ñëîâà α.

Àâòîìàò-ïðåîáðàçîâàòåëü π = 〈Q, qs, F, T 〉 íàçûâàåòñÿ äåòåðìèíèðîâàí-
íûì, åñëè äëÿ ëþáîé áóêâû a, a ∈ A, è ëþáîãî ñîñòîÿíèÿ q, q ∈ Q, îòíîøåíèå
ïåðåõîäîâ T ñîäåðæèò íå áîëåå îäíîé ÷åòâåðêè âèäà (q, a, q′, β). Äëÿ âñÿêîãî
íàòóðàëüíîãî ÷èñëà k àâòîìàò-ïðåîáðàçîâàòåëü π = 〈Q, qs, F, T 〉 íàçûâàåòñÿ
k-íåäåòåðìèíèðîâàííûì, åñëè äëÿ ëþáîãî êîíå÷íîãî âõîäíîãî ñëîâà α ìíî-
æåñòâî C(π, α) ñîäåðæèò íå áîëåå k âûõîäíûõ ñëîâ.

Â ñòàòüå [1] áûëî óñòàíîâëåíî, ÷òî ïðîáëåìà ýêâèâàëåíòíîñòè äëÿ íåäåòåð-
ìèíèðîâàííûõ êîíå÷íûõ àâòîìàòîâ-ïðåîáðàçîâàòåëåé íåðàçðåøèìà. Â òî æå
âðåìÿ, êàê áûëî ïîêàçàíî â ñòàòüå [2], ïðîáëåìà ýêâèâàëåíòíîñòè äëÿ äåòåð-
ìèíèðîâàííûõ êîíå÷íûõ àâòîìàòîâ-ïðåîáðàçîâàòåëåé ðàçðåøèìà çà ïîëèíî-
ìèàëüíîå âðåìÿ. Òàêîå áîëüøîå ðàçëè÷èå â ñëîæíîñòè ïðîáëåìû ýêâèâàëåíò-
íîñòè äëÿ äåòåðìèíèðîâàííûõ è íåäåòåðìèíèðîâàííûõ àâòîìàòîâ ïîáóäèëî
èññëåäîâàòåëåé îáðàòèòüñÿ ê ïðîìåæóòî÷íûì êëàññàì îãðàíè÷åííî íåäåòåð-
ìèíèðîâàííûõ àâòîìàòîâ-ïðåîðàçîâàòåëåé. Â ñòàòüå [3] áûëî óñòàíîâëåíî, ÷òî
äëÿ ëþáîãî çàäàííîãî k ìîæíî çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ ïðîâåðèòü, ÿâëÿåòñÿ
ëè çàäàííûé àâòîìàò-ïðåîáðàçîâàòåëü k-íåäåòåðìèíèðîâàííûì, à â ñòàòüå [4]
óäàëîñü ïîêàçàòü, ÷òî çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ ìîæíî ïðîâåðèòü ñóùåñòâîâà-
íèå òàêîãî íàòóðàëüíîãî k, äëÿ êîòîðîãî çàäàííûé àâòîìàò-ïðåîáðàçîâàòåëü
ÿâëÿåòñÿ k-íåäåòåðìèíèðîâàííûì. Áîëåå ïðîñòîå ðåøåíèå ïðîáëåìû îãðàíè-
÷åíîîé íåäåòåðìèíèðîâàííîñòè àâòîìàòîâ-ïðåîáðàçîâàòåëåé áûëî ïðåäëîæå-
íî â ñòàòüå [5]. Äàëåå â ñòàòüÿõ [6, 7] äâóìÿ ðàçíûìè ñïîñîáàìè áûëà äîêàçà-
íà ðàçðåøèìîñòü ïðîáëåìû ýêâèâàëåíòíîñòè äëÿ îãðàíè÷åííî íåäåòåðìèíè-
ðîâàííûõ àâòîìàòîâ-ïðåîáðàçîâàòåëåé; ñëîæíîñòü ïðåäëîæåííûõ ðàçðåøàþ-
ùèõ àëãîðèòìîâ îãðàíè÷åíà äâîéíîé ýêñïîíåíòîé. Â ñòàòüÿõ [8, 9] óäàëîñü
ïîñòðîèòü áîëåå ïðîñòûå àëãîðèòìû ýêñïîíåíöèàëüíîé ñëîæíîñòè ïðîâåðêè
ýêâèâàëåíòíîñòè äëÿ óêàçàííîãî êëàññà àâòîìàòîâ-ïðåîáðàçîâàòåëåé.

Â ïîñëåäíèå ãîäû èíòåðåñ ê ïîñëåäîâàòåëüíûì àâòîìàòàì-ïðåîáðàçîâàòå-
ëÿì ñòàëè ïðîÿâëÿòü èññëåäîâàòåëè â îáëàñòè ñèñòåìíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ,
ïîñêîëüêó íåêîòîðûå îáîáùåíèÿ ýòîãî êëàññà àâòîìàòîâ îêàçàëèñü ïîäõîäÿ-
ùåé ìîäåëüþ âû÷èñëåíèé äëÿ çàäà÷ âåðèôèêàöèè ñèñòåìíûõ ïðîãðàìì. Â
ñòàòüÿõ [10, 11] ðàññìàòðèâàëèñü àâòîìàòû-ïðåîáðàçîâàòåëè íàä áåñêîíå÷íûì
âõîäíûì àëôàâèòîì, ìíîæåñòâà ñèìâîëîâ êîòîðîãî äëÿ êàæäîãî îòäåëüíîãî
ïåðåõîäà îïèñûâàþòñÿ ôîðìóëàìè òåõ èäëè èíûõ ëîãèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ òåî-
ðèé. Äëÿ ýòîãî êëàññà àâòîìàòîâ-ïðåîáðàçîâàòåëåé áûëè ðàçðàáîòàíû àëãî-
ðèòìû ïðîâåðêè ýêâèâàëåíòíîñòè ñ èñïîëüçîâàíèåì SMT-ðåøàòåëåé � ðàçðå-
øàþùèõ ïðîöåäóð ïðîâåðêè âûïîëíèìîñòè ôîðìóë â ëîãèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ
òåîðèÿõ. Â ñòàòüÿõ [12, 13] àâòîìàòû-ïðåîáðàçîâàòåëè ðàññìàòðèâàëèñü êàê
ðåàãèðóþùèå ïðîãðàììû, âû÷èñëÿþùèå ïî çàäàííîìó ïîòîêó ñîáûòèé (ñëî-
âó èç A∗) ïîñëåäîâàòåëüíîñòü äåéñòâèé íàä äàííûìè (ñëîâî èç B∗). Â ÷àñò-
íîñòè, â ìîäåëè ðåàãèðóþùåé ïðîãðàììû, ïðåäëîæåííîé â ñòàòüå [13], äî-
ïóñêàëàñü âîçìîæíîñòü òîãî, ÷òî ðàçíûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè äåéñòâèé ìîãóò
îñóùåñòâëÿòü îäíî è òî æå ïðåîáðàçîâàíèå äàííûõ. Òàêèì îáðàçîì, ñëîâà âû-
õîäíîãî àëôàâèòà ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé âûðàæåíèÿ, îïðåäåëÿþùèå ýëåìåíòû
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íåêîòîðîé ïîëóãðóïïû. Â ýòîé æå ðàáîòå áûë ïðåäëîæåí ïîëèíîìèàëüíûé
ïî âðåìåíè àëãîðèòì ïðîâåðêè ýêâèâàëåíòíîñòè êîíå÷íûõ äåòåðìèíèðîâàí-
íûõ àâòîìàòîâ-ïðåîáðàçîâàòåëåé íàä ïîëóãðóïïàìè ñëîâ âûõîäíîãî àëôàâè-
òà, âëîæèìûìè â ãðóïïû ñ ðàçðåøèìîé ïðîáëåìîé òîæäåñòâ. Â íàñòîÿùåé
çàìåòêå àííîíñèðóåòñÿ îñíîâíîé ðåçóëüòàò äàëüíåéøèõ èññëåäîâàíèé ïðîáëå-
ìû ýêâèâàëåíòíîñòè àâòîìàòîâ-ïðåîáðàçîâàòåëåé, ðàññìàòðèâàåìûõ êàê ðåà-
ãèðóþùèå ïðîãðàììû íàä ïîëóãðóïïàìè îïåðàòîðîâ.

Ïóñòü B � ìíîæåñòâî îáðàçóþùèõ ïîëóãðóïïû S; ýëåìåíò ïîëóãðóïïû S,
ñîîòâåòñòâóþùèé ñëîâó β, β ∈ B∗, óñëîâèìñÿ îáîçíà÷àòü çàïèñüþ [β]. Êîíå÷-
íûé àâòîìàò-ïðåîáðàçîâàòåëü π íàä âõîäíûì àëôàâèòîì A è ïîëóãðóïïîé
S ñ ìíîæåñòâîì îáðàçóþùèõ ýëåìåíòîâ B íàçûâàåòñÿ k-îãðàíè÷åííî íåäå-
òåðìèíèðîâàííûì, åñëè äëÿ ëþáîãî êîíå÷íîãî âõîäíîãî ñëîâà α ìíîæåñòâî
[C(π, α)] = {[β] : β ∈ C(π, α)} ñîäåðæèò íå áîëåå k ýëåìåíòîâ ïîëóãðóïïû
S. Äâà àâòîìàòà-ïðåîáðàçîâàòåëÿ π1 è π2 íàä âõîäíûì àëôàâèòîì A è ïîëó-
ãðóïïîé S ñ÷èòàþòñÿ S-ýêâèâàëåíòíûìè, åñëè äëÿ ëþáîãî êîíå÷íîãî âõîäíîãî
ñëîâà α ìíîæåñòâà ýëåìåíòîâ [C(π1, α)] è [C(π2, α)] ñîâïàäàþò.
Òåîðåìà 1. Åñëè ïîëóãðóïïà S âëîæèìà â ãðóïïó ñ ðàçðåøèìîé ïðîáëå-
ìîé òîæäåñòâ, òî äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî k ïðîáëåìà S-ýêâèâàëåíòíîñòè
êîíå÷íûõ k-îãðàíè÷åííî íåäåòåðìèíèðîâàííûõ àâòîìàòîâ-ïðåîáðàçîâàòåëåé
ðàçðåøèìà çà ýêñïîíåíöèàëüíîå âðåìÿ.

Äëÿ ïîñòðîåíèÿ ðàçðåøàþùåãî àëãîðèòìà áûë èñïîëüçîâàí îäèí èç âàðè-
àíòîâ ìåòîäà ñîâìåñòíûõ âû÷èñëåíèé, ðàíåå èñïîëüçîâàííûé â ðàáîòå [14].

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå ãðàíòà ÐÔÔÈ 12-01-00706.
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Â çàäà÷å ðåäàêòèðîâàíèÿ îòíîñèòåëüíî êëàññà ãðàôîâ X òðåáóåòñÿ çàäàí-
íûé ãðàô ïðåâðàòèòü â ãðàô èç X, èçìåíÿÿ (óäàëÿÿ è äîáàâëÿÿ) íàèìåíüøåå
÷èñëî ðåáåð. Äëÿ êëàññà X, ñîñòîÿùåãî èç ãðàôîâ, ó êîòîðûõ êàæäàÿ êîì-
ïîíåíòà ñâÿçíîñòè ÿâëÿåòñÿ êëèêîé (òàêèå ãðàôû íàçûâàþò êëàñòåðíûìè),
îíà èçâåñòíà òàêæå êàê çàäà÷à êëàñòåðèçàöèè è ÿâëÿåòñÿ NP-ïîëíîé [1]. Â [1]
äîêàçàíà òàêæå åå NP-ïîëíîòà ïðè ôèêñèðîâàííîì ÷èñëå êëàñòåðîâ p > 2,
à äëÿ p = 2 (äâóêëàñòåðíûå ãðàôû) ïðåäëîæåí ïðèáëèæåííûé àëãîðèòì ñ
êîíñòàíòíîé îöåíêîé ìóëüòèïëèêàòèâíîé òî÷íîñòè. Ðàññìîòðèì ñëåäóþùèé
ýâðèñòè÷åñêèé àëãîðèòì äëÿ çàäà÷è äâóêëàñòåðíîãî ðåäàêòèðîâàíèÿ.

Àëãîðèòì À. Ìíîæåñòâî âåðøèí ãðàôà ïðîèçâîëüíûì îáðàçîì ðàçáè-
âàåòñÿ íà äâà ïîäìíîæåñòâà è âû÷èñëÿåòñÿ ðàññòîÿíèå îò äàííîãî ãðàôà äî
äâóêëàñòåðíîãî ãðàôà, â êîòîðîì ýòè ïîäìíîæåñòâà ÿâëÿþòñÿ êëèêàìè. Çà-
òåì ðàññìàòðèâàþòñÿ âñå ãðàôû, ïîëó÷àåìûå ïåðåíîñîì îäíîé âåðøèíû èç
îäíîãî ìíîæåñòâà â äðóãîå, è äëÿ êàæäîãî èç íèõ òîæå âû÷èñëÿåòñÿ ñîîòâåò-
ñòâóþùåå ðàññòîÿíèå. Åñëè äëÿ êàêîé-òî âåðøèíû îíî îêàçûâàåòñÿ ìåíüøå
èñõîäíîãî ðàññòîÿíèÿ, òî ýòà âåðøèíà äåéñòâèòåëüíî ïåðåíîñèòñÿ. Ýòî ïîâòî-
ðÿåòñÿ, ïîêà ïåðåíîñû íå ïðåêðàòÿòñÿ.

Àëãîðèòì À íåòðóäíî ðåàëèçîâàòü òàê, ÷òîáû âðåìÿ åãî ðàáîòû îöåíèâà-
ëîñü êàê O(n3).
Òåîðåìà 1. Åñëè ãðàô G îòëè÷àåòñÿ îò äâóêëàñòåðíîãî íå áîëåå ÷åì íà
bn/2c − 1 ðåáåð, òî àëãîðèòì A íàéäåò áëèæàéøèé ê G äâóêëàñòåðíûé ãðàô.

Äîïîëíèòåëüíûì ê äâóêëàñòåðíîìó ãðàôó ÿâëÿåòñÿ ïîëíûé äâóäîëüíûé
ãðàô. Ýòî ïîçâîëÿåò ðàñïðîñòðàíèòü àëãîðèòì À è òåîðåìó 1 íà ïîëíûå äâó-
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äîëüíûå ãðàôû. Ìíîæåñòâî âñåõ ïîëíûõ äâóäîëüíûõ ãðàôîâ ñ ôèêñèðîâàí-
íûì ìíîæåñòâîì âåðøèí îáðàçóåò ñèììåòðè÷åñêîå ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî
ãðàôîâ (ÑËÏÃ). Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî îíî çàìêíóòî îòíîñèòåëüíî èçîìîðôèçìà
è ñèììåòðè÷åñêîé ðàçíîñòè ãðàôîâ. Ïðè ëþáîì ôèêñèðîâàííîì ìíîæåñòâå
âåðøèí èìååòñÿ íå áîëåå 14 ÑËÏÃ, âñå îíè îïèñàíû â [2]. Äëÿ íåêîòîðûõ èç
íèõ çàäà÷à ðåäàêòèðîâàíèÿ òðèâèàëüíà, äëÿ äðóãèõ ýôôåêòèâíî ðåøàåòñÿ,
äëÿ òðåòüèõ NP-òðóäíà. Ê ïîñëåäíåé êàòåãîðèè îòíîñÿòñÿ ñëåäóþùèå ÑËÏÃ:

� L1 - âñå ïîëíûå äâóäîëüíûå ãðàôû è âñå äâóêëàñòåðíûå ãðàôû,
� L2 - ãðàôû èç L1 ñ ÷åòíûìè ñòåïåíÿìè âñåõ âåðøèí,
� L3 - ïîëíûå äâóäîëüíûå ãðàôû ñ ÷åòíûìè ñòåïåíÿìè è äâóêëàñòåðíûå

ãðàôû ñ íå÷åòíûìè ñòåïåíÿìè âñåõ âåðøèí,
� L4 - âñå ïîëíûå äâóäîëüíûå ãðàôû,
� L5 - ãðàôû èç L4 ñ ÷åòíûìè ñòåïåíÿìè âñåõ âåðøèí.

Äëÿ ýòèõ ïÿòè êëàññîâ íà áàçå àëãîðèòìà À ìîæíî ïðåäëîæèòü ïîëèíî-
ìèàëüíûå ïî âðåìåíè àëãîðèòìû ðåäàêòèðîâàíèÿ, äàþùèå òî÷íûå ðåøåíèÿ,
êîãäà âõîäíîé ãðàô äîñòàòî÷íî áëèçîê ê öåëåâîìó êëàññó. Ïóñòü d - íàè-
ìåíüøåå ðàçëè÷èå ìåæäó ãðàôàìè â äàííîì êëàññå. Òîãäà ýòè àëãîðèòìû äà-
þò îïòèìàëüíîå ðåøåíèå âî âñåõ ñëó÷àÿõ, êîãäà âõîäíîé ãðàô íàõîäèòñÿ íà
ðàññòîÿíèè íå áîëåå b(d− 1)/2c îò öåëåâîãî êëàññà. Ýòî àíàëîãè÷íî äåêîäè-
ðîâàíèþ ïîìåõîóñòîé÷èâûõ êîäîâ, èñïðàâëÿþùåìó âñå îøèáêè, èñïðàâëåíèå
êîòîðûõ ãàðàíòèðóåòñÿ êîäîâûì ðàññòîÿíèåì.

Äëÿ âñåõ îñòàëüíûõ ÑËÏÃ çàäà÷à ðåäàêòèðîâàíèÿ ðåøàåòñÿ çà ëèíåéíîå
âðåìÿ.
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õýø�ãåíåðàòîðîâ

Ì.Ò. Çèÿòäèíîâ

gltronred@gmail.com

ÊÔÓ, Êàçàíü

Ââåäåíèå

Â ñòàòüå [1] ââîäÿòñÿ δ�óñòîé÷èâûå (K, d+ `) êâàíòîâûå ãåíåðàòîðû, ïîç-
âîëÿþùèå ïîñòðîèòü δ + ε�óñòîé÷èâóþ êâàíòîâóþ õýø�ôóíêöèþ íà îñíîâå
ε�óíèâåðñàëüíîãî ñåìåéñòâà õýø�ôóíêöèé:

Îïðåäåëåíèå 1 (Êâàíòîâûé õýø�ãåíåðàòîð). Ïóñòü K = |X| è G =
{g1, . . . , gD} ÿâëÿåòñÿ ñåìåéñòâîì ôóíêöèé gj : X → Fq. Ïóñòü ` > 1. Äëÿ
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g ∈ G ÷åðåç ψg îáîçíà÷èì êëàññè÷åñêóþ�êâàíòîâóþ ôóíêöèþ ψg : X→ (H2)`,
îïðåäåëÿåìóþ ïðàâèëîì

ψg : w 7→ |ψg(w)〉 =
∑̀
i=1

αi(g(w))|i〉. (1)

Ïóñòü d = logD. Îïðåäåëèì êëàññè÷åñêóþ�êâàíòîâóþ ôóíêöèþ ψG : X →
(H2)⊗(d+`) ïî ïðàâèëó

ψG : w 7→ |ψG(w)〉 =
1√
D

D∑
j=1

|j〉|ψgj (w)〉.

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî G ãåíåðèðóåò δ�óñòîé÷èâóþ (K; d + `) êâàíòîâóþ õýø�
ôóíêöèþ ψG è áóäåì íàçûâàòü G δ�óñòîé÷èâûì (K; d + `) êâàíòîâûì õýø�
ãåíåðàòîðîì, åñëè ψG ÿâëÿåòñÿ δ�óñòîé÷èâîé (K; d + `) êâàíòîâîé õýø�
ôóíêöèåé.

Êîìïîçèöèÿ êâàíòîâûõ õýø�ãåíåðàòîðîâ

Íà îñíîâå äâóõ êâàíòîâûõ õýø�ãåíåðàòîðîâ ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè ïàðàìåò-
ðàìè ìîæíî ïîñòðîèòü íîâûé õýø�ãåíåðàòîð, îáëàäàþùèé áîëüøåé óñòîé÷è-
âîñòüþ. Äîêàçàòåëüñòâó ýòîãî ïîñâÿùåíû ñëåäóþùèå äâà ñâîéñòâà.

Óòâåðæäåíèå 1. Ïóñòü G1 = {g11, . . . , g1D} è G2 = {g21, . . . , g2D} ÿâëÿþò-
ñÿ δ1�óñòîé÷èâûì (K, d + `) è δ2�óñòîé÷èâûì (K, d + `) êâàíòîâûìè õýø�
ãåíåðàòîðàìè ñîîòâåòñòâåííî.

Ïóñòü, êðîìå òîãî, â ãåíåðàòîðàõ â ïðàâèëàõ (1) èñïîëüçóþòñÿ îäíè è òå
æå ôóíêöèè αi, ÿâëÿþùèåñÿ ãîìîìîðôèçìàìè Fq â H2

Òîãäà G = {g1, . . . , gD} ÿâëÿåòñÿ δ�óñòîé÷èâûì (K, d+ `) êâàíòîâûì õýø�
ãåíåðàòîðîì, ãäå gj(x) = g1j(x) + g2j(x) è δ = Dδ1δ2

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü w è w′ ÿâëÿþòñÿ ðàçëè÷íûìè ñëîâàìè. Òîãäà

|〈ψ(w)|ψ(w′)〉| =
1
D

∣∣∣∣∣
D∑
j=1

〈j|j〉
∑̀
i=1

α−1
i (gj(w))αi(gj(w′))〈i|i〉

∣∣∣∣∣ =

=
1
D

∣∣∣∣∣
D∑
j=1

∑̀
i=1

αi
(
gj(w′)− gj(w)

)∣∣∣∣∣,
Ïîäñòàâèâ îïðåäåëåíèÿ gj è ïðîèçâåäÿ ïðîñòûå ïðåîáðàçîâàíèÿ, ïîëó÷àåì:

|〈ψ(w)|ψ(w′)〉| = 1
D

∣∣∣∣∣ ∑̀
i=1

D∑
j=1

αi
(
g1j(w′)− g1j(w)

)
× αi

(
g2j(w′)− g2j(w)

)∣∣∣∣∣
Ïðèìåíÿåì íåðàâåíñòâî Êîøè�Áóíÿêîâñêîãî è çàìå÷àåì, ÷òî â ïðàâîé ÷à-

ñòè íàõîäèòñÿ ïðîèçâåäåíèå ñîîòâåòñòâóþùèõ îöåíîê äëÿ ãåíåðàòîðîâ G1 è
G2, ïîýòîìó |〈ψ(w)|ψ(w′)〉| 6 Dδ1δ2
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Óòâåðæäåíèå 2. Ïóñòü G1 = {g11, . . . , g1D1} è G2 = {g21, . . . , g2D2} ÿâëÿ-
þòñÿ δ1�óñòîé÷èâûì (K, d1 + `1) è δ2�óñòîé÷èâûì (K, d2 + `2) êâàíòîâûìè
õýø�ãåíåðàòîðàìè, ñîîòâåòñòâåííî.

Òîãäà G = {g1, . . . , gD} ÿâëÿåòñÿ δ�óñòîé÷èâûì (K, d1 +d2 +`1 +`2) êâàíòî-
âûì õýø�ãåíåðàòîðîì, ãäå gj(x) = g1j1(x)q+g2j2(x), αi(xq+y) = αi1(x)+αi2(y),
âñå îïåðàöèè âûïîëíÿþòñÿ â ïîëå Fq2 , D = D1D2 è δ = δ1δ2

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü w è w′ �ðàçëè÷íûå ñëîâà. Òîãäà

|〈ψ(w)|ψ(w′)〉| =
1
D

∣∣∣∣∣
D∑
j=1

〈j|j〉
∑̀
i=1

α−1
i (gj(w))αi(gj(w′))〈i|i〉

∣∣∣∣∣ =

=
1
D

∣∣∣∣∣
D∑
j=1

∑̀
i=1

αi
(
gj(w′)− gj(w)

)∣∣∣∣∣.
Çàìåíèâ gj è αi îïðåäåëåíèÿìè è ïðåîáðàçóÿ, ïîëó÷àåì, ÷òî |〈ψ(w)|ψ(w′)〉|

ðàâíî

1
D1D2

∣∣∣∣∣
D1,D2∑
j1,j2=1

`1,`2∑
i1,i2=1

αi1
(
g1j1(w′)− g1j1(w)

)
× αi2

(
g2j2(w′)− g2j2(w)

)∣∣∣∣∣.
Ïðèìåíÿåì íåðàâåíñòâî Êîøè�Áóíÿêîâñêîãî è ïîëó÷àåì òðåáóåìîå íåðà-

âåíñòâî |〈ψ(w)|ψ(w′)〉| 6 δ1δ2

Ëèòåðàòóðà

[1] Ablayev F.M., Vasiliev A.V. Cryptographic Quantum Hashing // Laser Physics
Letters. � 2014. �V. 11, �2. � P. .202�205
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Îáùåå îïèñàíèå

Ðàññìîòðèì ñõåìó õýøèðîâàíèÿ èç [1] è îáîáùèì å¼ íà ñëó÷àé ïðîèçâîëü-
íûõ ãðóïï, ÷òî ïîçâîëèò ïðèìåíÿòü å¼ â áîëüøåì êîëè÷åñòâå ñëó÷àåâ è ñ
ðàçëè÷íûìè ñîîòíîøåíèÿìè ïàðàìåòðîâ.

Ïóñòü ó íàñ èìååòñÿ íåêîòîðàÿ (ïðîèçâîëüíàÿ êîíå÷íàÿ) ãðóïïà G c ãðóï-
ïîâîé îïåðàöèåé ◦ è åäèíèöåé e. Ïóñòü ó íàñ èìååòñÿ òàêæå ãîìîìîðôèçì
f : G→ [(H2)⊗m → (H2)⊗m]
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Îïðåäåëåíèå 1. Ïî àíàëîãèè ñ [1] íàçîâåì ¾õîðîøèì¿ íàáîð ýëåìåíòîâ
Kgood ìíîæåñòâà àâòîìîðôèçìîâ Aut(G) , åñëè äëÿ ëþáîãî íååäèíè÷íîãî ýëå-
ìåíòà g ãðóïïû G âûïîëíÿåòñÿ:

∀g ∈ G, g 6= e :
1

|Kgood|2

∣∣∣∣∣∣
∑

k∈Kgood

〈ψ0|f(k{g})|ψ0〉

∣∣∣∣∣∣
2

< ε (1)

Â [2] äîêàçàíî, ÷òî äëÿ ãðóïïû Zq ¾õîðîøåå¿ ìíîæåñòâî àâòîìîðôèçìîâ
ñóùåñòâóåò.

Îïðåäåëåíèå 2. Îïðåäåëèì êâàíòîâóþ õýø�ôóíêöèþ íà îñíîâå êëàññè÷å-
ñêîé õýø�ôóíêöèè h èç Xn â ãðóïïó G, ¾õîðîøåãî¿ íàáîðà àâòîìîðôèçìîâ
K = {k0, . . . , kt−1} è ãîìîìîðôèçìà f â ïðîñòðàíñòâî [(H2)⊗m → (H2)⊗m] êàê

|Ψh,G,K,f,m(x)〉 =
1√
t

t−1∑
j=0

(
|j〉 ⊗ f

(
kj{h(x)}

)
|ψ0〉

)
. (2)

Äëÿ ïðàêòè÷åñêîãî ïðèìåíåíèÿ êâàíòîâîé õýø�ôóíêöèè íåîáõîäèìî, ÷òî-
áû îíà îáëàäàëà êâàíòîâûì àíàëîãîì êðèïòîãðàôè÷åñêèõ ñâîéñòâ êëàññè-
÷åñêîé õýø�ôóíêöèè� δ�óñòîé÷èâîñòüþ� îïðåäåëåííîé â [1]. Ïîêàæåì, ÷òî
ñïðàâåäëèâî

Óòâåðæäåíèå 1. Ââåä¼ííàÿ õýø�ôóíêöèÿ ÿâëÿåòñÿ δ�óñòîé÷èâîé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì êâàäðàò ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ çíà÷åíèé
êâàíòîâîé õýø�ôóíêöèè íà ðàçíûõ âõîäíûõ íàáîðàõ:

|〈Ψh,G,K,f,m(x)|Ψh,G,K,f,m(x′)〉|2 =

∣∣∣∣∣∣1t
t−1∑
j=0

〈ψ0|f(kj{h−1(x) ◦ h(x′)})|ψ0〉

∣∣∣∣∣∣
2

Â ñëó÷àå, åñëè êîëëèçèè õýø�ôóíêöèè h íåò, è h(x) 6= h(x′), ïðîèçâåäåíèå
h(x′) ◦ h(x)−1 áóäåò ðàâíî êàêîìó�òî ýëåìåíòó g 6= e ãðóïïû G, è ïî ñâîéñòâó
¾õîðîøåãî¿ ïîäìíîæåñòâà Kgood êâàäðàò ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ áóäåò ðà-
âåí ε. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå, îí áóäåò ðàâåí åäèíèöå.

Ïðèìåð: ãðóïïà Zq. Ñõåìó õýøèðîâàíèÿ, ïðåäëîæåííóþ â [1], ìîæíî
ðàññìàòðèâàòü êàê ÷àñòíûé ñëó÷àé îïèñûâàåìîé ñõåìû. Îïèøåì ýòîò ôàêò â
âèäå

Ëåììà 2. Ñóùåñòâóåò êâàíòîâàÿ õýø�ôóíêöèÿ âèäà (2) äëÿ ãðóïïû Zq.

Ïðèìåð: ãðóïïà G1 ×G2. Ýëåìåíòàìè ãðóïïû G1 ×G2 ÿâëÿþòñÿ ïàðû
ýëåìåíòîâ ñîîòâåòñòâóþùèõ ãðóïï (g1, g2), ñ îïåðàöèåé, çàäàííîé ïîêîìïî-
íåíòíî. Åäèíèöåé ãðóïïû ÿâëÿåòñÿ ïàðà (e1, e2), ñîñòîÿùàÿ èç åäèíèö ñîîò-
âåòñòâóþùèõ ãðóïï.

Ëåììà 3. Åñëè ñóùåñòâóåò êâàíòîâàÿ õýø�ôóíêöèÿ äëÿ ãðóïïG1,G2 â ïðî-
ñòðàíñòâàõ (H2)⊗m1 è (H2)⊗m2 ñ ãîìîìîðôèçìàìè f1 è f2 è ¾õîðîøèìè¿ ìíî-
æåñòâàìè àâòîìîðôèçìîâ K1 è K2, ñîîòâåòñòâåííî, òî ìû ìîæåì ïîñòðîèòü
êâàíòîâóþ õýø�ôóíêöèþ äëÿ G1 ×G2 â ïðîñòðàíñòâå (H2)⊗(m1+m2).
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Äîêàçàòåëüñòâî. Â êà÷åñòâå ãîìîìîðôèçìà âûáåðåì ïîêîìïîíåíòíîå îòîá-
ðàæåíèå, à â êà÷åñòâå àâòîìîðôèçìîâ � âñåâîçìîæíûå ïîêîìïîíåíòíûå êîì-
áèíàöèè àâòîìîðôèçìîâ èñõîäíûõ ãðóïï.

Ïðèìåð: ïðîèçâîëüíûå àáåëåâû ãðóïïû.

Òåîðåìà 4. Äëÿ ïðîèçâîëüíîé àáåëåâîé ãðóïïû G ñóùåñòâóåò êâàíòîâàÿ
õýø�ôóíêöèÿ âèäà (2).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñêîëüêó ïðîèçâîëüíàÿ àáåëåâà ãðóïïà G ïî àíàëîãèè ñ
êèòàéñêîé òåîðåìîé îá îñòàòêàõ äëÿ öåëûõ ÷èñåë ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà â
âèäå

G = Zpσ11
⊗ · · · ⊗ Zpσtt ,

ìû ìîæåì ïðèìåíèòü ëåììó 2 äëÿ òîãî, ÷òîáû ïîñòðîèòü êâàíòîâûå õýø�
ôóíêöèè â êàæäîé èç ãðóïï Zpσ11

, . . . , Zpσtt , à çàòåì ëåììó 3, ÷òîáû îáúåäèíèòü
ýòè õýø�ôóíêöèè â õýø�ôóíêöèþ äëÿ ãðóïïû G.

Î ïîñòðîåíèè ¾õîðîøèõ¿ ïîäìíîæåñòâ àâòîìîðôèçìîâ

Ïóñòü âûáðàíû ãðóïïà G è ãîìîìîðôèçì f : G→ [(H2)⊗m → (H2)⊗m].
Òîãäà ñïðàâåäëèâà

Òåîðåìà 5. Åñëè ñóùåñòâóåò ìíîæåñòâî àâòîìîðôèçìîâ K èç ãðóïïû âñåõ
àâòîìîðôèçìîâ Aut(G): K ⊆ Aut(G), òàêîå, ÷òî äëÿ ëþáîãî ýëåìåíòà ãðóïïû
G ñðåäíåå çíà÷åíèå ìîäóëÿ ãîìîìîðôíîãî îáðàçà ýëåìåíòà ïî âñåì âûáðàí-
íûì àâòîìîðôèçìàì ðàâíî íóëþ:

∀g ∈ G : Ek∈K

[
〈ψ0|f(k{g})|ψ0〉

]
= 0,

òî ¾õîðîøåå¿ ìíîæåñòâî K ìîùíîñòè |K| > 2
ε ln |G| ìîæíî ïîñòðîèòü ñ âåðî-

ÿòíîñòüþ 1/|G|, âûáèðàÿ ýëåìåíòû èç K ñëó÷àéíûì îáðàçîì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ìû õîòèì ïîêàçàòü, ÷òî äëÿ ñëó÷àéíîãî ïîäìíîæåñòâà K
(êàæäûé ýëåìåíò âûáèðàåòñÿ ñëó÷àéíûì îáðàçîì èç K) âåðîÿòíîñòü ïîëó÷èòü
¾ïëîõîå¿ äëÿ êàêîãî�òî g ìíîæåñòâî â ñìûñëå óðàâíåíèÿ (1) ìàëî.

Ðàññìîòðèì ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû Xi = 〈ψ0|f(ki{g})|ψ0〉, ãäå K =
{k1, k2, . . . , kt} , è Yt =

∑t
i=1Xi.

Ïîêàæåì, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí Y0 = 0, Y1, Y2, . . . ,
Y|K| ÿâëÿåòñÿ ìàðòèíãàëîì ñ îãðàíè÷åííûìè ðàçíîñòÿìè.

Ïðèìåíèì òåïåðü íåðàâåíñòâî Àçóìû:

P
(
|Y|K| − Y0| > λ

)
= P

(∣∣ |K|∑
i=1

Xi

∣∣ > λ
)
6 2 exp

{
− λ2

2|K|

}
(3)

Ïîëîæèì λ =
√
ε|K|, òîãäà íåðàâåíñòâî Àçóìû (3) ïðèìåò âèä:

P
(∣∣ |K|∑

i=1

Xi

∣∣ > √ε|K|) 6 2 exp
{
−ε|K|

2

2

}
6

1
|G|
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ïðè |K| > 2
ε ln |G|.

Ýòî íåðàâåíñòâî îçíà÷àåò, ÷òî ìíîæåñòâî K íå ÿâëÿåòñÿ ¾õîðîøèì¿ äëÿ
íåêîòîðîãî g 6= e. Ïîýòîìó ñ âåðîÿòíîñòüþ 1/|G| ñóùåñòâóåò ¾õîðîøåå¿ ìíî-
æåñòâî àâòîìîðôèçìîâ K.

Äëÿ ïîñòðîåíèÿ ìíîæåñòâà |K| ìîæíî òàêæå ïðèìåíèòü ðàçëè÷íûå ýâðè-
ñòè÷åñêèå ìåòîäû, òàêèå êàê ãåíåòè÷åñêèå àëãîðèòìû, ìåòîä îòæèãà è ò.ï.
Äëÿ ïîñòðîåíèÿ ¾õîðîøèõ¿ ìíîæåñòâ àâòîìîðôèçìîâ ãðóïïû Zq ïîäîáíûå
ìåòîäû áûëè ïðèìåíåíû â [2].

Îãðàíè÷åíèÿ íà ðàçìåðíîñòü ïîäïðîñòðàíñòâ è ãðóïïó â
êâàíòîâîé õýø�ôóíêöèè

Â [3] îïèñàíà êëàññèôèêàöèÿ êîíå÷íûõ óíèòàðíûõ ãðóïï, ãåíåðèðóåìûõ
îòðàæåíèÿìè (ó.ã.ã.î.)

Ïóñòü çàäàíà êâàíòîâàÿ õýø�ôóíêöèÿ |Ψh,G,K,f,m(x)〉. Â ñèëó êëàññèôè-
êàöèè Øåïàðäà�Òîääà ñïðàâåäëèâà

Òåîðåìà 6. Â ïðîèçâîëüíîé êâàíòîâîé õýø�ôóíêöèè |Ψh,G,K,f,m(x)〉 ãðóïïà
G ÿâëÿåòñÿ ïîäãðóïïîé íåêîòîðîé ó.ã.ã.î. â óíèòàðíîì ïðîñòðàíñòâå (H2)⊗m;
è íàïðîòèâ, ðàçìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà m íå ìîæåò áûòü ìåíüøå, ÷åì ðàçìåð-
íîñòü ïðîñòðàíñòâà, â êîòîðîì âîçìîæíà ó.ã.ã.î., ïîäãðóïïîé êîòîðîé ÿâëÿåòñÿ
G.
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Ïóñòü Ek = {0, 1, . . . , k − 1}, k > 2. Ôóíêöèÿ f : Enk → {0, 1} íàçûâàåòñÿ
ïîðîãîâîé, åñëè ñóùåñòâóþò ÷èñëà a0, a1, . . . , an, òàêèå, ÷òî

f−1(1) =

x = (x1, x2, . . . , xn) ∈ Enk :
n∑
j=1

ajxj 6 a0

 . (1)

Îáîçíà÷èì T (n, k) ìíîæåñòâî âñåõ ïîðîãîâûõ ôóíêöèé, çàäàííûõ íà Enk . Ìíî-
æåñòâî T ⊆ Enk íàçûâàåòñÿ ðàçðåøàþùèì äëÿ ôóíêöèè f ∈ T (n, k), åñëè äëÿ
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ëþáîé ôóíêöèè g ∈ T (n, k)\{f} íàéäåòñÿ òî÷êà z ∈ T , òàêàÿ, ÷òî f(z) 6= g(z).
Ðàçðåøàþùåå ìíîæåñòâî ôóíêöèè f íàçûâàåòñÿ ìèíèìàëüíûì, èëè òóïèêî-
âûì, åñëè íèêàêîå åãî ñîáñòâåííîå ïîäìíîæåñòâî íå ÿâëÿåòñÿ ðàçðåøàþùèì
äëÿ ôóíêöèè f . Èçâåñòíî, ÷òî äëÿ ëþáîé ïîðîãîâîé ôóíêöèè f ìèíèìàëü-
íîå ðàçðåøàþùåå ìíîæåñòâî åäèíñòâåííî. Ìèíèìàëüíîå ðàçðåøàþùåå ìíî-
æåñòâî ôóíêöèè f îáîçíà÷èì T (f). Äëèíîé îáó÷åíèÿ (â êëàññå ïîðîãîâûõ
ôóíêöèé) íàçûâàåòñÿ âåëè÷èíà

σ(n, k) = max
f∈T (n,k)

|T (f)|.

Çàìåòèì, ÷òî σ(n, k) çàâèñèò îò n ýêñïîíåíöèàëüíî, â ÷àñòíîñòè, σ(n, 2) = 2n,
ïîýòîìó ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñ ïîèñê îöåíîê äëÿ σ(n, k), êîãäà n ôèêñèðî-
âàíî. Â [1, 2] äîêàçàíî, ÷òî σ(2, k) = 4. Â [3, 4] ïîëó÷åíà âåðõíÿÿ îöåí-
êà σ(n, k) = O(logn−2 k) ïðè n > 2. Â [5, 1] óñòàíîâëåíà íèæíÿÿ îöåíêà
σ(n, k) = Ω(logn−2 k). Òàêèì îáðàçîì, ïðè ëþáîì ôèêñèðîâàííîì n > 2

σ(n, k) = Θ(logn−2 k) (2)

(çäåñü è äàëåå âñå àñèìïòîòè÷åñêèå îöåíêè äàíû â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî n ôèê-
ñèðîâàíî, à k →∞).

Ïóñòü ñ êàæäîé ôóíêöèåé f ∈ T (n, k) ñâÿçàí îðàêóë, ïîçâîëÿþùèé ïî ïðî-
èçâîëüíîé òî÷êå x ∈ Enk ïîëó÷èòü çíà÷åíèå f(x). Ïîä ðàñøèôðîâêîé çàðàíåå íå
èçâåñòíîé ïîðîãîâîé ôóíêöèè f ïîíèìàåòñÿ âîññòàíîâëåíèå êîýôôèöèåíòîâ
a0, a1, . . . , an, äëÿ êîòîðûõ âûïîëíåíî (1). Ïóñòü A � àëãîðèòì ðàñøèôðîâ-
êè, τ(A, f) � ÷èñëî îáðàùåíèé ê îðàêóëó ïðè ðàñøèôðîâêå àëãîðèòìîì A
ôóíêöèè f . Ñëîæíîñòüþ àëãîðèòìà A íàçîâåì

τ(A) = max
f∈T (n,k)

τ(A, f).

Ñëîæíîñòüþ çàäà÷è ðàñøèôðîâêè ïîðîãîâîé ôóíêöèè íàçîâåì

τ(n, k) = min
A

τ(A),

ãäå ìèíèìóì áåðåòñÿ ïî âñåì àëãîðèòìàì A ðàñøèôðîâêè ôóíêöèé â êëàññå
T (n, k).

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî
σ(n, k) 6 τ(n, k).

Ó÷èòûâàÿ (2), ïðè n > 2 ïîëó÷àåì

τ(n, k) = Ω(logn−2 k). (3)

Â [6, 7] ïðåäëàãàåòñÿ àëãîðèòì ðàñøèôðîâêè A′ â êëàññå T (n, k), äëÿ êî-
òîðîãî

τ(A′)
σ(n, k)

= O(log k). (4)
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Â [1, 8] ïðåäëàãàåòñÿ àëãîðèòì ðàñøèôðîâêè A′′ â êëàññå T (2, k), äëÿ êîòîðîãî
τ(A′′) = 6 log(k − 1) + 4. Ó÷èòûâàÿ (2), ïðè n > 2 èç (4) ïîëó÷àåì τ(A′) =
O(logn−1 k). Òàêèì îáðàçîì, ïðè n > 2

τ(n, k) = O(logn−1 k).

Ýòó îöåíêó óäàëîñü óëó÷øèòü.

Òåîðåìà 1. Ñóùåñòâóåò àëãîðèòì A ðàñøèôðîâêè ôóíêöèé èç êëàññà
T (n, k), äëÿ êîòîðîãî ïðè ëþáîì ôèêñèðîâàííîì n > 3

τ(A) = O(logn−2 k).

Ó÷èòûâàÿ íèæíþþ îöåíêó (3), ïîëó÷àåì ïðè ëþáîì ôèêñèðîâàííîì n > 3

τ(n, k) = Θ(logn−2 k)
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Ïóñòü â ñèñòåìó ìàññîâîãî îáñëóæèâàíèÿ ïîñòóïàþò êîíôëèêòíûå íåçà-
âèñèìûå âõîäíûå ïîòîêè Π1, Π2, . . . , Πm, m <∞. Òðåáîâàíèÿ êàæäîãî ïîòî-
êà ìîãóò áûòü îäíîãî èç äâóõ òèïîâ: ¾áûñòðûå¿ è ¾ìåäëåííûå¿. ¾Áûñòðûå¿
òðåáîâàíèÿ ìîãóò îáðàçîâûâàòü ãðóïïû, ñëåäóþùèå çà ¾ìåäëåííûìè¿ òðåáî-
âàíèÿìè. Ïîýòîìó â ðåàëüíûõ ïîòîêàõ èíòåðâàëû ìåæäó òðåáîâàíèÿìè, êàê
ïðàâèëî, çàâèñèìû è ðàçíîðàñïðåäåëåíû. Ïðè ýòîì, ñòàòèñòè÷åñêèé àíàëèç
ðåàëüíûõ òðàíñïîðòíûõ ïîòîêîâ [1] ïîçâîëÿåò ïðåäïîëîæèòü, ÷òî ¾ìåäëåí-
íûå¿ òðåáîâàíèÿ îáðàçóþò ðåêóððåíòíûé ïîòîê, à ðàçìåðû ãðóïï íåçàâèñèìû
è îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåíû. Ïóñòü aj(t), t > 0 � îáùàÿ ïëîòíîñòü ðàñïðåäå-
ëåíèÿ èíòåðâàëîâ ìåæäó ¾ìåäëåííûìè¿ òðåáîâàíèÿìè, fj(b) � âåðîÿòíîñòü
ïîñòóïëåíèÿ â ãðóïïå b = 1, 2, . . . òðåáîâàíèé ïî ïîòîêó Πj , j = 1, 2, . . . , m.
Òðåáîâàíèÿ ïîòîêà Πj ïîìåùàþòñÿ â íàêîïèòåëü Oj íåîãðàíè÷åííîãî îáúå-
ìà. Îáñëóæèâàíèå òðåáîâàíèé îñóùåñòâëÿåòñÿ åäèíñòâåííûì ïðèáîðîì ñ 2m
ñîñòîÿíèÿìè Γ(1), Γ(2), . . . , Γ(2m). Â ñîñòîÿíèè Γ(2j−1) îáñëóæèâàþòñÿ òðåáî-
âàíèÿ òîëüêî èç î÷åðåäè Oj . Â ñîñòîÿíèè Γ(2j) òðåáîâàíèÿ íå îáñëóæèâàþòñÿ
è îñóùåñòâëÿåòñÿ àêò ïåðåíàëàäêè ñ öåëüþ ðàçðåøåíèÿ êîíôëèêòíîñòè. Äëè-
òåëüíîñòü ïðåáûâàíèÿ â ñîñòîÿíèè Γ(r) ðàâíà Tr, r = 1, 2, . . . , 2m. Îáñëóæèâà-
íèå êîíôëèêòíûõ ïîòîêîâ îñóùåñòâëÿåòñÿ â êëàññå öèêëè÷åñêèõ àëãîðèòìîâ,
òî åñòü ñìåíà ñîñòîÿíèÿ îáñëóæèâàþùåãî óñòðîéñòâà ïðîèñõîäèò ïî ñõåìå
. . . → Γ(1) → Γ(2) → . . . → Γ(2m) → Γ(1) → . . . . Äëèòåëüíîñòè îáñëóæèâà-
íèÿ òðåáîâàíèé ìîãóò áûòü çàâèñèìûìè âåëè÷èíàìè ñ ðàçëè÷íûìè çàêîíàìè
ðàñïðåäåëåíèÿ. Ïîýòîìó äëÿ çàäàíèÿ ïðîöåññà îáñëóæèâàíèÿ èñïîëüçóåì ïî-
òîêè íàñûùåíèÿ Πíàñ

1 , Πíàñ
2 , . . . , Πíàñ

m . Ïðè ñîñòîÿíèè ïðèáîðà Γ(2j−1) ïîòîê
íàñûùåíèÿ Πíàñ

j ñîäåðæèò `j òðåáîâàíèé, à ïðè ïðî÷èõ ñîñòîÿíèÿõ � 0 òðåáî-
âàíèé. Òðåáîâàíèÿ èç î÷åðåäè Oj îáñëóæèâàþòñÿ â ïîðÿäêå ïîñòóïëåíèÿ. Äëÿ
ïîñòðîåíèÿ è àíàëèçà ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè äàííîé êîíôëèêòíîé ñèñòåìû
ìàññîâîãî îáñëóæèâàíèÿ áóäåò ïðèìåíåí êèáåðíåòè÷åñêèé ïîäõîä [2, 3].

Îïðåäåëèì ñõåìó êîíôëèêòíîé óïðàâëÿþùåé ñèñòåìû ìàññîâîãî îáñëóæè-
âàíèÿ, âûÿâèì èíôîðìàöèþ, ôóíêöèîíàëüíûå è ñòàòèñòè÷åñêèå ñâÿçè ìåæäó
áëîêàìè. Ñõåìà ñèñòåìû ñîäåðæèò ñëåäóþùèå áëîêè: 1) âíåøíÿÿ ñðåäà ñ îä-
íèì ñîñòîÿíèåì; 2) âõîäíûå ïîëþñà ïåðâîãî òèïà � âõîäíûå ïîòîêè Π1, Π2,
. . . , Πm; 3) âõîäíûå ïîëþñà âòîðîãî òèïà � ïîòîêè íàñûùåíèÿ Πíàñ

1 , Πíàñ
2 ,

. . . , Πíàñ
m ; 4) âíåøíÿÿ ïàìÿòü � íàêîïèòåëè O1, O2, . . . , Om; 5) óñòðîéñòâà

ïî ïåðåðàáîòêå èíôîðìàöèè âíåøíåé ïàìÿòè � óñòðîéñòâà ïî îðãàíèçàöèè
äèñöèïëèíû î÷åðåäåé; 6) âíóòðåííÿÿ ïàìÿòü � îáñëóæèâàþùåå óñòðîéñòâî;
7) óñòðîéñòâî ïåðåðàáîòêè èíôîðìàöèè âî âíóòðåííåé ïàìÿòè � ãðàô ñìå-
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íû ñîñòîÿíèÿ îáñëóæèâàþùåãî óñòðîéñòâà; 8) âûõîäíûå ïîëþñà � âûõîäíûå
ïîòîêè Πâûõ

1 , Πâûõ
2 , . . . , Πâûõ

m .
Â êà÷åñòâå äèñêðåòíîé âðåìåíí�îé øêàëû ìîìåíòîâ íàáëþäåíèÿ çà ñèñòå-

ìîé âûáåðåì ìîìåíòû τ0 = 0, τ1, τ2, . . . ñìåíû ñîñòîÿíèé îáñëóæèâàþùåãî
óñòðîéñòâà. Ïóñòü Γ0 ∈ {Γ(1),Γ(2), . . . ,Γ(2m)} = Γ åñòü ñîñòîÿíèå îáñëóæèâà-
þùåãî óñòðîéñòâà â ìîìåíò 0, Γi ∈ Γ îáîçíà÷àåò ñîñòîÿíèå îáñëóæèâàþùåãî
óñòðîéñòâà íà ïðîìåæóòêå (τi−1, τi]. Ïîëîæèì r ⊕ 1 = r + 1 ïðè r < 2m,
2m ⊕ 1 = 1. Îïðåäåëèì îòîáðàæåíèå v(·) : Γ → R ðàâåíñòâîì v(Γ(r)) = Tr⊕1.
Òîãäà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ìîìåíòîâ íàáëþäåíèÿ ïîðîæäàåòñÿ ðåêóððåíòíûì
ñîîòíîøåíèåì τi+1 = τi + v(Γi), i = 0, 1, . . . . Ïóñòü ζj,i � îñòàâøååñÿ âðåìÿ äî
ïîñòóïëåíèÿ ñëåäóþùåé ïîñëå τi ãðóïïû òðåáîâàíèé ïîòîêà Πj . Âûáåðåì νi =
= (Γi, ζj,i) â êà÷åñòâå ìåòêè òðåáîâàíèé ïîòîêà Πj , ïîñòóïàþùèõ íà ïðîìåæóò-
êå (τi, τi+1]. Ïóñòü ηj,i � ÷èñëî ïîñòóïèâøèõ çà ïðîìåæóòîê (τi, τi+1] òðåáîâà-
íèé ïîòîêà Πj , ϕj(b, y; γ, t) � óñëîâíàÿ âåðîÿòíîñòü ñîáûòèÿ ηj,i = b, ζj,i+1 < y
ïðè óñëîâèè Γi = γ, ζj,i = t. Íåëîêàëüíîå îïèñàíèå âõîäíîãî ïîëþñà Πj ïåðâîãî
òèïà çàäàäèì óñëîâíûìè ðàñïðåäåëåíèÿìè {ϕj(b,∞; γ, t); b = 0, 1, . . .}, γ ∈ Γ,
t > 0 âûäåëåííîé äèñêðåòíîé êîìïîíåíòû {ηj,i; i = 0, 1, . . .} ìàðêèðîâàííîãî
òî÷å÷íîãî ïðîöåññà {(τi, ηj,i, νi); i = 0, 1, . . .}. Èç ïðåäïîëîæåíèÿ î âåðîÿòíîñò-
íîé ñòðóêòóðå âõîäíîãî ïîòîêà Πj ñëåäóåò, ÷òî èíòåãðàëüíîå ïðåîáðàçîâà-
íèå

∑∞
b=0

∫∞
0
zbe−sy dyϕj(b, y; Γ(r), t) ïðèíèìàåò âèä e−s(t−Tr⊕1), ïðè t > Tr⊕1,

è ïðèíèìàåò âèä
∫∞

0

∑∞
b=0(fj(z))b+1e−sy dyGb(Tr⊕1 − t, y) ïðè t > Tr⊕1, ãäå

a∗1j (t) = aj(t), a
∗(b+1)
j (t) =

∫ t
0
a∗b(s)aj(t−s) ds, b = 1, 2, . . . , è Gb(t, y) ïðèíèìà-

åò çíà÷åíèå
∫ t+y
t

aj(s) ds ïðè b = 0, è çíà÷åíèå
∫ t

0
a∗bj (s)

(∫ t+y−s
t−s aj(s1) ds1

)
ds

ïðè b = 1, 2, . . . . Äëÿ íåëîêàëüíîãî îïèñàíèÿ âõîäíîãî ïîëþñà Πíàñ
j âòîðî-

ãî òèïà âûáåðåì ν′i = Γi â êà÷åñòâå ìåòêè òðåáîâàíèé ïîòîêà íàñûùåíèÿ
Πíàñ
j íà ïðîìåæóòêå (τi, τi+1]. Ïóñòü ξj,i � ÷èñëî òðåáîâàíèé ïîòîêà íàñû-

ùåíèÿ Πíàñ
j íà ïðîìåæóòêå (τi, τi+1]. Óñëîâíîå ðàñïðåäåëåíèå ϕ̄j(·; γ) âåëè-

÷èíû ξj,i ïðè ôèêñèðîâàííîì çíà÷åíèè ìåòêè ν′i = γ çàäàåòñÿ ðàâåíñòâàìè
ϕ̄j(`j ; Γ(2j−2)) = ϕ̄j(0; Γ(r)) = 1 ïðè r 6= 2j − 2, ϕ̄j(b; γ) = 0 â îñòàëüíûõ ñëó-
÷àÿõ. Ââåäåì îòîáðàæåíèå u(·) : Γ → Γ ðàâåíñòâàìè u(Γ(r)) = Γ(r⊕+1). Òîãäà
äèíàìèêà îáñëóæèâàþùåãî óñòðîéñòâà îïèñûâàåòñÿ ðåêóððåíòíûì ïî i = 0,
1, . . . ñîîòíîøåíèåì Γi+1 = u(Γi). Ïóñòü κj,i çàäàåò ñîñòîÿíèå áëîêà âíåøíåé
ïàìÿòè è ÷èñëî òðåáîâàíèé â î÷åðåäè Oj . Ïðè ýêñòðåìàëüíîé ñòðàòåãèè îáñëó-
æèâàíèÿ èçìåíåíèå ñîñòîÿíèÿ âíåøíåé ïàìÿòè ïðîèñõîäèò ïî çàêîíó κj,i+1 =
= max{0,κj,i+ηj,i−ξj,i}. Âûáåðåì â êà÷åñòâå îñíîâíîé àíàëèçèðóåìîé õàðàê-
òåðèñòèêè ñîñòîÿíèå îáñëóæèâàþùåãî óñòðîéñòâà (âíóòðåííþþ ïàìÿòü), äëè-
íû î÷åðåäåé (âíåøíþþ ïàìÿòü) è ìåòêè âõîäíûõ ïîëþñîâ. Ââåäåì ìíîæåñòâà
Rm+ = {(t1, t2, . . . , tm) : t1 > 0, t2 > 0, . . . , tm > 0}, S = Γ×X ×Rm+ . Ïóñòü S �
íàèìåíüøàÿ σ-àëãåáðà, ñîäåðæàùàÿ ìíîæåñòâà âèäà {(γ, x, y) : y < y1}, γ ∈ Γ,
x ∈ X, y1 ∈ Rm+ . Íèæå 0̄ ∈ X � íóëåâîé âåêòîð èç X. Èñïîëüçóåìûå íèæå
ïðè ôîðìóëèðîâàíèè îñíîâíûõ ðåçóëüòàòîâ ðàáîòû ìàòåìàòè÷åñêèå ïîíÿòèÿ
èç òåîðèè îáùèõ öåïåé Ìàðêîâà îïðåäåëåíû â [4].

Òåîðåìà 1. Ïóñòü P0(·) � ðàñïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòåé íà (S,S). Ñóùå-
ñòâóåò âåðîÿòíîñòíîå ïðîñòðàíñòâî (Ω,F,P), íà êîòîðîì îïðåäåëåíà ñëó÷àé-
íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {(ζi(ω),κi(ω), ηi(ω), ξi(ω),Γi(ω); i = 0, 1, . . .}, ñ âåê-
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òîðàìè ζi(ω) = (ζ1,i(ω), . . . , ζm,i(ω)), κi(ω) = (κ1,i(ω), . . . ,κm,i(ω)), ηi(ω) =
= (η1,i(ω), . . . , ηm,i(ω)), ξi(ω) = (ξ1,i(ω), . . . , ξm,i(ω)), òàê ÷òî: 1) äëÿ σ-àë-

ãåáðû F̂i, ïîðîæäåííîé íàáîðîì ñëó÷àéíûõ ýëåìåíòîâ Γ0(ω), κ0(ω), ηt(ω),
ξt(ω), ζt(ω), t = 0, 1, . . . , i − 1 è ζi(ω) âàðèàíò óñëîâíîé âåðîÿòíîñòè

P({ω : ηi(ω) = b1, ξi(ω) = b2, ζi+1(ω) < y}|F̂i) èìååò âèä
∏m
j=1 ϕ̄j(b

2
j ; Γi(ω)) ×

× ϕj(b1j , yj ; Γi(ω), ζi(ω)); 2) âûïîëíÿþòñÿ ðåêóððåíòíûå ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó
ñëó÷àéíûìè ýëåìåíòàìè κj,i(ω), ηj,i(ω), ξj,i(ω) è Γi+1(ω), κj,i+1(ω); 3) âåêòîð
(Γ0(ω),κ0(ω), ζ0(ω)) èìååò ðàñïðåäåëåíèå P0(·). Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

{(Γi,κi, ζi); i = 0, 1, . . .}
ÿâëÿåòñÿ îäíîðîäíîé îáùåé öåïüþÌàðêîâà ñ ïåðåõîäíîé âåðîÿòíîñòüþ P̃ (·,·) :
S×S→ [0, 1], îïðåäåëÿåìîé íà ïàðå (Γ(r), x, y0) ∈ S, {(Γ(s), w, y) : y < y1}) ∈ S

ôîðìóëîé
∑`j−x
b=0 ϕj(b, y1

j ; r, y0
j )
∏
l 6=j ϕl(wl−xl, y1

l ; r, y0
l ) äëÿ r = 2j−2, s = r⊕1,

w = 0̄; ôîðìóëîé ϕj(wj+`j−xj , y1
j ; r, y0

j )
∏
l 6=j ϕl(wl−xl, y1

l ; r, y0
l ) äëÿ r = 2j−2,

s = r ⊕ 1, w 6= 0̄; ôîðìóëîé
∏m
l=1 ϕl(wj − xj , y1

l ; r, y0
l ) äëÿ r 6= 2j − 2, s = r ⊕ 1;

çíà÷åíèåì 0 â îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ. Â ïðîñòðàíñòâå ñîñòîÿíèé S ñîäåðæèòñÿ
2m-öèêë {Er : r = 0, 1, . . . , 2m− 1} ñ Er = {(Γ(r+1), x, y) : x ∈ X; y ∈ Rm+ }.
Òåîðåìà 2. Ïóñòü äëÿ êàæäîãî j = 1, 2, . . . , m ñóùåñòâóåò t0j , òàêîå ÷òî

aj(t) = 0 ïðè t < t0j è aj(t) > 0 ïðè t > t0j . Îïðåäåëèì ìåðó ϑ(·) íà (S,S)
ñîîòíîøåíèåì ϑ{(Γ(s), w, y) : y < y1} = y1

1 × y1
2 × . . . × y1

m ïðè s = 1, w =
= 0̄, y1 ∈ Rm+ , è çíà÷åíèåì 0 â îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ. Òîãäà ñòîõàñòè÷åñêîå ÿäðî P̃
ϑ-íåïðèâîäèìî.

Òåîðåìà 3. Ïóñòü äëÿ êàæäîãî j = 1, 2, . . . , m ÷èñëî t0j è ïëîòíîñòü aj(t)
óäîâëåòâîðÿåò ïðåäïîëîæåíèÿì òåîðåìû 2 è aj(t) � íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ
äëÿ âñåõ t > t0j . Êàæäîå ìíîæåñòâî âèäà {(Γ(r), x, y) : 0̄ 6 y1 6 y < y2}, Γ(r) ∈
∈ Γ, x = 0, 1, . . . , ñ äîñòàòî÷íî ìàëûì max{y2

1 − y1
1 , y

2
2 − y1

2 , . . . , y
2
m − y1

m}
ÿâëÿåòñÿ ìèíîðàíòíûì äëÿ ñòîõàñòè÷åñêîãî ÿäðà P̃ .

Ðàáîòà âûïîëíåíà â ðàìêàõ ôóíäàìåíòàëüíîé ÍÈÐ ¾Ìàòåìàòè÷åñêîå ìî-
äåëèðîâàíèå è àíàëèç ñòîõàñòè÷åñêèõ ýâîëþöèîííûõ ñèñòåì è ïðîöåññîâ ïðè-
íÿòèÿ ðåøåíèé¿ (� ãîñðåãèñòðàöèè 01201456585).
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Ââåäåíèå

Ðàññìàòðèâàåòñÿ êîíñòðóêòîð ãðàôîâ, âêëþ÷àþùèé âìåñòå ñ êàæäûì ãðà-
ôîì åãî èçîìîðôíûå êîïèè, ê êîòîðûì ïðèìåíÿþòñÿ áèíàðíûå (îïåðàöèè
ñêëåéêè), ïðè âûïîëíåíèè êîòîðûõ ïðîèçâîäèòñÿ îòîæäåñòâëåíèå èçîìîðô-
íûõ ïîäãðàôîâ G′1 ⊆ G1 è G′2 ⊆ G2 ãðàôîâ-îïåðàíäîâ G1 è G2. Ïîäãðàô G̃,
ïîëó÷åííûé â ðåçóëüòàòå îòîæäåñòâëåíèÿ G′1 è G

′
2, îáðàçóåò ïîäãðàô ñêëåéêè

ðåçóëüòèðóþùåãî ãðàôà G.
Ãðàô G íàçûâàåòñÿ ñóïåðïîçèöèåé ãðàôîâ èç =, åñëè G ∈ = èëè G ìîæíî

ïîëó÷èòü ïóòåì ïîñëåäîâàòåëüíîãî ïðèìåíåíèÿ îïåðàöèé ñêëåéêè ê ãðàôàì
èç = è ê ãðàôàì, ïîëó÷åííûì èç = ñ ïîìîùüþ îïåðàöèé ñêëåéêè.

Îïåðàöèè ñêëåéêè âíîñÿò èçáûòî÷íîñòü â çàäàíèå èíôîðìàöèè î ãðàôàõ,
ïîçâîëÿÿ ôîðìóëèðîâàòü óñëîâèÿ íàñëåäîâàíèÿ ðàçëè÷íûõ õàðàêòåðèñòè÷å-
ñêèõ ñâîéñòâ ãðàôîâ â âèäå îãðàíè÷åíèé íà âèä îòîæäåñòâëÿåìûõ ïîäãðàôîâ,
èõ âûáîð â ïîäãðàôàõ-îïåðàíäàõ è ñïîñîá îòîæäåñòâëåíèÿ [1]. Èçáûòî÷íîñòü
êîíñòðóêòèâíîãî îïèñàíèÿ ìîæíî ðàçáèòü íà äâå êîìïîíåíòû: âåðøèííóþ è
ðåáåðíóþ. Âåðøèííàÿ èçáûòî÷íîñòü îöåíèâàåòñÿ ïî ôîðìóëå

Isv(G) =
∑q
i=0 |V (G̃i)|
|V (G)| . (1)

ãäå q - ÷èñëî îïåðàöèé ñêëåéêè â ñóïåðïîçèöèè s, ðåàëèçóþùåé ãðàô G, G̃i-
ïîäãðàô ñêëåéêè i-îé îïåðàöèè.

Äëÿ îöåíêè ðåáåðíîé èçáûòî÷íîñòè èñïîëüçóåòñÿ ôîðìóëà

Ise (G) =
∑q
i=0 |E(G̃i)|
|E(G)| . (2)

Â [2] ïîëó÷åíà îöåíêà ðåáåðíîé èçáûòî÷íîñòè (2)äëÿ êîíñòðóêòèâíûõ îïè-
ñàíèé ãàìèëüòîíîâûõ ïëàíàðíûõ ãðàôîâ. Â äàííîé ðàáîòå îöåíèâàåòñÿ âåëè-
÷èíà âåðøèííîé èçáûòî÷íîñòè äëÿ ýéëåðîâûõ ãðàôîâ.

Îöåíêè âåðøèííîé èçáûòî÷íîñòè

Ïóñòü =n ìíîæåñòâî n - âåðøèííûõ îáûêíîâåííûõ ýéëåðîâûõ ãðàôîâ; S -
ìíîæåñòâî âñåõ ñóïåðïîçèöèé, ðåàëèçóþùèõ ãðàô G ∈ =n. Êàæäûé ýéëåðîâ
ãðàô ìîæåò áûòü ïîñòðîåí èç ïðîñòûõ öèêëîâ ïóòåì èõ ñêëåéêè ïî ïóñòûì
ïîäãðàôàì. Ïîýòîìó êîíñòðóêòèâíûå îïèñàíèÿ ýéëåðîâûõ ãðàôîâ ìîãóò îá-
ëàäàòü ëèøü âåðøèííîé èçáûòî÷íîñòüþ (1). Îïðåäåëèì ôóíêöèþ Iv(=n) øåí-
íîíîâñêîãî òèïà :
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min
s∈S

Isv(G) = Iv(G); max
G∈=n

Iv(G) = Iv(=n).

Ñïðàâåäëèâà

Òåîðåìà 1.

Iv(=n) =
n− 3

2
.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îöåíêà ñâåðõó. Ïóñòü s(vj) ñòåïåíü âåðøèíû vj ïðîèçâîëü-
íîãî ýéëåðîâà ãðàôà G, |V (G)| = n, |E(G)| = m. Ïðè âû÷èñëåíèè Iv(G) ñïðà-
âåäëèâî ðàâåíñòâî

q∑
i=1

|V (G̃i)| =
n∑
j=1

(
s(vj)

2
− 1).

Ïîñêîëüêó
n∑
j=1

s(vj) = 2m,

òî Iv(G) = (m − n)/n. Îòñþäà, ó÷èòûâàÿ ÷òî m 6 n(n − 1)/2, ïîëó÷àåì, ÷òî
Iv(=n) 6 (n− 3)/2.

Îöåíêà ñíèçó. Êàæäûé ïîëíûé ãðàô Kn ñ íå÷åòíûì n, ÿâëÿþùèéñÿ ýé-
ëåðîâûì, ìîæíî ïîñòðîèòü ñ ïîìîùüþ (n− 1)/2− 1 îïåðàöèé ñêëåéêè ïî On
öèêëîâ Cn. Ïðè ýòîì Iv(=n) > (n− 3)/2.

Äëÿ ìíîæåñòâà =pn ïëàíàðíûõ n - âåðøèííûõ îáûêíîâåííûõ ýéëåðîâûõ
ãðàôîâ ïîëó÷àåì

Ñëåäñòâèå 1.

Iv(=pn) = 2− 6
n
.
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ìåõàíèêî-ìàòåìàòè÷åñêîãî ôàêóëüòåòà ÌÃÓ, 2012. � Ñ. 285�288.
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Ãàìèëüòîíîâ öèêë ìàòðîèäà ýòî öèêë ñ ÷èñëîì ýëåìåíòîâ íà åäèíèöó áîëü-
øèì ðàíãà ìàòðîèäà. Â ñòàòüå ââîäèòñÿ ïîíÿòèå ñòåïåíè ýëåìåíòà ìàòðîèäà
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è óêàçûâàåòñÿ íåîáõîäèìîå óñëîâèå ãàìèëüòîíîâîñòè öèêëà â òåðìèíàõ ñòå-
ïåíåé ýëåìåíòîâ.

Ââåäåíèå

Ìàòðîèä ýòî ïàðà M = (S, F ), ãäå S êîíå÷íîå ìíîæåñòâî ýëåìåíòîâ, à
F ⊆ 2S � ñåìåéñòâî, äëÿ êîòîðîãî âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå óñëîâèÿ (àêñèîìû
íåçàâèñèìîñòè) [1]:

(i1)∅ ∈ F ;
(i2) åñëè A ⊆ B è B ∈ F , òî A ∈ F ;
(i3) åñëè A,B ∈ F è |A| = |B|+1, òî íàéäåòñÿ a ∈ A\B, òàêîå ÷òî B∪a ∈ F .

Ïîäìíîæåñòâà èç F íàçûâàþòñÿ íåçàâèñèìûìè, èç 2S \F � çàâèñèìûìè. Ðàíã
ρ(A) ïîäìíîæåñòâà A ∈ 2S â ìàòðîèäåM = (S, F ) îïðåäåëÿåòñÿ êàê ìîùíîñòü
ìàêñèìàëüíîãî íåçàâèñèìîãî ìíîæåñòâà, ñîäåðæàùåãîñÿ â A. ρ(S) åñòü ðàíã
ìàòðîèäà. Ìàêñèìàëüíîå ïî âêëþ÷åíèþ íåçàâèñèìîå ìíîæåñòâî íàçûâàåòñÿ
áàçîé, ìèíèìàëüíîå ïî âêëþ÷åíèþ çàâèñèìîå ìíîæåñòâî � öèêëîì ìàòðîèäà.

Ýêâèâàëåíòíî, â òåðìèíàõ öèêëîâ, ìàòðîèä îïðåäåëÿåòñÿ êàê ïàðà
M = (S,Σ), ãäå S êîíå÷íîå ìíîæåñòâî, à Σ ⊆ 2S � ñåìåéñòâî, äëÿ êîòîðîãî
âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå óñëîâèÿ (àêñèîìû öèêëîâ):

(c1) åñëè C1, C2 ∈ Σ, C1 6= C2, òî C1 6⊂ C2;
(c2) åñëè C1, C2 ∈ Σ, C1 6= C2, è e ∈ C1 \ C2, òî äëÿ ëþáîãî x ∈ C1 ∩ C2

ñóùåñòâóåò C3 ∈ Σ òàêîå, ÷òî e ∈ C3 ⊆ (C1 ∪ C2) \ x.
Ïóñòü M = (S, F ) è A ⊆ S. Îãðàíè÷åíèåì ìàòðîèäà M íà ìíîæåñòâî A

íàçûâàþò ìàòðîèä MS\A = (A, FS\A), ñ FS\A = {B|B ⊆ A, B ∈ F}.
Ýëåìåíòû a, b ∈ S â ìàòðîèäå M = (S, F ) íàçûâàþò ñâÿçíûìè, åñëè ñóùå-

ñòâóåò öèêë C òàêîé, ÷òî a, b ∈ C. Ìàòðîèä M = (S, F ) íàçûâàþò ñâÿçíûì,
åñëè ëþáûå äâà ýëåìåíòà ìíîæåñòâà S ÿâëÿþòñÿ ñâÿçíûìè.

ÏóñòüM = (S, F ) � ìàòðîèä ðàíãà ρ(S) = k, k < |S|. Öèêë C ìàòðîèäàM
íàçîâ¼ì ãàìèëüòîíîâûì, åñëè |C| = k + 1. Ñîîòâåòñòâåííî áàçó B ìàòðîèäà
íàçîâ¼ì ãàìèëüòîíîâîé, åñëè ñóùåñòâóåò ñîäåðæàùèé å¼ ãàìèëüòîíîâ öèêë.
Ìàòðîèä, ñîäåðæàùèé ãàìèëüòîíîâ öèêë, òàê æå áóäåì íàçûâàòü ãàìèëüòî-
íîâûì.

Ïîíÿòèå ãàìèëüòîíîâà öèêëà, ãàìèëüòîíîâîé áàçû è ãàìèëüòîíîâà ìàòðî-
èäà ââåäåíî â ðàáîòàõ [2, 3]. Â íèõ æå óêàçàí ðÿä ñâîéñòâ, êàñàþùèõñÿ ñëîæ-
íîñòè ðàñïîçíàâàíèÿ ãàìèëüòîíîâà öèêëà ìàòðîèäà. Â ÷àñòíîñòè ïîêàçàíî,
÷òî îòíîñèòåëüíî îðàêóëà ¾H-ïåðèìåòð¿ çàäà÷à ðàñïîçíàâàíèÿ ãàìèëüòîíîâà
öèêëà ÿâëÿåòñÿ ïîëèíîìèíàëüíî ðàçðåøèìîé. Ñâåäåíèÿ î äâàäöàòè äâóõ ìàò-
ðîèäíûõ îðàêóëàõ è èõ ïîëèíîìèàëüíîé ñâîäèìîñòè ìîæíî íàéòè â ðàáîòå [4].
Â ðàáîòå [5] äîêàçàíà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà 1. Ãàìèëüòîíîâ ìàòðîèä ÿâëÿåòñÿ ñâÿçíûì.

Íåîáõîäèìîå óñëîâèå ãàìèëüòîíîâîñòè öèêëà

Ïóñòü M = (S, F ) � ìàòðîèä. Ñòåïåíüþ d(e) ýëåìåíòà e ∈ S íàçîâ¼ì
êîëè÷åñòâî öèêëîâ ìàòðîèäà M , ñîäåðæàùèõ e.

Â ÷àñòíîñòè, åñëè d(e) = 0, òî ýëåìåíò e âõîäèò â ëþáóþ áàçó ìàòðîèäàM .
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Òåîðåìà 2. Ïóñòü M = (S, F ) � ìàòðîèä íà ìíîæåñòâå S ñ n ýëåìåíòàìè
è ðàíãîì ρ(S) = k, 0 < k < n. Åñëè ìàòðîèä M = (S, F ) ãàìèëüòîíîâ, òî
d(e) > n− k äëÿ ëþáîãî e ∈ S.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðîâåä¼ì äîêàçàòåëüñòâî èíäóêöèåé ïî n − k. Ïóñòü
n = k + 1. Òîãäà, åñëè M ãàìèëüòîíîâ, òî S ÿâëÿåòñÿ öèêëîì, ïðè÷¼ì åäèí-
ñòâåííûì è, ñëåäîâàòåëüíî, d(e) = 1, äëÿ ëþáîãî e ∈ S.

Ïóñòü òåîðåìà ñïðàâåäëèâà äëÿ n > k + 1. Ðàññìîòðèì ìàòðîèä M íà
n + 1 ýëåìåíòå ðàíãà k. Åñëè M ãàìèëüòîíîâ, òî ïóñòü C åãî ãàìèëüòîíîâ
öèêë. Èìååì |S \ C| > 2, ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâóþò ýëåìåíòû e, u ∈ S \ C.
Ðàññìîòðèì ìàòðîèä Me = (S \ e, Fe), ÿâëÿþùèéñÿ îãðàíè÷åíèåì M íà ìíî-
æåñòâî ýëåìåíòîâ S\e. ÌàòðîèäMe ñîäåðæèò öèêë C, ðàíã ρe(S\e) ìàòðîèäà
Me ðàâåí k. Ñëåäîâàòåëüíî, Me ÿâëÿåòñÿ ãàìèëüòîíîâûì è ïî èíäóêòèâíîìó
ïðåäïîëîæåíèþ ñòåïåíü de(v) ëþáîãî ýëåìåíòà v ∈ S\e â ìàòðîèäåMe óäîâëå-
òâîðÿåò íåðàâåíñòâó de(v) > n− k. Òàê êàê ìàòðîèä M ïî òåîðåìå 1 ÿâëÿåòñÿ
ñâÿçíûì, òî äëÿ ëþáîãî ýëåìåíòà v ∈ S \ e ñóùåñòâóåò öèêë Cev, ñîäåðæàùèé
ýëåìåíòû e è v. Ïîñêîëüêó ëþáîé öèêë ìàòðîèäà Me ÿâëÿåòñÿ öèêëîì ìàòðî-
èäàM , à öèêë Cev íå âõîäèò â ìíîæåñòâî öèêëîâ ìàòðîèäàMe, òî äëÿ ñòåïåíè
ýëåìåíòà v ∈ S \ e â ìàòðîèäå M ïîëó÷èì d(v) > de(v) + 1 > n − k + 1. Åñëè
ðàññìîòðåòü ìàòðîèäMu = (S\u, Fu), òî àíàëîãè÷íî ïîëó÷èì d(e) > n−k+1.
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Ïóñòü |A| � ìîùíîñòü ìíîæåñòâà A, 2A � ìíîæåñòâî âñåõ ïîäìíîæåñòâ A
è E2 = {0, 1}. Îïðåäåëèì ñëåäóþùåå ìíîæåñòâî ôóíêöèé:

P−2,n = {f | f : En2 → 2E2 \ {∅}}, P−2 =
⋃
n

P−2,n

Ôóíêöèè èç P−2 íàçûâàþòñÿ ãèïåðôóíêöèÿìè. Ñóïåðïîçèöèÿ

f(f1(x1, . . . , xm), . . . , fn(x1, . . . , xm))

ñ âíåøíåé ãèïåðôóíêöèåé f(x1, ..., xn) è âíóòðåííèìè ãèïåðôóíêöèÿìè
f1(x1, ..., xm), ..., fn(x1, ..., xm) îïðåäåëÿåò ãèïåðôóíêöèþ g(x1, ..., xm) ñëåäóþ-
ùèì îáðàçîì:

g(α1, . . . , αm) =
⋃

βi∈fi(α1,...,αm)

f(β1, . . . , βn)

äëÿ ëþáîãî íàáîðà (α1, . . . , αm) ∈ Em2 .
Ìíîæåñòâà, ñîäåðæàùèå âñå ôóíêöèè-ïðîåêöèè è çàìêíóòûå îòíîñèòåëüíî

ñóïåðïîçèöèè, íàçûâàþòñÿ êëîíàìè. Êëîí íàçûâàåòñÿ ìàêñèìàëüíûì, åñëè
åäèíñòâåííûì êëîíîì, åãî ñîäåðæàùèì è íå ñîâïàäàþùèì ñ íèì, ÿâëÿåòñÿ
êëîí âñåõ ãèïåðôóíêöèé.

Èçâåñòíî [1], ÷òî äëÿ ðàññìàòðèâàåìîãî ìíîæåñòâà ãèïåðôóíêöèé ÷èñëî
ìàêñèìàëüíûõ êëîíîâ ðàâíî 9.

Äëÿ êàæäîé ãèïåðôóíêöèè îäíîçíà÷íûì îáðàçîì îïðåäåëèì âåêòîð ïðè-
íàäëåæíîñòè ìàêñèìàëüíûì êëîíàì.

Íà ìíîæåñòâå âñåõ ãèïåðôóíêöèé îïðåäåëèì îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè
ñëåäóþùèì îáðàçîì: ýêâèâàëåíòíûìè áóäóò ãèïåðôóíêöèè, ó êîòîðûõ ñîâïà-
äàþò âåêòîðû ïðèíàäëåæíîñòè ìàêñèìàëüíûì êëîíàì.

Òåîðåìà 1. Ìíîæåñòâî âñåõ ãèïåðôóíêöèé ïîðîæäàåò 119 êëàññîâ ýêâèâà-
ëåíòíîñòè.

Ìíîæåñòâî ãèïåðôóíêöèé íàçûâàåòñÿ ïîëíûì, åñëè îíî ñîäåðæèòñÿ òîëü-
êî â êëîíå âñåõ ãèïåðôóíêöèé. Ìíîæåñòâî ãèïåðôóíêöèé íàçûâàåòñÿ áàçè-
ñîì, åñëè îíî ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì ìíîæåñòâîì, íî ïðè óäàëåíèè õîòÿ áû îäíîé
ãèïåðôóíêöèè ýòî ñâîéñòâî íàðóøàåòñÿ.

Ñ èñïîëüçîâàíèåì ðàçáèåíèÿ íà êëàññû ýêâèâàëåíòíîñòè íàéäåíû ìîù-
íîñòè âñåõ âîçìîæíûõ áàçèñîâ, è ÷èñëî ðàçëè÷íûõ òèïîâ áàçèñîâ îäèíàêîâîé
ìîùíîñòè. Ïðè ýòîì äâà áàçèñà ñ÷èòàþòñÿ ðàçíûìè ïî òèïó, åñëè õîòÿ áû äëÿ
îäíîé ãèïåðôóíêöèè íåêîòîðîãî áàçèñà íå íàéäåòñÿ ýêâèâàëåíòíîé â äðóãîì
áàçèñå. Áàçèñû êëîíà âñåõ ãèïåðôóíêöèé ðàíãà 2 èìåþò ìîùíîñòè îò 1 äî 7,
äëÿ ìîùíîñòè 1 ñóùåñòâóåò òîëüêî îäèí òèï áàçèñà, äëÿ ìîùíîñòè 2 ñóùå-
ñòâóåò 581 òèï áàçèñà, äëÿ ìîùíîñòè 3 � 19 299, äëÿ ìîùíîñòè 4 � 58 974,
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äëÿ ìîùíîñòè 5 � 27 857, äëÿ ìîùíîñòè 6 � 2316, è äëÿ ìîùíîñòè 7 � 35
ðàçëè÷íûõ òèïîâ áàçèñà.

Èçâåñòíî [2, 3], ÷òî äëÿ áóëåâûõ ôóíêöèé ÷èñëî àíàëîãè÷íûõ êëàññîâ ýê-
âèâàëåíòíîñòè ðàâíî 15, èìååòñÿ îäèí òèï áàçèñà ìîùíîñòè 1, 17 òèïîâ áàçèñà
ìîùíîñòè 2, 22 òèïà áàçèñà ìîùíîñòè 3, 2 òèïà áàçèñà ìîùíîñòè 4, áàçèñîâ
áîëüøåé ìîùíîñòè íå ñóùåñòâóåò.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå ÐÔÔÈ: ïðîåêòû �12-01-00351, �13-01-
00621.
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Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ÷èñëåííî èññëåäóåòñÿ ýôôåêòèâíîñòü àëãîðèòìîâ ðàñ-
ïðåäåëåíèÿ ðåñóðñîâ â êîãíèòèâíûõ ñèñòåìàõ ñâÿçè ñ çîíàëüíûìè àóêöèîíà-
ìè, êîòîðûå áûëè ïðåäëîæåíû â ðàáîòå [1].

Ðàññìàòðèâàåòñÿ äâóõóðîâíåâàÿ ñèñòåìà. Íà âåðõíåì óðîâíå ìåíåäæåð
ðàñïðåäåëÿåò ðåñóðñû ìåæäó ïåðâè÷íûìè ïîëüçîâàòåëÿìè, êîòîðûå ðàñïðå-
äåëÿþò èçáûòî÷íûé ðåñóðñ ñðåäè âòîðè÷íûõ ïîëüçîâàòåëåé ñâîèõ çîí ñ ïîìî-
ùüþ àóêöèîíà.

Ñîãëàñíî [1], çàäà÷à ìåíåäæåðà ñåòè èìååò ñëåäóþùèé âèä:

min→
n∑
k=1

(θkfk(uk) + ωk(uk)),

n∑
k=1

uk 6 R, (1)

uk > αk, k = 1, n,

ãäå

� n � êîëè÷åñòâî çîí, íà êîòîðîå ïîäåëåíà ñåòü; êîëè÷åñòâî ïåðâè÷íûõ ïîëü-
çîâàòåëåé, îäíîçíà÷íî ñîïîñòàâëåííûõ çîíàì;

� R � êîëè÷åñòâî ðåñóðñîâ (ñïåêòðà);
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� Ik � ìíîæåñòâî èíäåêñîâ âòîðè÷íûõ ïîëüçîâàòåëåé â k -é çîíå(k = 1, n);
� uk � íåèçâåñòíîå êîëè÷åñòâî ñïåêòðà, âûäåëÿåìîå ïåðâè÷íîìó ïîëüçîâà-

òåëþ k -é çîíû;
� ωk(uk) = ω2,k(uk) − ω1,k(uk) (ω1,k(uk) � äîõîä ìåíåäæåðà ñåòè îò k -é çî-

íû, ω1,k(uk) = ρkuk, ρk > 0; ω2,k(uk) � ñòîèìîñòü âûäåëåííîãî ñïåêòðà
(çàòðàòû ìåíåäæåðà ñåòè) äëÿ k -é çîíû, ω2,k(uk) = σ1,kuk + σ2,k, ëèáî
ω2,k(uk) = δ3,ku

2
k + δ2,kuk + δ1,k);

� θk (θk>0) � äîëÿ k -é çîíû;
� fk(uk) � äîõîä îò àóêöèîíà k -é çîíû, ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì çíà÷åíèåì

ôóíêöèè (2).

min→ (µk(xk)−
∑
i∈Ik

ηi(yi)), (2)

ãäå

� xk � íåèçâåñòíîå êîëè÷åñòâî ñïåêòðà, ïðåäëîæåííîå ïåðâè÷íûì ïîëüçîâà-
òåëåì âòîðè÷íûì ïîëüçîâàòåëÿì â k -é çîíå; gk(xk) � åãî öåíà çà äàííîå
êîëè÷åñòâî ñïåêòðà (gk(xk) = ξkx

νk
k , ξk, νk > 0), αk (αk > 0) � ìèíèìàëü-

íîå êîëè÷åñòâî ñïåêòðà, èñïîëüçóåìîå ñàìèì ïåðâè÷íûì ïîëüçîâàòåëåì
(ò.å. íå ïðåäëàãàåìîå âòîðè÷íûì ïîëüçîâàòåëÿì);

� yi � íåèçâåñòíîå êîëè÷åñòâî ñïåêòðà, ïîëó÷åííîå i -ûì âòîðè÷íûì ïîëüçî-
âàòåëåì, βi (βi > 0) � ìàêñèìàëüíîå äëÿ íåãî êîëè÷åñòâî ñïåêòðà, hi(yi) �
öåíà i -ãî ïîëüçîâàòåëÿ (i ∈ Ik, k = 1, n) çà äàííîå êîëè÷åñòâî (hi(yi) = riSi,
ri � äîõîä çà áèò äîñòèãàåìîé ÷àñòîòû ïåðåäà÷è, Si � ñïåêòðàëüíàÿ ýô-
ôåêòèâíîñòü ïåðåäà÷è i -ãî âòîðè÷íîãî ïîëüçîâàòåëÿ);

� µ′k(xk) = gk(xk), η′i(yi) = hi(yi).
Â [1] ïðåäëîæåíî ðåøàòü çàäà÷ó (1) äâîéñòâåííûì ìåòîäîì:

max
λ>0
→ ψ(λ),

ψ(λ) = min
u∈U

L(u, λ) =
n∑
k=1

min
uk>αk

(θkfk(uk) + ωk(uk) + λuk)− λR, (3)

U = {u ∈ Rn | uk > αk, k = 1, n}.
Ðåøåíèå ïîëó÷åííîé çàäà÷è ìîæíî íàéòè ñ ïîìîùüþ àëãîðèòìîâ ðåøåíèÿ

îäíîìåðíûõ çàäà÷ îïòèìèçàöèè (ê ïðèìåðó, ìåòîäîì çîëîòîãî ñå÷åíèÿ [2]) è
àëãîðèòìà íàõîæäåíèÿ àóêöèîííîé öåíû, îïèñàííîãî â [1]. Àëãîðèòì íàõîæ-
äåíèÿ àóêöèîííîé öåíû âêëþ÷àåò â ñåáÿ óïîðÿäî÷èâàíèå (ñîðòèðîâêó) âòî-
ðè÷íûõ ïîëüçîâàòåëåé ïî óáûâàíèþ öåíû çà ïðèîáðåòåíèå åäèíèöû ñïåêòðà.
Ïîñëå ýòîãî òåì âòîðè÷íûì ïîëüçîâàòåëÿì, ó êîòîðûõ öåíà íå ìåíüøå öåíû
ïðîäàæè, çàïðàøèâàåìîé ïåðâè÷íûì ïîëüçîâàòåëåì, ðàñïðåäåëÿåòñÿ èìåþ-
ùèéñÿ ñïåêòð â ïîðÿäêå íà÷èíàÿ ñ âòîðè÷íîãî ïîëüçîâàòåëÿ ñ ìàêñèìàëüíîé
öåíîé, çàêàí÷èâàÿ � ñ ìèíèìàëüíîé öåíîé.

Îöåíêà êîëè÷åñòâà èòåðàöèé è òåñòèðîâàíèå

Ïóñòü ελ è εuk � çàäàííûå òî÷íîñòè íàõîæäåíèÿ λ è uk, ñîîòâåòñòâåííî.
Ïóñòü [a, b] è [αk, Bk] � íà÷àëüíûå îòðåçêè äëÿ λ è äëÿ uk, ñîîòâåòñòâåííî.
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Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ:

� m � êîëè÷åñòâî èòåðàöèé (øàãîâ), çàòðà÷èâàåìûõ íà ïîèñê ðåøåíèÿ;
� n � êîëè÷åñòâî çîí (ïåðâè÷íûõ ïîëüçîâàòåëåé);
� mλ � êîëè÷åñòâî øàãîâ, çàòðà÷èâàåìûõ íà íàõîæäåíèå λ. Äëÿ àëãîðèòìà

çîëîòîãî ñå÷åíèÿ:

mλ > −
ln ελ − ln(b− a)

0, 69
;

� muk � êîëè÷åñòâî øàãîâ, çàòðà÷èâàåìûõ íà íàõîæäåíèå uk. Äëÿ àëãîðèò-
ìà çîëîòîãî ñå÷åíèÿ:

muk > −
ln εuk − ln(Bk − αk)

0, 69
;

� mIk � êîëè÷åñòâî øàãîâ íàõîæäåíèÿ àóêöèîííîé öåíû, mIk 6| Ik |;
� mSk � êîëè÷åñòâî øàãîâ, çàòðà÷èâàåìûõ íà ñîðòèðîâêó.

Ñ ó÷åòîì ôèêñèðîâàííûõ öåí hi(yi) (i ∈ Ik, k = 1, n) èìååì:

m 6 mλ(
n∑
k=1

muk(mIk + 1)) +
n∑
k=1

mSk.

Áûëî ïðîâåäåíî òåñòèðîâàíèå àëãîðèòìà ðåøåíèÿ çàäà÷è (3).
Ðàññìàòðèâàëèñü ñòàòè÷åñêèå ñëó÷àè, êîãäà âòîðè÷íûå ïîëüçîâàòåëè çà-

êðåïëåíû çà çîíàìè. Ðàñïðåäåëÿëèñü âòîðè÷íûå ïîëüçîâàòåëåé ïî çîíàì ñëó-
÷àéíî ñîãëàñíî ëèáî ðàâíîìåðíîìó, ëèáî íîðìàëüíîìó çàêîíàì ðàñïðåäåëå-
íèÿ. Òèï ðàñïðåäåëåíèÿ íà ðåçóëüòàòû, ïðèâåäåííûå íèæå, íå âëèÿë.

Ïðè èñïîëüçîâàíèè [0,1000] è [αk,R] â êà÷åñòâå íà÷àëüíûõ îòðåçêîâ äëÿ
íàõîæäåíèÿ λ è uk (k = 1, n), ñîîòâåòñòâåííî, êîëè÷åñòâà çîí îò 10 äî 100 è
êîëè÷åñòâà âòîðè÷íûõ ïîëüçîâàòåëåé îò 10 äî 1010 êîëè÷åñòâî èòåðàöèé ïîèñ-
êà ðåøåíèÿ íà âåðõíåì óðîâíå çàäà÷è íå ïðåâûøàëî 50, à ïðè ôèêñèðîâàííûõ
ελ è εuk (k = 1, n), ðàâíûõ 10−4, áûëî ðàâíûì 34. Êîëè÷åñòâî îáðàùåíèé ê
ïîèñêó ðåøåíèÿ k -é çàäà÷è íèæíåãî óðîâíÿ íå ïðåâûøàëî 1300.

Áûëî ïîëó÷åíî, ÷òî ñ óâåëè÷åíèåì ðàçìåðíîñòè çàäà÷è êàê ïî êîëè÷åñòâó
çîí (ïåðâè÷íûõ ïîëüçîâàòåëåé), òàê è ïî êîëè÷åñòâó âòîðè÷íûõ ïîëüçîâàòå-
ëåé çàòðà÷èâàåìûå âðåìÿ è êîëè÷åñòâî èòåðàöèé, íåîáõîäèìûå äëÿ ïîèñêà
ðåøåíèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ñïåêòðà, óâåëè÷èâàëèñü íå áîëåå ÷åì ëèíåéíî.

Áûëà ðàññìîòðåíà àäàïòèâíàÿ ñòðàòåãèÿ îòíîñèòåëüíî òî÷íîñòè çàäà÷
íèæíåãî óðîâíÿ (óòî÷íåíèå εuk (k = 1, n) â çàâèñèìîñòè îò ïðèáëèæåíèÿ
ê ðåøåíèþ çàäà÷è âåðõíåãî óðîâíÿ), ÷òî ïîçâîëèëî óñêîðèòü ïðîöåññ ïîèñêà
ðåøåíèÿ ïðèáëèçèòåëüíî íà 25-30%.

Ðàññìàòðèâàëèñü äèíàìè÷åñêèå ñëó÷àè, êîãäà âòîðè÷íûå ïîëüçîâàòåëè ìî-
ãóò ïåðåìåùàòüñÿ èç çîíû â çîíó. Äàííûå ñëó÷àè ñâîäèëèñü ê ñòàòè÷åñêèì, â
êîòîðûõ êàæäûé âòîðè÷íûé ïîëüçîâàòåëü ïðèíàäëåæàë òîé çîíå, â êîòîðîé
îí íàõîäèëñÿ áîëüøå âñåãî çà îïðåäåëåííûé ïðîìåæóòîê âðåìåíè. Ïðè òàêîì
ïîäõîäå ðåçóëüòàòû òåñòèðîâàíèÿ ñîâïàäàëè ñ ðåçóëüòàòàìè âûøå.
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Óðàâíåíèå â ñëîâàõ ñ òðåìÿ íåèçâåñòíûìè çàäàåòñÿ ðàâåíñòâîì ïàðû ðàç-
ëè÷íûõ ñëîâ â àëôàâèòå íåèçâåñòíûõ {x, y, z}:

F (x, y, z) = G(x, y, z) (1)

Óðàâíåíèå íàçûâàåòñÿ îäíîðîäíûì, åñëè êàæäîå íåèçâåñòíîå âõîäèò îäè-
íàêîâîå ÷èñëî ðàç â ëåâóþ è ïðàâóþ ÷àñòü, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå óðàâíåíèå
íàçûâàåòñÿ íåîäíîðîäíûì.

Òðîéêà ñëîâ (x0, y0, z0) â àëôàâèòå A íàçûâàåòñÿ ðåøåíèåì, åñëè ïðè ïîä-
ñòàíîâêå èõ âìåñòî íåèçâåñòíûõ ïîëó÷àåòñÿ ãðàôè÷åñêîå òîæäåñòâî.

Ðåøåíèÿ (x0, y0, z0) è (x′0, y
′
0, z
′
0) íàçûâàþòñÿ èçîìîðôíûìè, åñëè îíè óäî-

âëåòâîðÿþò îäíîìó è òîìó æå ìíîæåñòâó óðàâíåíèé.
Ðåøåíèå (x0, y0, z0) íàçûâàåòñÿ òðèâèàëüíûì, åñëè x0 = ui, y0 = uj , z0 =

uk, èëè x0 = ui, y0 = uj , z0 = v, èëè x0 = u, y0 = v, z0 = ϕ(u, v), ãäå ϕ(u, v) �
ïóñòîå ñëîâî èëè íåêîòîðîå ïðîèçâåäåíèå ñëîâ u, v. Îñòàëüíûå ðåøåíèÿ íàçû-
âàþòñÿ íåòðèâèàëüíûìè.

Íàõîæäåíèå âñåõ òðèâèàëüíûõ ðåøåíèé óðàâíåíèÿ (1) ñâîäèòñÿ ê ðåøåíèþ
íåêîòîðîãî äèîôàíòîâà óðàâíåíèÿ.

Ðåøåíèå (x0, y0, z0) íàçûâàåòñÿ ìèíèìàëüíûì, åñëè äëÿ ëþáîãî ðåøåíèÿ
(x1, y1, z1) âûïîëíåíà ñèñòåìà íåðàâåíñòâ: |x0| 6 |x1|, |y0| 6 |y1|, |z0| 6 |z1|.

Â ðàáîòå [1] äîêàçàíî, ÷òî óðàâíåíèÿ ñ äâóìÿ íåèçâåñòíûìè èìåþò òîëüêî
òðèâèàëüíûå ðåøåíèÿ âèäà x0 = ui, y0 = uj .

Â [2] äîêàçàíî, ÷òî íåîäíîðîäíîå óðàâíåíèå ñ òðåìÿ íåèçâåñòíûìè èìååò
íå áîëåå îäíîãî íåòðèâèàëüíîãî ðåøåíèÿ, ñ òî÷íîñòüþ äî èçîìîðôèçìà. Äëÿ
óðàâíåíèÿ ñ ÷åòûðüìÿ íåèçâåñòíûìè ýòî óòâåðæäåíèå íåâåðíî.

Ñóùåñòâóþò îäíîðîäíûå óðàâíåíèÿ ñ òðåìÿ íåèçâåñòíûìè, êîòîðûå èìå-
þò áåñêîíå÷íîå ìíîæåñòâî íåèçîìîðôíûõ íåòðèâèàëüíûõ ðåøåíèé, íàïðè-
ìåð, óðàâíåíèÿ

xyz = zxy, xzxy = yxzx.

Äëèíîé óðàâíåíèÿ (1) íàçûâàåòñÿ

|F (x, y, z)|+ |G(x, y, z)| = l(F,G),

ò.å. ñóììà äëèí ëåâîé è ïðàâîé ÷àñòè.
Â [3] äîêàçàíî, ÷òî ëþáîå îäíîðîäíîå óðàâíåíèå (1) äëèíû íå áîëåå 10 ëèáî

íå èìååò íåòðèâèàëüíîãî ðåøåíèÿ ëèáî èìååò áåñêîíå÷íîå ìíîæåñòâî íåèçî-
ìîðôíûõ íåòðèâèàëüíûõ ðåøåíèé. Íàéäåí ïðèìåð îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ



124 Ë.Ì.Êîãàíîâ

äëèíû 12, êîòîðîå èìååò åäèíñòâåííîå íåòðèâèàëüíîå ðåøåíèå ñ òî÷íîñòüþ
äî èçîìîðôèçìà:

x2zy2z = y2z2x2.

Äîêàçàíî, ÷òî ïî÷òè âñå óðàâíåíèÿ íåîäíîðîäíû. Îòñþäà ñëåäóåò

Òåîðåìà 1. Ïî÷òè âñå óðàâíåíèÿ ñ òðåìÿ íåèçâåñòíûìè èìåþò íå áîëåå îä-
íîãî íåòðèâèàëüíîãî ðåøåíèÿ ñ òî÷íîñòüþ äî èçîìîðôèçìà.

Â ðàáîòå èçó÷åíû ñâîéñòâà ìèíèìàëüíûõ ðåøåíèé.

Òåîðåìà 2. Åñëè (x0, y0, z0) - ìèíèìàëüíîå íåòðèâèàëüíîå ðåøåíèå óðàâíå-
íèÿ (1), òî min{|x0|, |y0|, |z0|} = 1, |A| = 2, ò.å. àëôàâèò ðåøåíèé ñîñòîèò èç
äâóõ áóêâ.
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Åù¼ îäíà áèåêöèÿ â ïåðå÷èñëèòåëüíîé
êîìáèíàòîðèêå

Ë.Ì.Êîãàíîâ

Íàó÷íûé öåíòð íåëèíåéíîé âîëíîâîé ìåõàíèêè è òåõíîëîãèè ÐÀÍ, Ìîñêâà

1. Áóäåì ïîíèìàòü ïîä {3}-äåðåâüÿìè ñâîáîäíûå (íåêîðíåâûå, íèêóäà íå
âëîæåííûå) äåðåâüÿ ñ ïîìå÷åííûìè íà÷àëüíûì îòðåçêîì íàòóðàëüíîãî ðÿäà
[n] = {1, . . . , n} êîíöåâûìè (= âèñÿ÷èìè = ëèñòüÿìè) âåðøèíàìè, âñå âíóòðåí-
íèå âåðøèíû êîòîðûõ èìåþò èñêëþ÷èòåëüíî ñòåïåíü 3 è íå èìåþò íèêàêèõ
ïîìåòîê.

Àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿþòñÿ {2, 3}-, {3, 4}-, . . . è ïðî÷èå { }-äåðåâüÿ. Ïðè
ýòîì â ôèãóðíûõ ñêîáêàõ óêàçûâàþòñÿ äîïóñòèìûå è ðåàëèçóåìûå ñòåïåíè
âåðøèí, à íàèìåíüøåå íàòóðàëüíîå ÷èñëî 1 îïóñêàåòñÿ ñîãëàñíî îáùåèçâåñò-
íîé òåîðåìå î íåòðèâèàëüíûõ äåðåâüÿõ, ñîäåðæàùèõ íå ìåíåå äâóõ � ïðå-
äåëüíûé ñëó÷àé ïðîñòûõ öåïåé � âèñÿ÷èõ âåðøèí.
{3}-äåðåâüÿ ôèãóðèðóþò êàê îñíîâíûå îáúåêòû èññëåäîâàíèÿ â ìåæäèñ-

öèïëèíàðíîì íàó÷íîì íàïðàâëåíèè, èìåíóåìîì áèîèíôîðìàòèêîé [1, ãë. 7, c.
240�251; 278�280].

Òàì æå ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à ïåðå÷èñëåíèÿ, ïðè÷¼ì ïåðå÷èñëÿþùèì ïà-
ðàìåòðîì ÿâëÿåòñÿ êàê ïðàâèëî ÷èñëî n âèñÿ÷èõ âåðøèí, ÷åðåç êîòîðîå ñ
ïîìîùüþ, äîïóñòèì, ëåììû î ðóêîïîæàòèÿõ âûðàæàþòñÿ îñòàëüíûå ïàðà-
ìåòðû, êàê òî: ÷èñëî âíóòðåííèõ ñòåïåíè 3 âåðøèí, îáùåå ÷èñëî ð¼áåð è ò.ï.
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2. Àëãîðèòì (ïðåäâàðèòåëüíàÿ âåðñèÿ) ïîñëåäîâàòåëüíîãî ïîñèñòåìíîãî
íàðàùåíèÿ âïëîòü äî ïîëó÷åíèÿ òðåáóåìîãî {3}-äåðåâà èëè æå ñèñòåìû âñåõ
áåç èñêëþ÷åíèÿ òðåáóåìûõ {3}-äåðåâüåâ ñ çàäàííûì íàïåð¼ä çíà÷åíèåì ïåðå-
÷èñëÿþùåãî ïàðàìåòðà n òàêîâ.

1′. Ïðîöåññ íà÷èíàåòñÿ ñ îäíîð¼áåðíîãî äâóõâåðøèííîãî ãðàôà-äåðåâà,
êîíöû êîòîðîãî ïîìå÷åíû ñîòâåòñòâåííî ÷èñëàìè 1 è 2, à ñàìî ðåáðî-ñïýéñ
(space, òåðìèí âçÿò èç [2]) � ðèìñêîé öèôðîé I.

Äàëåå ïðåäëàãàåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîå ôîðìèðîâàíèå ïî íàðàùåíèþ ñòåá-
ëåé (ïîëóðåáðî ñî ñòðåëêîé íà êîíöå � òåðìèí Â.À. Ëèñêîâöà).

2′. Ïðè âñòðàèâàíèè â óñëîâíóþ ¾ñåðåäèíó¿ (ëþáàÿ âíóòðåííÿÿ òî÷êà ãî-
ìåîìîðôíîãî îáðàçà îòêðûòîãî èíòåðâàëà ïî Ó.Ò. Òàòòó) óêàçàííîãî ñïýéñà-
ðåáðà ñòð�åëêè äîáàâëÿåìîãî ñòåáëÿ ìû:

a) ìåòèì ñâîáîäíûé îò ñòð�åëêè êîíåö ñòåáëÿ ïåðâûì íåçàíÿòûì íàòóðàëü-
íûì ÷èñëîì (íà 1-ì øàãå ýòî áóäåò 3).

b) íîâîå, îáðàçîâàííîå ñòåáëåì ðåáðî-ñïýéñ, îáîçíà÷èì ðèìñêîé íóìåðà-
öèåé ÷èñëà 2n− 3 (ñì. êîíåö ïðåäûäóùåãî ðàçäåëà; òàê, ïðè n = 3 ýòî áóäåò
III).

Äàëåå, òàê êàê êàæäîå ïåðåä ïîäðàçáèåíèåì (subdivision operation) îñòðè-
¼ì ñòåáëÿ ðåáðî ÿâëÿåòñÿ ïåðåøåéêîì (èëè ìîñòîì = a bridge) â ñìûñëå Ô.
Õàðàðè, òî ìû èìååì ïîñëå ïîäðàçáèåíèÿ 2 âåòâè, äîñòàâëÿåìûå îñíîâàíèåì
âñòðîåííîãî ñòåáëÿ (= òî÷êîé ïîäðàçáèåíèÿ = òî÷êîé êðåïëåíèÿ), à èìåí-
íî: âåòâü, ñîäåðæàùóþ âèñÿ÷óþ âåðøèíó 1 (ìû îòîæäåñòâëÿåì, êàê ñåé÷àñ
ïðèíÿòî, âåðøèíû è èõ ìåòêè) è âåòâü, äîïîëíèòåëüíóþ äî óêàçàííîé â èñ-
õîäíîì äî øàãà äåðåâå ñ ïîäðàçáèòûì âñòðàèâàíèåì ñòåáëÿ ðåáðîì ïîñëå øàãà
àëãîðèòìà.

Òîãäà:
c) â âåòâè, ñîäåðæàùåé âåðøèíó 1, ïî âñåì ð¼áðàì (êðîìå íîâîãî âñòðîåí-

íîãî ðåáðà-ñòåáëÿ � ñì. ïðåäûäóùèé ïóíêò b) è êðîìå ðåáðà-ñòåáëÿ, âñòðîåí-
íîãî íà íåïîñðåäñòâåííî ïðåäûäóùåì øàãå � ñì. íèæå), âêëþ÷àÿ ÷àñòè ïîä-
ðàçáèòîãî ðåáðà (èìååòñÿ â âèäó åãî ÷àñòü, ïðèíàäëåæàùàÿ óêàçàííîé âåòâè)
âñå áåç èñêëþ÷åíèÿ ìåòêè ð¼áåð-ñïýéñîâ îñòàâëÿåì áåç èçìåíåíèé:

X := X;

â âåòâè æå äîïîëíèòåëüíîé ê ðàññìîòðåííîé âûøå, îáðàçîâàííîé óêàçàííûì
ïîäðàçáèåíèåì áåç äîáàâëÿåìîãî ñòåáëÿ, ñäâèãàåì íóìåðàöèþ âñåõ áåç èñêëþ-
÷åíèÿ ð¼áåð-ñïýéñîâ íà I (ðèìñêîå):

Y := Y + I.

Ïðè ýòîì òàêîé æå ñäâèã ðèìñêîé íóìåðàöèè îñóùåñòâëÿåòñÿ è âî âñòðîåí-
íîì íà íåïîñðåäñòâåííî ïðåäûäóùåì øàãå ñòåáëå, íûíå ðåáðå-ñïýéñå, ïðè÷¼ì
âíå çàâèñèìîñòè îò íàõîæäåíèÿ â âåòâÿõ � ñîäåðæàùåé ëè âåðøèíó 1, èëè
æå äîïîëíèòåëüíîé ïî îòíîøåíèþ ê òî÷êå ïîäðàçáèåíèÿ.

Ïîñëå ÷åãî ïðîäîëæàåì âñåâîçìîæíûìè äîïóñòèìûìè ñïîñîáàìè ïðîöåññ
ïîñèñòåìíîãî íàðàùåíèÿ [3] ïóò¼ì ïîäðàçáèåíèÿ íîâûõ ð¼áåð è èõ óêàçàííîé
ïîøàãîâîé (ïåðå-) íóìåðàöèè âïëîòü äî îáðàçîâàíèÿ òðåáóåìîãî 3-äåðåâà. ×òî
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äîñòàâëÿåò åñòåñòâåííûé ïðîöåññ êîäèðîâàíèÿ (ðèìñêîé íóìåðàöèè) âñåõ áåç
èñêëþ÷åíèÿ ð¼áåð âêóïå ñ ÿâíîé ôîðìóëîé ïåðå÷èñëåíèÿ ìîùíîñòè ñèñòåìû
óêàçàííûõ äåðåâüåâ (ñì. íèæå).

3. Òåîðåìà 1. Ïðè n > 3 ñóùåñòâóåò óíèâåðñàëüíàÿ ïîñèñòåìíàÿ áèåêöèÿ
ïî ïîñëåäîâàòåëüíîìó íàðàùåíèþ ñïýéñîâ (è èõ óêàçàííîé âûøå ïåðåíóìå-
ðàöèè) ñèñòåìû 3-äåðåâüåâ ñ ïåðå÷èñëÿþùèì ïàðàìåòðîì � ÷èñëîì âèñÿ÷èõ
âåðøèí n è äèàãðàììàìè ñâÿçåé ñ ÷èñëîì rank = n− 2 ïîëóîêðóæíîñòåé [3].

Ñëåäñòâèå.Ìîùíîñòü îáåèõ óêàçàííûõ ñèñòåì ïðè n > 3 åñòü ñîãëàñíî [3]
(ñì. òàêæå [4])

[2 · (n− 2)− 1]!! = (2n− 5)!!,

è ïðè ýòîì âûâîäå ìû îáõîäèìñÿ áåç òðóäî¼ìêîãî êîäèðîâàíèÿ ïî Ïðþôåðó
([1], � cì. òàêæå ñòàòüþ À. Ìîâøîâè÷à � Ô. Õàðàðè, óêàçàííóþ â ñïèñêå
ëèòåðàòóðû â [4]).

4. Çàìå÷àíèå 1. Ðàáîòà àëãîðèòìà èç ðàçäåëà 2 íàñòîÿùåãî òåêñòà áûëà
ïðîâåðåíà âðó÷íóþ àâòîðîì âïëîòü äî n = 5, âîçìîæíî, îí, ýòîò àëãîðèòì,
ïîòðåáóåò íåêîòîðûõ âèäîèçìåíåíèé è óòî÷íåíèé. Îäíàêî â ñèëó ðàññóæäå-
íèé, ïðåäñòàâëåííûõ â [1] è, ðàíåå è íåçàâèñèìî, â [4], òåîðåìà ïðåäûäóùåãî
ðàçäåëà âåðíà âíå ðàññìîòðåííîãî àëãîðèòìà ïîñëåäîâàòåëüíîé ïîøàãîâîé
ðèìñêîé ïîìåòêè-íóìåðàöèè ð¼áåð-ñïýéñîâ.

Çàìå÷àíèå 2. Àíàëîãè÷íî ïåðå÷èñëÿþòñÿ {2, 3}-äåðåâüÿ ñ äâóìÿ ïàðàìåò-
ðàìè � ÷èñëîì âèñÿ÷èõ (ïîìå÷åííûõ) âåðøèí è ÷èñëîì âíóòðåííèõ (íåïîìå-
÷åííûõ) òî÷åê ïîäðàçáèåíèÿ â ñìûñëå Ô. Õàðàðè. Ïðè ýòîì ìû òðàêòóåì
{2, 3}-äåðåâî êàê îñíàù¼ííîå ðàçìåùåíèåì ñ ïîâòîðåíèÿìè {3}-äåðåâî, ãäå
ðîëü òèïîâ èãðàþò ð¼áðà-ñïýéñû ñ äàííîé óêàçàííûì âûøå àëãîðèòìîì �
ðàçäåë 2 íàñòîÿùåãî òåêñòà � ðèìñêîé íóìåðàöèåé, à ðîëü íåðàçëè÷èìûõ
âíóòðè òèïîâ äðîáèíîê-ýëåìåíòîâ (îáû÷íî ìàëåíüêèõ êðóæî÷êîâ íà äèà-
ãðàììàõ) � èãðàþò âíóòðåííèå âåðøèíû ïîäðàçáèåíèé (= ñòåïåíè 2).

Îòìåòèì, ÷òî ðàíåå ïåðå÷èñëåíèå {3}- è {2, 3}-äåðåâüåâ îñóùåñòâëÿëîñü
ñîâåðøåííî èíûìè ìåòîäàìè â ïðîãðàììå Ëåñëè Ðè÷àðäà Ôóëäñà � Ðîáåðòà
Ó. Ðîáèíñîíà: ñì. îñîáåííî â [5, ðàçä. 1 è ññûëêè, äàííûå òàì].

5. Àâòîð ïðèçíàòåëåí È.Ì. Ïàêó (óíèâåðñèòåò Ëîñ-Àíäæåëåñà) çà îáñóæ-
äåíèå, ñîñòîÿâøååñÿ â Ìîñêâå â ÌÖÍÌÎ 1 îêòÿáðÿ 2004 ãîäà. Àâòîð òàêæå
ñåðäå÷íî ïðèçíàòåëåí Ä.Ñ. Ðîìàíîâó (ÌÃÓ, êàôåäðà ìàòåìàòè÷åñêîé êèáåð-
íåòèêè ÂÌèÊ) çà äðóæåñêóþ ïîìîùü â ïîäãîòîâêå òåêñòà.
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Íåëèíåéíîå óïðàâëåíèå íà ìíîãîîáðàçèÿõ ñ
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Òîìñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò, Òîìñê

Ìåòîäû íåëèíåéíîé àäàïòàöèè íà ìíîãîîáðàçèÿõ ÿâëÿþòñÿ îäíèì èç íàè-
áîëåå ïåðñïåêòèâíûõ èíñòðóìåíòîâ íåëèíåéíîãî ñèíòåçà ñèñòåì óïðàâëåíèÿ
[1, 2, 3, 4]). Îäíî èç ðàííèõ óñïåøíûõ ïðèìåíåíèé ôîðìàëèçìà èíâàðèàíòîâ
äëÿ ïîñòðîåíèÿ ñèñòåìû óïðàâëåíèÿ îñóùåñòâëåíî Ã.Â.Ùèïàíîâûì (íàïð.,
[5]), âïåðâûå ïîñòàâèâøèì çàäà÷ó ñèíòåçà ¾ðåãóëÿòîðà ñ ïîëíîé êîìïåíñàöè-
åé¿.

Ïîñòàíîâêà çàäà÷è. Â äîêëàäå ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à êîíñòðóèðîâà-
íèÿ óïðàâëåíèÿ ñëîæíûì îáúåêòîì ñ ïëîõî ôîðìàëèçóåìîé ïðàâîé ÷àñòüþ â
åãî îïèñàíèè:

ẋj(t) = fj(x1, x2, ..., xn; Θ;uj), j = 1,m;

ẋj(t) = fj(x1, x2, ..., xn; Θ), j = m+ 1, n, (1)

ãäå x = (x1, x2, ..., xn) ∈ Rn � âåêòîð ñîñòîÿíèé, Θ ∈ Rk � âåêòîð ïàðàìåòðîâ,
u ∈ Rm,m < n � âåêòîð óïðàâëåíèÿ, f ∈ Rn � íåïðåðûâíàÿ (íåëèíåéíàÿ)
âåêòîð-ôóíêöèÿ; êîìïîíåíòû âåêòîðà f1, f2, ..., fm íåèçâåñòíû. Äëÿ îáúåêòà
(1) ñòàâèòñÿ çàäà÷à íàõîæäåíèÿ çàêîíà óïðàâëåíèÿ u(x), îáåñïå÷èâàþùåãî
ïåðåâîä îáúåêòà óïðàâëåíèÿ (1) èç ïðîèçâîëüíîãî íà÷àëüíîãî ñîñòîÿíèÿ x(0)
â íåêîòîðîé îáëàñòè ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà â çàäàííîå ñîñòîÿíèå è åãî ñòàáè-
ëèçàöèþ â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè öåëåâîãî ìíîãîîáðàçèÿ Ψ(x) = 0, ãäå Ψ(x) �
ñïåöèàëüíûì îáðàçîì îïðåäåëåííàÿ ìàêðîïåðåìåííàÿ (ôóíêöèÿ, çàâèñÿùàÿ
îò íåñêîëüêèõ êîîðäèíàò îáúåêòà).

Ðåøåíèå çàäà÷è. Áóäåì ñòðîèòü ñèñòåìó óïðàâëåíèÿ äëÿ îáúåêòà (1),
ðîáàñòíóþ ê íåèçâåñòíûì ñîñòàâëÿþùèì îïèñàíèÿ (1).

Èçëîæèì êðàòêî èäåéíûå ñòîðîíû ïîäõîäîâ ê óïðàâëåíèþ íà ìíîãîîá-
ðàçèÿõ [2, 3, 4], ðåàëèçîâàííûõ â àëãîðèòìàõ 1�3 íà ïðèìåðå ñèñòåìû 2-ãî
ïîðÿäêà, êàê ïðåàìáóëó ê àëãîðèòìó 4 ðåøåíèÿ çàäà÷è:

ẋ1(t) = f1(x);
ẋ2(t) = f2(x) + u, (2)

ãäå f1 � èçâåñòíàÿ ôóíêöèÿ, f2 � íåèçâåñòíàÿ íåëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ;
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Àëãîðèòì 1 ñêîëüçÿùåãî óïðàâëåíèÿ íà ìíîãîîáðàçèÿõ.

1. Íàõîæäåíèå ìàæîðàíòû: λ(x) : |c1f1(x) + f2(x)| 6 λ(x)∀x ∈ R2.
2. Îïðåäåëåíèå öåëåâîãî ìíîãîîáðàçèÿ: Ψ(x) = 0,Ψ(x) = c1x1 + x2.
3. Âûáîð ôóíêöèè Ëÿïóíîâà: V (t) = 0.5Ψ2(x).
4. Âûâîä ðîáàñòíîãî çàêîíà óïðàâëåíèÿ ïî îòíîøåíèþ ê íåîïðåäåëåííîñòè

f2 ñîãëàñíî óñëîâèþ Ëÿïóíîâà V (t) < 0:
u(x) = −β(x)sign(Ψ(x)), β(x) : β(x) > λ(x) + β0, ãäå β0 = const > 0.
Ê íåæåëàòåëüíûì îñîáåííîñòÿì àëãîðèòìà ìîæíî îòíåñòè ñëåäóþùèå ïî-

ëîæåíèÿ: à) âûñîêàÿ ÷óâñòâèòåëüíîñòü ê ïðèñóòñòâèþ øóìîâ, ê ïàðàìåòðó c1
; á) îáÿçàòåëüíîå çíàíèå ìàæîðàíòû λ(x); â) óïðàâëåíèå u(x) ðàçðûâíîå.

Àëãîðèòì 2 àíàëèòè÷åñêîãî êîíñòðóèðîâàíèÿ àãðåãèðîâàííûõ
ðåãóëÿòîðîâ (ÀÊÀÐ).

1. Ðàñøèðåíèå ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà ââåäåíèåì äîïîëíèòåëüíîé ïåðåìåí-
íîé x3 := f2(x), ïðè ýòîì óêàçûâàåòñÿ çàêîí èçìåíåíèÿ íåîïðåäåëåííîñòè:
ẋ3 = g(x(t)).

2. Îïðåäåëåíèå öåëåâîãî ìíîãîîáðàçèÿ (äëÿ óäîáñòâà ñðàâíåíèÿ âûáåðåì
öåëü óïðàâëåíèÿ â òàêîì æå âèäå, ïîëàãàÿ c1 = 1): Ψ(x) = 0,Ψ(x) = x1+x2.

3. Ïîñòàíîâêà çàäà÷à ôîðìèðîâàíèÿ óïðàâëÿþùåãî âîçäåéñòâèÿ, ïåðåâîäÿ-
ùåãî îáúåêò (2) èç çàäàííîãî íà÷àëüíîãî ñîñòîÿíèÿ x(0) â îêðåñòíîñòü
ìíîãîîáðàçèÿ Ψ(x) = 0 è äîñòàâëÿþùåãî ìèíèìóì îïðåäåëåííîìó îïòèìè-

çèðóþùåìó ôóíêöèîíàëó âèäà: J =
∞∫
0

(ϕ2(Ψ(x))+ω2Ψ̇2(t)) dt, ãäå ôóíêöèÿ

ϕ(Ψ(x)) îáëàäàåò ñâîéñòâàìè: à) îäíîçíà÷íàÿ, íåïðåðûâíàÿ, äèôôåðåíöè-
ðóåìàÿ ôóíêöèÿ äëÿ âñåõ Ψ(x); á) Ψ(0) = 0; â) ϕ(Ψ(x)) > 0.

4. Ïðèìåíåíèå âàðèàöèîííîãî ïðèíöèïà, èñïîëüçóåìîãî â çàäà÷àõ íà óñëîâ-
íûé ýêñòðåìóì: âûäåëåíèå óñòîé÷èâîãî ïîäñåìåéñòâà ýêñòðåìàëåé, óäî-
âëåòâîðÿþùèõ ôóíêöèîíàëüíûì óðàâíåíèÿì Ýéëåðà-Ëàãðàíæà âèäà:
ωΨ̇(x(t)) + Ψ(x(t)) = 0 è äîñòàâëÿþùèõ áåçóñëîâíûé ìèíèìóì ôóíêöè-
îíàëó J .

5. Âûâîä çàêîíà óïðàâëåíèÿ: u(x) = −ω−1(Ψ(x) + ω(f1(x) + x3))

Àëãîðèòì 3 ãàðàíòèðóþùåãî ðåãóëÿòîðà íà ìíîãîîáðàçèÿõ ñ êîì-
ïåíñàöèåé èíòåðâàëüíûõ ïîìåõ. Ëîãèêó àëãîðèòìà 3 ãàðàíòèðóþùåãî
ðåãóëÿòîðà íà ïðèìåðå (2) ìîæíî îïèñàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:

ẋ1(t) = f1(x); ẋ1(t) = f1(x);
ẋ2(t) = f2(x) + u.⇒ ẋ2(t) = f2(x) + u+ z(x);

ż(t) = η(x2 − x20).

Àëãîðèòì 4 ñèíòåçèðóåò èäåè âñåõ òðåõ âûøå îïèñàííûõ àëãîðèòìîâ 1�3
è ÿâëÿåòñÿ òåîðåòè÷åñêèì îáîñíîâàíèåì ãàðàíòèðóþùèõ ðåãóëÿòîðîâ.

Àëãîðèòì 4 óïðàâëåíèÿ íà ìíîãîîáðàçèÿõ ñ íåïîëíûì îïèñàíè-
åì.

1. Ïðèìåíåíèå àëãîðèòìà 2 (ìåòîä ÀÊÀÐ) äëÿ ôîðìèðîâàíèÿ ñòðóêòóðíîé
ñõåìû ñèñòåìû óïðàâëåíèÿ:

u(x) = −ω−1(Ψ(x) + ω(f1(x) + f2(x))).
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2. Ïðèìåíåíèå àëãîðèòìà 3: âêëþ÷åíèå äîïîëíèòåëüíîé ïåðåìåííîé â óðàâ-
íåíèå, ñîäåðæàùåå ïåðåìåííóþ óïðàâëåíèÿ:

ẋ1(t) = f1(x);
ẋ2(t) = f2(x) + u(x) + υ(x);
υ̇(t) = g(x),

ãäå f1 � èçâåñòíàÿ ôóíêöèÿ, f2 � íåèçâåñòíàÿ ôóíêöèÿ, g(x) � íåèçâåñòíàÿ
ôóíêöèÿ, ïîäëåæàùàÿ äàëåå îïðåäåëåíèþ; u(x) � ÀÊÀÐ � óïðàâëåíèå;
υ(x) � ñîñòàâëÿþùàÿ ÀÊÀÐ-óïðàâëåíèÿ äëÿ êîìïåíñàöèè âîçìóùåíèÿ.

3. Ïðèìåíåíèå àëãîðèòìà 1 äëÿ îïðåäåëåíèÿ çàêîíà g(x) c ôóíêöèåé Ëÿïó-
íîâà â âèäå V (t) = 0.5(Ψ2(x) + υ2(x)).

4. Âûâîä óïðàâëåíèÿ υ(x)) èç óñëîâèÿ îòðèöàòåëüíîñòè ïðîèçâîäíîé ôóíê-
öèè Ëÿïóíîâà: υ̇(t) = −ηΨ(x).
Èòîãîâàÿ ñèñòåìà óïðàâëåíèÿ èìååò âèä:

ẋ1(t) = f1(x);

ẋ2(t) = −ω−1Ψ(x)− f1(t) + υ(x);
υ̇(t) = −ηΨ(x).

Ïåðå÷èñëèì îñîáåííîñòè ïðèìåíåíèÿ è äîñòîèíñòâà àëãîðèòìà 4.

1. Íå òðåáóåòñÿ çíàíèå ãðàíèöû íåîïðåäåëåííîñòè f2.
2. Àëãîðèòì 4 � îáîñíîâàíèå ìåòîäà ñèíòåçà ãàðàíòèðóþùèõ ðåãóëÿòîðîâ.
3. Àëãîðèòì 4 ñîäåðæèò âñå äîñòîèíñòâà áàçîâûõ àëãîðèòìîâ 1-3 è ÿâëÿåòñÿ

òåîðåòè÷åñêèì îáîñíîâàíèåì àëãîðèòìà ïîñòðîåíèÿ íå÷åòêîãî ðåãóëÿòîðà
(Êîëîìåéöåâà À.Á., Õî Ä.Ë.), îñíîâàííîãî íà ìåòîäå ÀÊÀÐ è èäåå ìíîæå-
ñòâåííîãî óïðàâëåíèÿ [1].

Çàêëþ÷åíèå. Â äîêëàäå ñäåëàí ñðàâíèòåëüíûé îáçîð áàçîâûõ àëãî-
ðèòìîâ óïðàâëåíèé íà ìíîãîîáðàçèÿõ. Ïðèâåäåíî òåîðåòè÷åñêîå îáîñíîâà-
íèå ãàðàíòèðóþùåãî ðåãóëÿòîðà, êîìïåíñèðóþùåãî âîçìóùåíèÿ ìíîãîìåðíî-
ãî íåëèíåéíîãî îáúåêòà, ïðè÷åì áåç îáðåìåíèòåëüíûõ îãðàíè÷åíèé íà õàðàê-
òåð âîçìóùåíèÿ.

Áëàãîäàðíîñòè. Àâòîð âûðàæàåò ãëóáîêóþ ïðèçíàòåëüíîñòü À.À. Êî-
ëåñíèêîâó çà ïîñòàíîâêó çàäà÷è î íåîáõîäèìîñòè ñðàâíåíèÿ óïðàâëåíèÿ íà
ìíîãîîáðàçèÿõ ïëîõîôîðìàëèçóåìûì îáúåêòîì [6] è ìåòîäà ñèíòåçà ãàðàíòè-
ðóþùèõ ðåãóëÿòîðîâ ïðè íàèõóäøèõ âîçìóùåíèÿõ.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå ÐÔÔÈ, ïðîåêò �13-08-01015-à.
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Ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à îöåíêè ìàêñèìàëüíîãî âîçìîæíîãî ÷èñëà ìàêñè-
ìàëüíûõ ïîâòîðîâ ñ ðàçðûâîì â ïðîèçâîëüíûõ ñëîâàõ ôèêñèðîâàííîé äëèíû.
Ïîä ïîâòîðîì ñ ðàçðûâîì â ñëîâå ïîíèìàåòñÿ ôàêòîð âèäà uvu, ãäå u è v �
íåêîòîðûå íåïóñòûå ñëîâà (ôàêòîðîì ñëîâà a1a2 . . . an íàçûâàåòñÿ ïðîèçâîëü-
íûé íåïóñòîé ôðàãìåíò aiai+1 . . . aj ýòîãî ñëîâà). Ñëîâà u íàçûâàþòñÿ ñîîò-
âåòñòâåííî ëåâîé è ïðàâîé êîïèÿìè ïîâòîðà, à ñëîâî v íàçûâàåòñÿ ðàçðûâîì
ïîâòîðà. Ïåðèîäîì ïîâòîðà íàçûâàåòñÿ ñóììàðíàÿ äëèíà êîïèè è ðàçðûâà
ïîâòîðà. Äëÿ ëþáîãî α > 1 ïîâòîð ñ ðàçðûâîì íàçûâàåòñÿ α-ïîâòîðîì åñëè
îòíîøåíèå åãî ïåðèîäà ê äëèíå åãî êîïèè íå ïðåâîñõîäèò α. Ïîâòîð ñ ðàçðû-
âîì íàçûâàåòñÿ ìàêñèìàëüíûì, åñëè âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå äâà óñëîâèÿ:

1. åñëè ïîâòîð íå ÿâëÿåòñÿ ïðåôèêñîì ñëîâà, òî ñèìâîë, ïðåäøåñòâóþùèé
â ñëîâå ëåâîé êîïèè ïîâòîðà, îòëè÷åí îò ñèìâîëà, ïðåäøåñòâóþùåãî åãî
ïðàâîé êîïèè;

2. åñëè ïîâòîð íå ÿâëÿåòñÿ ñóôôèêñîì ñëîâà, òî ñèìâîë, ñëåäóþùèé â ñëîâå
çà ïðàâîé êîïèåé ïîâòîðà, îòëè÷åí îò ñèìâîëà, ñëåäóþùåãî çà åãî ëåâîé
êîïèåé.

Äðóãèìè ñëîâàìè, ïîâòîð ñ ðàçðûâîì ÿâëÿåòñÿ ìàêñèìàëüíûì, åñëè îí íå
ñîäåðæèòñÿ â áîëåå äëèííîì ïîâòîðå ñ ðàçðûâîì, èìåþùåì òîò æå ïåðèîä.
Îòìåòèì, ÷òî îäèí è òîò æå ôàêòîð â ñëîâå ìîæåò ðàññìàòðèâàòüñÿ â êà÷åñòâå
ðàçëè÷íûõ ïîâòîðîâ ñ ðàçðûâîì, èìåþùèõ ðàçíûå ïåðèîäû, ò.å. ïîâòîðû ñ
ðàçðûâîì, èìåþùèå ðàçíûå ïåðèîäû, ìîãóò èìåòü îäíîâðåìåííî îäèíàêîâûå
íà÷àëüíûå è êîíå÷íûå ïîçèöèè â ñëîâå. Â äàííîé ðàáîòå ìû ñ÷èòàåì òàêèå
ïîâòîðû ðàçëè÷íûìè.

Ïîâòîðû ñ ðàçðûâàìè ÿâëÿþòñÿ åñòåñòâåííûì îáîáùåíèåì ôàêòîðîâ âèäà
uu, ãäå u� íåêîòîðîå íåïóñòîå ñëîâî. Òàêèå ôàêòîðû íàçûâàþòñÿ êâàäðàòàìè.
Ïåðèîäîì êâàäðàòà uu íàçûâàåòñÿ äëèíà ñëîâà u. Êâàäðàòû ÿâëÿþòñÿ êëàññè-
÷åñêèì îáúåêòîì äëÿ èññëåäîâàíèé â ñëîâàðíîé êîìáèíàòîðèêå. Â ÷àñòíîñòè,
âîïðîñû, ñâÿçàííûå ñ ìàêñèìàëüíûì âîçìîæíûì ÷èñëîì êâàäðàòîì è èõ ýô-
ôåêòèâíûì ïîèñêîì â ôîðìàëüíûõ ñëîâàõ, èññëåäîâàíû â [1, 2, 3]. Íåòðóäíî
çàìåòèòü, ÷òî ëþáîé ïîâòîð ñ ðàçðûâîì îäíîçíà÷íûì îáðàçîì ðàñøèðÿåòñÿ ñ
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ñîõðàíåíèåì ïåðèîäà ëèáî äî êâàäðàòà, ëèáî äî ìàêñèìàëüíîãî ïîâòîðà â ðàç-
ðûâîì. Ïîýòîìó, ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå ðàíåå ðàçðàáîòàííûå ýôôåêòèâíûå
àëãîðèòìû ïîèñêà êâàäðàòîâ â ñëîâàõ, çàäà÷à ýôôåêòèâíîãî ïîèñêà ïîâòîðîâ
â ðàçðûâîì â ñëîâàõ ñâîäèòñÿ ê çàäà÷å ýôôåêòèâíîãî ïîèñêà ìàêñèìàëüíûõ
ïîâòîðîâ ñ ðàçðûâîì. Çàäà÷à ýôôåêòèâíîãî ïîèñêà ïîâòîðîâ â ðàçðûâîì èñ-
ñëåäîâàëàñü ðàíåå â ðÿäå ðàáîò. Â ÷àñòíîñòè, â [4] ïðåäëîæåí àëãîðèòì ïîèñêà
ìàêñèìàëüíûõ ïîâòîðîâ ñ ðàçðûâîì â ñëîâå äëèíû n çà âðåìÿ O(n log n+ S)
ãäå S � ðàçìåð âûõîäíûõ äàííûõ. â [5] ïðåäëîæåí àëãîðèòì ïîèñêà â ñëîâàõ
ïîâòîðîâ ñ ðàçðûâîì ôèêñèðîâàííîé äëèíû çà âðåìÿ O(n log d + S), ãäå n �
äëèíà ñëîâà, d � äëèíà ðàçðûâà è S � ðàçìåð âûõîäíûõ äàííûõ. Äëÿ ðàçìå-
ðà S âûõîäíûõ äàííûõ â ýòèõ ðàáîòàõ íå áûëî ïîëó÷åíî êàêèõ-ëèáî íåòðèâè-
àëüíûõ îöåíîê. Íåäàâíî â ðàáîòå [6] ïîëó÷åíà îöåíêà O(α2n) äëÿ âîçìîæíîãî
÷èñëà ìàêñèìàëüíûõ α-ïîâòîðîâ ñ ðàçðûâîì â ñëîâå äëèíû n è ïðåäëîæåí
àëãîðèòì ïîèñêà âñåõ òàêèõ ïîâòîðîâ çà âðåìÿ O(α2n) â ñëó÷àå êîíñòàíòíîãî
àëôàâèòà. Â äàííîé ðàáîòå ìû óñèëèâàåì îöåíêè, ïîëó÷åííûå â [6], ñëåäóþ-
ùèì îáðàçîì.

Òåîðåìà 1. Äëÿ ëþáîãî α > 1 â ñëîâå äëèíû n èìååòñÿ íå áîëåå, ÷åì O(αn),
ìàêñèìàëüíûõ α-ïîâòîðîâ ñ ðàçðûâîì.

Îòìåòèì, ÷òî, ñ äðóãîé ñòîðîíû, äëÿ ëþáîãî α íåòðóäíî ïîñòðîèòü ñëîâî
äëèíû n, ñîäåðæàùåå Ω(αn) ìàêñèìàëüíûõ α-ïîâòîðîâ ñ ðàçðûâîì. Ïîýòîìó
îöåíêà, ïîëó÷åííàÿ â òåîðåìå 1, ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíîé ïî ïîðÿäêó.

Äðóãèì åñòåñòâåííûì îáîáùåíèåì êâàäðàòîâ â ñëîâàõ ÿâëÿþòñÿ ïåðèî-
äè÷íîñòè. Ïîä ïåðèîäè÷íîñòüþ ïîíèìàåòñÿ ôàêòîð ñëîâà, ïîðÿäîê êîòîðîãî
íå ìåíüøå 2 (ïîðÿäêîì ôàêòîðà íàçûâàåòñÿ îòíîøåíèå åãî äëèíû ê åãî ìè-
íèìàëüíîìó ïåðèîäó). Ïåðèîäè÷íîñòè èìåþò ôóíäàìåíòàëüíîå çíà÷åíèå äëÿ
ñëîâàðíîé êîìáèíàòîðèêè [7], à òàêæå äëÿ ðàçëè÷íûõ ïðèëîæåíèé, òàêèõ êàê
êîìáèíàòîðíûå àëãîðèòìû íà ñòðîêàõ [8, 2], ìîëåêóëÿðíàÿ áèîëîãèÿ [9], ñæà-
òèå òåêñòîâûõ äàííûõ [10]. Ïåðèîäè÷íîñòü íàçûâàåòñÿ ìàêñèìàëüíîé, åñëè
îíà íå ñîäåðæèòñÿ â áîëåå äëèííîé ïåðèîäè÷íîñòè ñ òåì æå ìèíèìàëüíûé ïå-
ðèîäîì. Íåòðóäíî çàìåòèòü, ÷òî ëþáàÿ ïåðèîäè÷íîñòü â ñëîâå îäíîçíà÷íûì
îáðàçîì ðàñøèðÿåòñÿ äî ìàêñèìàëüíîé ïåðèîäè÷íîñòè. Ïîýòîìó ìàêñèìàëü-
íûå ïåðèîäè÷íîñòè ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé óäîáíûé è ýêîíîìíûé ñïîñîá çàäàíèÿ
ëþáûõ äðóãèõ ïåðèîäè÷íîñòåé â ñëîâå. Â [11] äîêàçàíî, ÷òî â ñëîâå äëèíû n
ñîäåðæèòñÿ íå áîëåå O(n) ìàêñèìàëüíûõ ïåðèîäè÷íîñòåé, è ïðåäëîæåí àë-
ãîðèòì ïîèñêà âñåõ ìàêñèìàëüíûõ ïåðèîäè÷íîñòåé â ñëîâå çà âðåìÿ O(n) â
ñëó÷àå êîíñòàíòíîãî àëôàâèòà. Îöåíêà äëÿ ÷èñëà ìàêñèìàëüíûõ ïåðèîäè÷-
íîñòåé, ïîëó÷åííàÿ â [11], íåîäíîêðàòíî óòî÷íÿëàñü â ïîñëåäóþùèõ ðàáîòàõ.
Íàèëó÷øàÿ ê íàñòîÿùåìó âðåìåíè îöåíêà äëÿ ýòîãî ÷èñëà ïîëó÷åíà â [12].

Íàðÿäó ñ ïåðèîäè÷íîñòÿìè ìîæíî åñòåñòâåííûì îáðàçîì ðàññìàòðèâàòü â
ñëîâå ôàêòîðû ñ ïîðÿäêîì ìåíüøèì, ÷åì 2. Ìû íàçûâàåì òàêèå ôàêòîðû ñóá-
ïåðèîäè÷íîñòÿìè. Ñóáïåðèîäè÷íîñòü íàçûâàåòñÿ δ-ñóáïåðèîäè÷íîñòüþ, ãäå
0 < δ < 1, åñëè åå ïîðÿäîê íå ìåíüøå 1 + δ. Àíàëîãè÷íî ïîíÿòèþ ìàêñè-
ìàëüíîé ïåðèîäè÷íîñòè, ñóáïåðèîäè÷íîñòü íàçûâàåòñÿ ìàêñèìàëüíîé, åñëè
îíà íå ñîäåðæèòñÿ â áîëåå äëèííîé ïåðèîäè÷íîñòè èëè ñóáïåðèîäè÷íîñòè ñ
òåì æå ìèíèìàëüíûì ïåðèîäîì. Àëãîðèòìû ïîèñêà âñåõ ìàêñèìàëüíûõ δ-
ñóáïåðèîäè÷íîñòåé â ñëîâå ïðåäëîæåíû â [6]. Íåòðóäíî çàìåòèòü, ÷òî êàæäàÿ
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ìàêñèìàëüíàÿ δ-ñóáïåðèîäè÷íîñòü â ñëîâå îäíîçíà÷íûì îáðàçîì ïðåäñòàâëÿ-
åòñÿ â âèäå íåêîòîðîãî ìàêñèìàëüíîãî 1/δ-ïîâòîðà ñ ðàçðûâîì, ïåðèîä êî-
òîðîãî ñîâïàäàåò ñ ìèíèìàëüíûì ïåðèîäîì ñóáïåðèîäè÷íîñòè. Òåì ñàìûì
â ñëîâå ñóùåñòâóåò âçàèìíî îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó âñåìè ìàêñè-
ìàëüíûìè δ-ñóáïåðèîäè÷íîñòÿìè è ìàêñèìàëüíûìè 1/δ-ïîâòîðàìè ñ ðàçðû-
âîì, ïðåäñòàâëÿþùèìè ýòè ñóáïåðèîäè÷íîñòè. Ïîýòîìó â ëþáîì ñëîâå ÷èñ-
ëî ìàêñèìàëüíûõ δ-ñóáïåðèîäè÷íîñòåé íå ïðåâîñõîäèò ÷èñëà ìàêñèìàëüíûõ
1/δ-ïîâòîðîâ ñ ðàçðûâîì. Òàêèì îáðàçîì, èç òåîðåìû 1 íåïîñðåäñòâåííûì
îáðàçîì âûòåêàåò

Òåîðåìà 2. Äëÿ ëþáîãî δ, ãäå 0 < δ < 1, â ñëîâå äëèíû n èìååòñÿ íå áîëåå,
÷åì O(n/δ), ìàêñèìàëüíûõ δ-ñóáïåðèîäè÷íîñòåé.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, äëÿ ëþáîãî δ íåòðóäíî ïîñòðîèòü ñëîâî äëèíû n, ñî-
äåðæàùåå Ω(n/δ) ìàêñèìàëüíûõ δ-ñóáïåðèîäè÷íîñòåé. Ïîýòîìó îöåíêà, ïîëó-
÷åííàÿ â òåîðåìå 2, òàêæå ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíîé ïî ïîðÿäêó.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå ÐÔÔÈ, ïðîåêò �14-01-00598.
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Ìîñêâà

Ìû ïîêàæåì, êàê ñ èñïîëüçîâàíèåì õîðîøî èçâåñòíîé â òåîðèè âåðîÿòíî-
ñòåé ñõåìû ðàçìåùåíèÿ ÷àñòèö ïî ÿ÷åéêàì ìîæíî èçó÷àòü àñèìïòîòè÷åñêîå
ïîâåäåíèå ÷èñëà ðàçáèåíèé öåëîãî ÷èñëà íà ñëàãàåìûå. Íàøåé öåëüþ ÿâëÿåò-
ñÿ íå ïîëó÷åíèå íàèëó÷øåé âîçìîæíîé îöåíêè, à äåìîíñòðàöèÿ âîçìîæíîñòåé
âåðîÿòíîñòíîãî ìåòîäà.

Íàïîìíèì, ÷òî âñÿêîå ïðåäñòàâëåíèå íàòóðàëüíîãî ÷èñëà â âèäå ñóììû íà-
òóðàëüíûõ ÷èñåë (÷àñòåé) íàçûâàåòñÿ ðàçáèåíèåì ÷èñëà. Ýòî ïîíÿòèå ïðåæäå
âñåãî êîìáèíàòîðíîãî è òåîðåòèêî-÷èñëîâîãî õàðàêòåðà. Çàäà÷è î ðàçáèåíèÿõ
ñûãðàëè âàæíóþ ðîëü äëÿ âñåé ìàòåìàòèêè.

Êàê ïèñàë Æ.-Ê. Ðîòà â ïðåäèñëîâèè ê ìîíîãðàôèè [1], òåîðèÿ ðàçáèåíèé
� ýòî îäíà èç âåñüìà íåìíîãèõ âåòâåé ìàòåìàòèêè, êîòîðàÿ ìîæåò áûòü âîñ-
ïðèíÿòà âñÿêèì, êòî ïðîÿâèò íåìíîãèì áîëåå ÷åì ïðîñòóþ ëþáîçíàòåëüíîñòü
ê ýòîìó ïðåäìåòó. Ïðèëîæåíèÿ åå îáíàðóæèâàþòñÿ âñþäó, ãäå ïîäñ÷èòûâàþò-
ñÿ ëèáî êëàññèôèöèðóþòñÿ äèñêðåòíûå îáúåêòû, áóäü òî ìîëåêóëÿðíîå èëè
àòîìíîå ñòðîåíèå âåùåñòâà, òåîðèÿ ÷èñåë èëè êîìáèíàòîðíûå çàäà÷è ñàìîãî
ðàçíîãî ïðîèñõîæäåíèÿ.

Ðàçáèåíèÿ èçó÷àþòñÿ â êîìáèíàòîðèêå è òåîðèè ÷èñåë; ê êëàññè÷åñêèì
êîìáèíàòîðíûì îòíîñÿòñÿ çàäà÷è ïîäñ÷åòà è ïåðå÷èñëåíèÿ ðàçáèåíèé, â òåî-
ðèè ÷èñåë ðåøàþòñÿ ïðîáëåìû îá àääèòèâíûõ ïðåäñòàâëåíèÿõ ÷èñåë ñ àðèô-
ìåòè÷åñêèìè îãðàíè÷åíèÿìè íà ñëàãàåìûå (òàêîâû, íàïðèìåð, èçâåñòíûå ïðî-
áëåìû Ãîëüäáàõà è Âàðèíãà). Ïðè ðåøåíèè çàäà÷ î ðàçáèåíèÿõ âîçíèêàþò
ñåðüåçíûå òðóäíîñòè, èõ ïðåîäîëåíèå ïîòðåáîâàëî áîëüøîé èçîáðåòàòåëüíî-
ñòè è ïîâëåêëî ñîçäàíèå ñïåöèàëüíûõ ìåòîäîâ òåîðèè ðàçáèåíèé (ñì., íàïðè-
ìåð, [1]). Èñòîðè÷åñêè ïåðâûì è îáùèì äëÿ âñåé òåîðèè ðàçáèåíèé ÿâèëñÿ
ìåòîä ïðîèçâîäÿùèõ ôóíêöèé. Ðàçðàáîòàííûé Ë. Ýéëåðîì â òîì ÷èñëå è äëÿ
íóæä òåîðèè ðàçáèåíèé, ýòîò àíàëèòè÷åñêèé ìåòîä îêàçàëñÿ ýôôåêòèâíûì
èíñòðóìåíòîì è äëÿ êîìáèíàòîðèêè, è äëÿ òåîðèè ÷èñåë; îí áûë ðàçâèò äî
òàêèõ òîíêèõ ôîðì, êàê ìåòîä ïðîèçâîäÿùèõ ôóíêöèé Äèðèõëå, ìåòîä òðè-
ãîíîìåòðè÷åñêèõ ñóìì, ìåòîä õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ ôóíêöèé � ìåòîäîâ, ïðè-
ìåíÿåìûõ íå òîëüêî â êîìáèíàòîðèêå è òåîðèè ÷èñåë. Äðóãèå ìåòîäû òåîðèè
ðàçáèåíèé ïîêà åùå íå ñòîëü óíèâåðñàëüíû.

Èìåííî Ýéëåð çàëîæèë îñíîâû òåîðèè ðàçáèåíèé ÷èñëà. Â äàëüíåéøåé
ðàçðàáîòêå ýòîé òåîðèè ïðèíèìàëè àêòèâíîå ó÷àñòèå òàêèå êðóïíûå ìàòåìà-
òèêè, êàê Ãàóññ, Êýëè, Ëàãðàíæ, Ëåæàíäð, Ëèòëâóä, Ðàäåìàõåð, Ðàìàíóäæàí,
Ñèëüâåñòð, Õàðäè, Øóð, ßêîáè.

Ïðè ðàññìîòðåíèè ïðèëîæåíèé òåîðèè ðàçáèåíèé ê ðàçëè÷íûì îáëàñòÿì
ìàòåìàòèêè âûÿâëÿåòñÿ âçàèìîñâÿçü êîìáèíàòîðíûõ è àñèìïòîòè÷åñêèõ ìå-
òîäîâ.
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Ðàññìîòðèì çàäà÷ó î ÷èñëå ðàçáèåíèé öåëîãî ïîëîæèòåëüíîãî ÷èñëà n íà
s öåëûõ ïîëîæèòåëüíûõ ñëàãàåìûõ, íå ïðåâîñõîäÿùèõ öåëîãî ÷èñëà r (ðàç-
áèåíèÿ, îòëè÷àþùèåñÿ ëèøü ïîðÿäêîì ñëàãàåìûõ, ñ÷èòàþòñÿ çà îäíî). Îáî-
çíà÷èì ýòî ÷èñëî ðàçáèåíèé ÷åðåç Cn,s,r. Äëÿ ýòîãî ÷èñëà èçâåñòåí ðÿä êàê
òî÷íûõ, òàê è àñèìïòîòè÷åñêèõ ôîðìóë (ñì., íàïðèìåð, [1]).

Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ìîæíî ëåãêî è áûñòðî ïîëó÷èòü êîìïàêòíîå àñèìïòî-
òè÷åñêîå âûðàæåíèå äëÿ óêàçàííîãî ÷èñëà ðàçáèåíèé ñ èñïîëüçîâàíèåì âåðî-
ÿòíîñòíûõ ðàññóæäåíèé (ñì., íàïðèìåð, [2, 3]). Äåéñòâèòåëüíî, íåòðóäíî óâè-
äåòü, ÷òî ðàçáèåíèå ÷èñëà íà ÷àñòè îïèñûâàåòñÿ êëàññè÷åñêîé ñõåìîé ðàâíîâå-
ðîÿòíîãî ðàçìåùåíèÿ n íåðàçëè÷èìûõ äðîáèíîê ïî s íåðàçëè÷èìûì ÿùèêàì,
ïðè óñëîâèè, ÷òî êàæäûé ÿùèê ìîæåò ñîäåðæàòü íå áîëåå r äðîáèíîê.

Ïóñòü ξ1, ξ2, . . . , ξs � íåçàâèñèìûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû, ïðèíèìàþùèå
çíà÷åíèÿ 1, 2, . . . , r ñ ðàâíûìè âåðîÿòíîñòÿìè, êîòîðûå ìîãóò áûòü èíòåðïðå-
òèðîâàíû êàê çàïîëíåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ ÿùèêîâ â âûøåîïèñàííîé ñõåìå
ðàçìåùåíèÿ. Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî

P{ξ1 + ξ2 + · · ·+ ξs = n} =
∑

k1+k2+···+ks=n
k1,k2,...,ks6r

P{ξ1 = k1, ξ2 = k2, . . . , ξs = ks}

= Cn,s,r
1
rs
.

(1)

Êðîìå òîãî, ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà

Mξ1 =
r + 1

2
= m, Dξ1 =

r2 − 1
12

= σ2.

Ïîýòîìó äëÿ èçó÷åíèÿ àñèìïòîòè÷åñêîãî ïîâåäåíèÿ Cn,s,r ìîæíî èñïîëüçî-
âàòü õîðîøî ðàçâèòûé àïïàðàò ëîêàëüíûõ ïðåäåëüíûõ òåîðåì òåîðèè âåðîÿò-
íîñòåé (ñì., íàïðèìåð, [4, 5, 6]).

Âíà÷àëå èçó÷èì ïîâåäåíèå ÷èñëà ðàçáèåíèé â òàê íàçûâàåìîé ¾öåíòðàëü-
íîé¿ îáëàñòè èçìåíåíèÿ ïàðàìåòðîâ.

Î÷åâèäíî, ÷òî âåðíî ñîîòíîøåíèå

P{ξ1 + ξ2 + · · ·+ ξs = n} = P

{
ξ1 + ξ2 + · · ·+ ξs − sm

σ
=
n− sm
σ

}
.

Ïîëîæèì x = (n− sm)/σ. Èñïîëüçóÿ ïðèâåäåííûå âûøå ñîîòíîøåíèÿ äëÿ
ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ m è äèñïåðñèè σ2, íàõîäèì, ÷òî

x =
2n− s(r + 1)√

(r2 − 1)/3
.

Ðàññìîòðèì ïðîñòåéøèé ñëó÷àé. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ÷èñëî r ôèêñèðîâàíî.
Èç ñîîòíîøåíèÿ (1) íåòðóäíî ïîëó÷èòü, ñ èñïîëüçîâàíèåì ëîêàëüíîé ñõîäè-
ìîñòè ê ñòàíäàðòíîìó íîðìàëüíîìó çàêîíó, ÷òî ïðè ôèêñèðîâàííîì r, ïðè
ïàðàìåòðàõ n è s, ñòðåìÿùèõñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè òàê, ÷òî îòíîøåíèå n ê s
îñòàåòñÿ âíóòðè íåêîòîðîãî êîíå÷íîãî èíòåðâàëà, ñîîòíîøåíèå

1
rs
Cn,s,r =

1√
2π
e−x

2/2(1 + o(1))
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èìååò ìåñòî ðàâíîìåðíî ïî âñåì x èç ïðîèçâîëüíîãî ôèêñèðîâàííîãî êîíå÷-
íîãî èíòåðâàëà. Òàêèì îáðàçîì, âåðíî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü r � ôèêñèðîâàííîå öåëîå ÷èñëî. Åñëè ïàðàìåòðû n è s
ñòðåìÿòñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè òàê, ÷òî îòíîøåíèå n ê s îñòàåòñÿ ëåæàùèì âíóò-
ðè íåêîòîðîãî êîíå÷íîãî èíòåðâàëà, òî äëÿ ÷èñëà Cn,s,r ðàçáèåíèé öåëîãî
ïîëîæèòåëüíîãî ÷èñëà n íà s öåëûõ ïîëîæèòåëüíûõ ñëàãàåìûõ, íå ïðåâîñõî-
äÿùèõ r, ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

Cn,s,r =
rs√
2π
e−x

2/2(1 + o(1)),

ðàâíîìåðíî äëÿ âñåõ

x =
2n− s(r + 1)√

(r2 − 1)/3
,

ëåæàùèõ âíóòðè ïðîèçâîëüíîãî êîíå÷íîãî èíòåðâàëà.

Èçó÷åíèþ ïîâåäåíèÿ óêàçàííîãî ÷èñëà ðàçáèåíèé â îñòàëüíûõ îáëàñòÿõ
èçìåíåíèÿ ïàðàìåòðîâ n, s, r àâòîðó ïðåäïîëàãàåòñÿ öåëåñîîáðàçíûì ïîñâÿ-
òèòü îòäåëüíîå èññëåäîâàíèå.
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Êàçàíñêèé ôåäåðàëüíûé óíèâåðñèòåò, Êàçàíü

Íåäàâíåå ðàçâèòèå èíôîðìàöèîííûõ è òåëåêîììóíèêàöèîííûõ òåõíîëî-
ãèé âûäâèãàåò ìíîãî íîâûõ çàäà÷ ïî ýôôåêòèâíîìó óïðàâëåíèþ òàêèìè ñëîæ-
íûìè ñèñòåìàìè, ñâÿçàííûõ ñ ðàñïðåäåëåíèåì ñåòåâûõ ðåñóðñîâ. Íåñìîòðÿ íà
çíà÷èòåëüíîå ïîâûøåíèå ìîùíîñòè óñòðîéñòâ îáðàáîòêè è ïåðåäà÷è èíôîðìà-
öèè, äåòåðìèíèðîâàííûå ïðàâèëà ðàñïðåäåëåíèÿ ðåñóðñîâ (ïîëîñû ïåðåäà÷è,
áóôåðíîé ïàìÿòè, åìêîñòè áàòàðåé) ïðè ñóùåñòâóþùåì íåðàâíîìåðíîì ñïðî-
ñå ìíîãî÷èñëåííûõ ïîëüçîâàòåëåé ïðèâîäÿò ê íåýôôåêòèâíîé çàãðóçêå ñåòè;
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íàïð. [1]. Ïîýòîìó ñîçäàíèå ãèáêèõ è ïðîñòûõ àäàïòèâíûõ ìåõàíèçìîâ ðàñ-
ïðåäåëåíèÿ ñåòåâûõ ðåñóðñîâ ÿâëÿåòñÿ âåñüìà àêòóàëüíûì. Îäíèì èç òàêèõ
ìåõàíèçìîâ ÿâëÿåòñÿ àóêöèîí ñ äåëèìûìè òîâàðàìè, â êîòîðîì ïðåäúÿâëÿþò-
ñÿ ìèíèìàëüíûå òðåáîâàíèÿ ê èíôîðìèðîâàííîñòè ïîëüçîâàòåëåé, â îòëè÷èå
îò èãðîâûõ ìîäåëåé. Íîâûé ïîäõîä ê ïîñòðîåíèþ ìîäåëåé àóêöèîíà íà îñíîâå
âàðèàöèîííûõ íåðàâåíñòâ áûë ïðåäëîæåí â [2]. Â ðàáîòå [3] áûëà ïðåäëîæåíà
ñåïàðàáåëüíàÿ ìîäåëü ìíîãîïðîäóêòîâîãî àóêöèîíà. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ñòðî-
èòñÿ ìîäåëü ìíîãîïðîäóêòîâîãî àóêöèîíà ïðè íàëè÷èè ñâÿçûâàþùèõ îãðàíè-
÷åíèé, êîòîðàÿ ìîæåò áûòü ïðèìåíåíà äëÿ ðàçëè÷íûõ çàäà÷ ðàñïðåäåëåíèÿ
ðåñóðñîâ òåëåêîììóíèêàöèîííûõ ñèñòåì.

Ðàññìîòðèì ìîäåëü àóêöèîíà n òîâàðîâ ñ m ïðîäàâöàìè (I = {1, . . . ,m}) è
l ïîêóïàòåëÿìè (J = {1, . . . , l}), ïðè ýòîì i-é ïðîäàâåö çàÿâëÿåò ñâîþ âåêòîð-
ôóíêöèþ öåí ïðåäëîæåíèÿ gi(x(i)), x(i) ∈ Xi ⊂ Rn, à j-é ïîêóïàòåëü çàÿâëÿåò
ñâîþ ôóíêöèþ öåíû ñïðîñà hj(y(j)), y(j) ∈ Yj ⊂ Rn. Äîïóñòèì òàêæå, ÷òî,
ïîìèìî ÿâíûõ ó÷àñòíèêîâ àóêöèîíà, ìîãóò áûòü åùå è âíåøíèå (íåÿâíûå)
ó÷àñòíèêè, êîòîðûå ïðåäñòàâëåíû îòîáðàæåíèåì èçáûòî÷íîãî ñïðîñà E(p),
ãäå p ∈ P ⊂ Rn åñòü âåêòîð öåí. Ñêàæåì, ÷òî âåêòîðû x̄(i) ∈ Xi äëÿ i ∈ I è
ȳ(j) ∈ Yj äëÿ j ∈ J è p̄ ∈ P îïðåäåëÿþò ñîñòîÿíèå ðàâíîâåñèÿ, åñëè

〈gi(x̄(i))− p̄, x(i) − x̄(i)〉 > 0 ∀x(i) ∈ Xi äëÿ i ∈ I, (1)

〈hj(ȳ(j))− p̄, y(j) − ȳ(j)〉 6 0 ∀y(j) ∈ Yj äëÿ j ∈ J, (2)

à òàêæå 〈∑
i∈I

x̄(i) −
∑
j∈J

ȳ(j) − E(p̄), p− p̄
〉
> 0 ∀p ∈ P. (3)

Îòìåòèì, ÷òî ðàâíîâåñíàÿ çàäà÷à (1)�(3) ýêâèâàëåíòíà ïðÿìî - äâîéñòâåííîé
ñèñòåìå âàðèàöèîííûõ íåðàâåíñòâ.

Ïðèìåðàìè ïðèëîæåíèé ýòîé ìîäåëè ÿâëÿþòñÿ çàäà÷è ðàñïðåäåëåíèÿ
ñïåêòðà øèðîêîïîëîñíûõ ëèíèé â êîãíèòèâíûõ ðàäèîñèñòåìàõ, ãäå ïåðâè÷-
íûå ïîëüçîâàòåëè ðàñïðåäåëÿþò ÷åðåç àóêöèîí èçáûòî÷íûå ðåñóðñû îáû÷íûì
ïîëüçîâàòåëÿì, à òàêæå çàäà÷è ìîáèëüíîé âûãðóçêè äàííûõ ñåòåâûìè îïå-
ðàòîðàìè (ïîêóïàòåëÿìè) ÷åðåç òî÷êè äîñòóïà (ïðîäàâöîâ) âñïîìîãàòåëüíûõ
ñåòåé (íàïðèìåð, WiFi); ñì. [4], [5]. Äëÿ óïðîùåíèÿ îïèñàíèÿ ìåòîäà ïðåäïîëî-
æèì, ÷òî µ′i(x

(i)) = gi(x(i)), η′j(y
(j)) = hj(y(j)) è τ ′(p) = E(p), ãäå µi : Xi → R,

i ∈ I, −ηj : Yj → R, j ∈ J è −τ : P → R � âûïóêëûå äèôôåðåíöèðóåìûå ôóíê-
öèè. Òîãäà ñèñòåìà (1)�(3) ìîæåò áûòü çàìåíåíà çàäà÷åé î ïîèñêå ñåäëîâîé
òî÷êè (x̄, ȳ, p̄) ∈ X × Y × P , òàêîé ÷òî

M(x̄, ȳ, p) 6M(x̄, ȳ, p̄) 6M(x, y, p̄) ∀(x, y, p) ∈ X × Y × P ;

ãäå x = (x(i))i∈I , y = (y(j))j∈J , X =
∏
i∈I

Xi, Y =
∏
j∈J

Xj ,

M(x, y, p) =
∑
i∈I

µi(x(i))−
∑
j∈J

ηj(y(j)) + τ(p)−
〈
p,
∑
i∈I

x(i) −
∑
j∈J

y(j)

〉
.



Àóêöèîííûé ïðèíöèï 137

Äâîéñòâåííûé ìåòîä. Âûáèðàåì íà÷àëüíûé âåêòîð öåí p0 ∈ P . Íà k-é
èòåðàöèè, k = 0, 1, . . . , ðåãóëÿòîð îáúÿâëÿåò òåêóùèé âåêòîð öåí pk ∈ P . Äëÿ
êàæäîãî i ∈ I, i-é ïðîäàâåö íåçàâèñèìî îïðåäåëÿåò ñâîè îáúåìû ïðåäëîæåíèÿ
xk,(i), ðåøàÿ çàäà÷ó

min
x(i)∈Xi

→
{
µi(x(i))− 〈pk, x(i)〉

}
;

äëÿ êàæäîãî j ∈ J , j-é ïîêóïàòåëü íåçàâèñèìî îïðåäåëÿåò ñâîè îáúåìû ñïðîñà
yk,(j), ðåøàÿ çàäà÷ó

max
y(j)∈Yj

→
{
ηj(y(j))− 〈pk, y(j)〉

}
.

Çàòåì ðåãóëÿòîð âû÷èñëÿåò äèñáàëàíñ

F (pk) = E(pk)−
∑
i∈I

xk,(i) +
∑
j∈J

yk,(j)

è êîððåêòèðóåò âåêòîð öåí:

pk+1 = πP [pk + θkF (pk)], θk > 0,

ãäå πP [·] îáîçíà÷àåò ïðîåêöèþ íà P .

Ïîäõîäÿùèé âûáîð äëèíû øàãà ïîçâîëÿåò, êàê èçâåñòíî, îáåñïå÷èòü ñõî-
äèìîñòü ýòîãî ïðîöåññà ê ðåøåíèþ; ñì. [6, ãë.2]. Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷àåì
ïðîñòóþ ïðîöåäóðó ðàñïðåäåëåíèÿ ðåñóðñîâ ñ ìèíèìàëüíûìè òðåáîâàíèÿìè
ê èíôîðìàöèè î ïîâåäåíèè è èíòåðåñàõ ó÷àñòíèêîâ.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå ÐÔÔÈ, ïðîåêò �13-01-00029, à òàêæå
Àêàäåìèè Ôèíëÿíäèè, ïðîåêò � 276064.
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Ôàêóëüòåò âû÷èñëèòåëüíîé ìàòåìàòèêè è êèáåðíåòèêè

Ïóñòü X = {x1, x2, . . .} è Y = {y1, y2, . . .} � ñ÷åòíûå ìíîæåñòâà áóëåâûõ
ïåðåìåííûõ, ïðè÷åì ïåðåìåííûå èç ìíîæåñòâà X (èç Y ) áóäåì íàçûâàòü ïðÿ-
ìûìè (ñîîòâåòñòâåííî èòåðàòèâíûìè). Äëÿ êàæäîãî ìíîæåñòâà ïåðåìåííûõ
Z îáîçíà÷èì ÷åðåç P2(Z) ìíîæåñòâî âñåõ ôóíêöèé àëãåáðû ëîãèêè (â äàëü-
íåéøåì � ïðîñòî ôóíêöèé), çàâèñÿùèõ îò ïåðåìåííûõ èç Z. Ôóíêöèè, íå
èìåþùèå îáùèõ ñóùåñòâåííûõ ïåðåìåííûõ, áóäåì íàçûâàòü íåçàâèñèìûìè.

Íà ìíîæåñòâå P2(X ∪ Y ), ñîãëàñíî [1], îïðåäåëèì ñëåäóþùèå îïåðàöèè
ñóïåðïîçèöèè:

1. ïåðåèìåíîâàíèå (ñ îòîæäåñòâëåíèåì) ïðÿìûõ ïåðåìåííûõ,
2. ïîäñòàíîâêà êîíñòàíò 0, 1 âìåñòî ïåðåìåííûõ,
3. ïåðåèìåíîâàíèå (áåç îòîæäåñòâëåíèÿ) èòåðàòèâíûõ ïåðåìåííûõ,
4. ïîäñòàíîâêà îäíîé èç äâóõ íåçàâèñèìûõ ôóíêöèé âìåñòî èòåðàòèâíîé ïå-

ðåìåííîé äðóãîé ôóíêöèè,
5. çàìåíà èòåðàòèâíûõ ïåðåìåííûõ ïðÿìûìè ïåðåìåííûìè,
6. îòîæäåñòâëåíèå èòåðàòèâíûõ ïåðåìåííûõ.

Ïóñòü A ⊂ P2(X∪Y ) � íåêîòîðîå êîíå÷íîå ìíîæåñòâî áàçèñíûõ ôóíêöèé.
Â ñîîòâåòñòâèè ñ ââåäåííûìè îïåðàöèÿìè ñóïåðïîçèöèè áóäåì ðàññìàòðèâàòü
îäíîâûõîäíûå ñõåìû èç ôóíêöèîíàëüíûõ ýëåìåíòîâ íàä áàçèñîì A (ñì., íà-
ïðèìåð, [2]), â êîòîðûõ:

1. ïðÿìûå âõîäû ëþáîãî ýëåìåíòà ëèáî ïðèñîåäèíÿþòñÿ ê âõîäàì ñõåìû, ëè-
áî ÿâëÿþòñÿ êîíñòàíòíûìè âõîäàìè (âõîä íàçûâàåòñÿ êîíñòàíòíûì, åñëè
âìåñòî íåãî â áàçèñíûé ýëåìåíò ïîäñòàâëåíà êîíñòàíòà 0 èëè 1);

2. èòåðàòèâíûå âõîäû ëþáîãî ýëåìåíòà ëèáî ïðèñîåäèíÿþòñÿ ê âûõîäàì äðó-
ãèõ ýëåìåíòîâ, ëèáî ïðèñîåäèíÿþòñÿ ê âõîäàì ñõåìû, ëèáî ÿâëÿþòñÿ êîí-
ñòàíòíûìè âõîäàìè;

3. íåêîíñòàíòíûì âõîäàì ñõåìû ñîïîñòàâëåíû íåêîòîðûå ïåðåìåííûå èç ìíî-
æåñòâà X.

Êàê îáû÷íî, ôîðìóëàìè ñ÷èòàþòñÿ òå ñõåìû, êîòîðûå íå ñîäåðæàò âåòâ-
ëåíèé âûõîäîâ ýëåìåíòîâ.

Çàìåòèì, ÷òî ñ òî÷êè çðåíèÿ ðåêóðñèâíîãî îïðåäåëåíèÿ ôîðìóëû êàê ñèì-
âîëüíîé çàïèñè [3], óêàçàííûå âûøå îïåðàöèè 1�6 äàþò âîçìîæíîñòü ïðîâî-
äèòü ñóïåðïîçèöèþ òîëüêî ïî èòåðàòèâíûì ïåðåìåííûì áàçèñíûõ ôóíêöèé.

Ñèñòåìó ôóíêöèé A áóäåì íàçûâàòü ïîëíîé, åñëè äëÿ ëþáîé ôóíêöèè f,
f ∈ P2(X), ñóùåñòâóåò ôîðìóëà íàä A óêàçàííîãî âèäà, ðåàëèçóþùàÿ ôóíê-
öèþ f. Êðèòåðèé ïîëíîòû ïðîèçâîëüíîé ñèñòåìû ôóíêöèé áûë ïîëó÷åí â
ðàáîòå [1]. Âåçäå äàëåå ðàññìàòðèâàþòñÿ òîëüêî ïîëíûå ñèñòåìû ôóíêöèé.
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Ñëîæíîñòüþ L(F) ôîðìóëû F áóäåì íàçûâàòü ÷èñëî ôóíêöèîíàëüíûõ
ýëåìåíòîâ â íåé. Ôóíêöèåé Øåííîíà LA(n) äëÿ ñëîæíîñòè ôîðìóë â áàçèñå
A, êàê îáû÷íî, íàçûâàåòñÿ ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå LA(f) ñðåäè âñåõ ôóíêöèé
f, f ∈ P2({x1, . . . , xn}), ãäå LA(f) � ìèíèìàëüíàÿ ñëîæíîñòü ôîðìóëû èç
ðàññìàòðèâàåìîãî êëàññà, ðåàëèçóþùåé ôóíêöèþ f.

Ôóíêöèÿ Øåííîíà LCA(n) äëÿ ñëîæíîñòè ñõåì èç ôóíêöèîíàëüíûõ ýëåìåí-
òîâ óêàçàííîãî âèäà â áàçèñå A îïðåäåëÿåòñÿ àíàëîãè÷íî.

Ïóñòü A ⊆ P2(X ∪ Y ). Ìíîæåñòâî òåõ ôóíêöèé, êîòîðûå ìîæíî ïîëó÷èòü
èç ôóíêöèé ñèñòåìû A â ðåçóëüòàòå ïðèìåíåíèÿ îïåðàöèé ñóïåðïîçèöèè ñ
íîìåðàìè èç ìíîæåñòâà T ′, T ′ ⊆ T = {1, 2, 3, 4, 5, 6}, îáîçíà÷èì ÷åðåç [A]T ′ , è
ïóñòü [A]T = [A].

Â ðàáîòå [1] ââîäèòñÿ ìíîæåñòâî δ(A) =
[
[A]{2} ∩ P2(Y )

]
{3,4,6} , êîòîðîå áó-

äåì íàçûâàòü èòåðàòèâíûì çàìûêàíèåì áàçèñà A. Çàìåòèì, ÷òî ìíîæåñòâî
δ(A) ÿâëÿåòñÿ ¾îáû÷íûì¿ çàìêíóòûì êëàññîì (ñì., íàïðèìåð, [3]) â P2(Y ),
ñîäåðæàùèì âñå êîíñòàíòû, è ïîýòîìó ñîâïàäàåò ñ îäíèì èç êëàññîâ ñèñòåìû

∆ = {B, I,O,D,K,L,M,P2(Y )},

ãäå B = {0, 1}, I = Y ∪ B, O = I ∪ {ȳ : y ∈ Y }, êëàññ D (êëàññ K) ñîäåð-
æèò êîíñòàíòû è äèçúþíêöèè (ñîîòâåòñòâåííî, êîíúþíêöèè) ïåðåìåííûõ Y,
à êëàññû L è M ñîñòîÿò èç ëèíåéíûõ è ìîíîòîííûõ ôóíêöèé îò ïåðåìåííûõ
Y ñîîòâåòñòâåííî. Äàëåå çà Bk îáîçíà÷àåòñÿ k-ÿ äåêàðòîâà ñòåïåíü ìíîæåñòâà
B, òî åñòü ìíîæåñòâî âñåõ óïîðÿäî÷åííûõ íàáîðîâ äëèíû k èç ýëåìåíòîâ B.

Óòâåðæäåíèå 1. Äëÿ ëþáîé ñèñòåìû ôóíêöèé A, A ⊆ P2(X ∪ Y ), ñïðàâåä-
ëèâî ðàâåíñòâî

δ(A) = [A] ∩ P2(Y ).

Òàêèì îáðàçîì, δ(A) îïðåäåëÿåò âñå òå ôóíêöèè îò èòåðàòèâíûõ ïåðåìåí-
íûõ, êîòîðûå ìîæíî ïîëó÷èòü èç áàçèñíûõ ôóíêöèé ðàññìàòðèâàåìûìè îïå-
ðàöèÿìè ñóïåðïîçèöèè. Ââåäåíèå îïåðàòîðà δ ïîçâîëÿåò êëàññèôèöèðîâàòü
âñå ñèñòåìû ôóíêöèé îò ïðÿìûõ è èòåðàòèâíûõ ïåðåìåííûõ ïî èõ èòåðàòèâ-
íûì çàìûêàíèÿì. Ýòà êëàññèôèêàöèÿ èìååò ïðÿìîå îòíîøåíèå ê èññëåäîâà-
íèþ ñëîæíîñòè ôîðìóë â ñîîòâåòñòâóþùèõ áàçèñàõ.

Â [4] óñòàíîâëåíî, ÷òî ôóíêöèÿ Øåííîíà LCA(n) äëÿ ñëîæíîñòè ñõåì â
ïðîèçâîëüíîì áàçèñå A, A ⊆ P2(X ∪ Y ), èìååò ¾ñòàíäàðòíûé¿ ïîðÿäîê ðîñòà
2n/n. Êðîìå òîãî, â [4] óêàçàíî, ÷òî â ñëó÷àå ôîðìóë ïîðÿäîê ðîñòà LA(n) íå
áîëåå, ÷åì 2n, è íå ìåíåå, ÷åì 2n/ log n.

Èçâåñòíî [5], ÷òî åñëè δ(A) ∈ {M,P2(Y )}, òî ôóíêöèÿ Øåííîíà äëÿ ñëîæ-
íîñòè ôîðìóë ïðè ðàñòóùåì çíà÷åíèè íàòóðàëüíîãî àðãóìåíòà n âåäåò ñåáÿ
êàê1 Θ(2n/ log n). Êðîìå òîãî, â [5] ïðèâåäåíû ïðèìåðû ñåìåéñòâ áàçèñîâ A,
äëÿ êîòîðûõ δ(A) = I è ïîðÿäîê ðîñòà ôóíêöèè Øåííîíà ñîñòàâëÿåò 2n.
Óòâåðæäåíèå 2. Â ñåìåéñòâå áàçèñîâ ñ èòåðàòèâíûì çàìûêàíèåì âèäà D
èëè K ñóùåñòâóþò òàêèå áàçèñû A, äëÿ êîòîðûõ LA(n) = Θ(2n).

1Äëÿ ÷èñëîâûõ ôóíêöèé g(n) è h(n) íàòóðàëüíîãî àðãóìåíòà n çàïèñü h(n) = O(g(n))
îçíà÷àåò, êàê îáû÷íî, ÷òî îòíîøåíèå |h(n)/g(n)| îãðàíè÷åíî ñâåðõó. Çàïèñü h(n) = Θ(g(n))
îçíà÷àåò, ÷òî h(n) = O(g(n)) è g(n) = O(h(n)).
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Äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî óòâåðæäåíèÿ îñíîâàíî íà ðàññìîòðåíèè ñëîæíîñòè
ëèíåéíîé ôóíêöèè ln = x1 ⊕ . . . ⊕ xn â ðàçëè÷íûõ áàçèñàõ. Â ðÿäå áàçèñîâ,
òàêèõ êàê {xσ1

1 . . . xσkk y1 | (σ1, . . . , σk) ∈ Bk}∪{y1∨y2}, ãäå k = const, ýòà ôóíê-
öèÿ èìååò ñëîæíîñòü Θ(2n). Â áàçèñàõ, ïðèâåäåííûõ â ðàáîòå [5] äëÿ δ(A) = I,
ëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ òàêæå ÿâëÿåòñÿ ñàìîé ñëîæíîé. Îäíàêî, êàê ïîêàçûâàåò
ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò, ïðè ïåðåõîäå îò áàçèñà ê áàçèñó ñëîæíîñòü ôóíêöèè ln
ìîæåò êàðäèíàëüíî èçìåíÿòüñÿ â ðàìêàõ îäíîãî è òîãî æå ñåìåéñòâà.

Óòâåðæäåíèå 3. Â áàçèñå A = {(x1⊕x2)y1, (x1⊕x2⊕1)y1, y1∨y2} ñëîæíîñòü
ëèíåéíîé ôóíêöèè ln óäîâëåòâîðÿåò ñîîòíîøåíèþ

LA(ln) = O(2n/2).

Ñ ó÷åòîì ìîùíîñòíûõ íèæíèõ îöåíîê ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ
íå âñåãäà ÿâëÿåòñÿ ñàìîé ñëîæíîé äëÿ ñåìåéñòâà áàçèñîâ A ñ δ(A) = D.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå ÐÔÔÈ, ïðîåêò �12-01-00964-a.

Ëèòåðàòóðà

[1] Ëîæêèí Ñ.À. Î ïîëíîòå è çàìêíóòûõ êëàññàõ ôóíêöèé àëãåáðû ëîãèêè ñ ïðÿ-
ìûìè è èòåðàòèâíûìè ïåðåìåííûìè // Âåñòí. Ìîñê. óí-òà, ñåð. 15: Âû÷èñëèò.
ìàòåì. è êèáåðí. � 1999. ��3. �Ñ. 35�41.

[2] Ëóïàíîâ Î.Á. Àñèìïòîòè÷åñêèå îöåíêè ñëîæíîñòè óïðàâëÿþùèõ ñèñòåì. �
Ì.: Èçäàòåëüñòâî ÌÃÓ, 1984. � 136 ñ.

[3] ßáëîíñêèé Ñ.Â. Ââåäåíèå â äèñêðåòíóþ ìàòåìàòèêó. �Ì.:, 1986. � 384 ñ.

[4] Ëîæêèí Ñ.À. Î ñëîæíîñòè ðåàëèçàöèè ôóíêöèé àëãåáðû ëîãèêè ñõåìàìè è ôîð-
ìóëàìè, ïîñòðîåííûìè èç ôóíêöèîíàëüíûõ ýëåìåíòîâ ñ ïðÿìûìè è èòåðàòèâíû-
ìè ïåðåìåííûìè // Òðóäû III ìóæäóíàðîäíîé êîíôåðåíöèè ¾Äèñêðåòíûå ìî-
äåëè â òåîðèè óïðàâëÿþùèõ ñèñòåì¿ Êðàñíîâèäîâî'98 (22�27 èþíÿ 1998 ã.) �
Ì: Äèàëîã-ÌÃÓ, 1998. � Ñ. 72�73.

[5] Êîíîâîäîâ Â.À. Î ñëîæíîñòè áóëåâûõ ôîðìóë â áàçèñàõ èç ýëåìåíòîâ ñ ïðÿìû-
ìè è èòåðàòèâíûìè âõîäàìè // Ìàòåðèàëû IX ìîëîäåæíîé íàó÷íîé øêîëû ïî
äèñêðåòíîé ìàòåìàòèêå è åå ïðèëîæåíèÿì (Ìîñêâà, 16�21 ñåíòÿáðÿ 2013 ã.) �
Ì: Èçä-âî ÈÏÌ ÐÀÍ, 2013. � Ñ. 57�60.

Îá îäíîì òèïå ëîêàëüíûõ ïðåîáðàçîâàíèé
àâòîíîìíûõ àâòîìàòîâ

Î.Ì.Êîïûòîâà

omkop@list.ru

Äîíåöêèé íàöèîíàëüíûé òåõíè÷åñêèé óíèâåðñèòåò, Äîíåöê

Ââåäåíèå

Â ðàáîòå ïðîäîëæàåòñÿ èçó÷åíèå àâòîìàòîâ, óñòîé÷èâûõ ïî ïîâåäåíèþ ê
ëîêàëüíîé îïåðàöèè � ïåðåáðîñêå äóã. Òàêîå ïðåîáðàçîâàíèå ìîæíî ïîíèìàòü
êàê ïðîÿâëåíèå �íåèñïðàâíîñòè� ôóíêöèè ïåðåõîäîâ àâòîìàòà ïðè óñëîâèè,
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÷òî âõîä-âûõîäíûå îòìåòêè äóã ïðè ýòîì îñòàþòñÿ íåèçìåííûìè. Â [1] ïîêà-
çàíî, ÷òî ïåðåáðîñêà â òî÷íîñòè îäíîé äóãè â ïðèâåäåííîì àâòîìàòå âñåãäà
âûçûâàåò èçìåíåíèå åãî ïîâåäåíèÿ � àâòîìàò ñòàíîâèòñÿ íå ýêâèâàëåíòíûì
èñõîäíîìó àâòîìàòó. Èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿåò çàäà÷à èçó÷åíèÿ óñòîé÷èâîñòè ïî-
âåäåíèÿ ïðèâåäåííîãî àâòîìàòà ïðè ïåðåáðîñêàõ áîëåå, ÷åì îäíîé äóãè.

Â [2] íàéäåíû äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ñîõðàíåíèÿ ïîâåäåíèÿ àâòîìàòà ïðè
ïåðåáðîñêå äâóõ äóã è ïîêàçàíî, ÷òî äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî k > 1 ñóùå-
ñòâóåò ïðèâåäåííûé àâòîìàò, â êîòîðîì íàéäåòñÿ ïîäìíîæåñòâî èç k äóã, îä-
íîâðåìåííàÿ ïåðåáðîñêà êîòîðûõ ïðèâîäèò ê èçîìîðôíîìó àâòîìàòó. Â [3]
íàéäåíû íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ, ïðè êîòîðûõ âîçìîæíà ïåðåáðîñêà äóã â îá-
ùåì ñëó÷àå, è äîêàçàíî, ÷òî ïðè ïåðåáðîñêå äâóõ äóã âõîä-âûõîäíûå îòìåòêè
íà ýòèõ äóãàõ ñîâïàäàþò. Íàéäåííûå óñëîâèÿ ñôîðìóëèðîâàíû â òåðìèíàõ
èäåíòèôèêàòîðîâ àâòîìàòà. Òàì æå ïðèâåäåí ïðèìåð íå ñèëüíî ñâÿçíîãî àâ-
òîìàòà, äîïóñêàþùåãî ïåðåáðîñêó k > 2 äóã, è âûñêàçàíî ïðåäïîëîæåíèå î
òîì, ÷òî ñîñòîÿíèÿ, èç êîòîðûõ ïåðåáðàñûâàþòñÿ äóãè, íå äîñòèæèìû èç òåõ
ñîñòîÿíèé, êóäà íàïðàâëåíà ïåðåáðîñêà. Â [4] ïðèâåäåí ïðèìåð ñèëüíî ñâÿçíî-
ãî àâòîìàòà, äîïóñêàþùåãî ïåðåáðîñêó ÷åòûð¼õ äóã, êîòîðûé îïðîâåðãàåò ýòî
ïðåäïîëîæåíèå, ïðè÷¼ì âõîä-âûõîäíûå îòìåòêè íà ïåðåáðàñûâàåìûõ äóãàõ
ðàçëè÷íû � â îòëè÷èå îò ñëó÷àÿ ïåðåáðîñêè äâóõ äóã.

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå èññëåäóåòñÿ âëèÿíèå ïåðåáðîñêè äóã íà öèêëè÷åñêóþ
ñòðóêòóðó ãðàôà ïåðåõîäîâ àâòîìàòà. Çàìåòèì, ÷òî êàæäîìó àâòîìàòó ñ ÷èñ-
ëîì âõîäíûõ ñèìâîëîâ m > 1 ñîîòâåòñòâóåò íàáîð èç m åãî àâòîíîìíûõ êîì-
ïîíåíò. Âîçíèêàåò âîïðîñ î òîì, êàê âëèÿåò ïåðåáðîñêà íà ìíîæåñòâî àâòîíîì-
íûõ êîìïîíåíò àâòîìàòà è èõ ñòðóêòóðó. ßñíî, ÷òî ïåðåáðîñêà, íàðóøàþùàÿ
èçîìîðôèçì àâòîíîìíûõ êîìïîíåíò, òåì áîëåå íàðóøàåò è èçîìîðôèçì èñ-
õîäíîãî è ïðåîáðàçîâàííîãî àâòîìàòîâ. Â [4] ïîêàçàíî, ÷òî ñóùåñòâóåò òàêàÿ
ïåðåáðîñêà îäíîé äóãè â ïðèâåäåííîì àâòîìàòå, êîòîðàÿ ñîõðàíÿåò ìíîæåñòâî
åãî àâòîíîìíûõ êîìïîíåíò, íî ïðè ýòîì ïðèâîäèò ê íåèçîìîðôíîìó àâòîìàòó.
Ðàññìîòðèì âëèÿíèå ïåðåáðîñîê íà öèêëè÷åñêóþ ñòðóêòóðó àâòîíîìíûõ àâòî-
ìàòîâ è âîçìîæíîñòü ñîõðàíåíèÿ èçîìîðôèçìà èñõîäíîãî è ïðåîáðàçîâàííîãî
àâòîìàòîâ.

Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû

Ïîä àâòîìàòîì áóäåì ïîíèìàòü êîíå÷íûé ïðèâåäåííûé àâòîìàò Ìèëè
A = (S,X, Y, δ, λ), ãäå S,X, Y� ìíîæåñòâà ñîñòîÿíèé, âõîäíûõ è âûõîä-
íûõ ñèìâîëîâ ñîîòâåòñòâåííî, à δ, λ � ôóíêöèè ïåðåõîäîâ è âûõîäîâ. Åñëè
X = {x}, ò.å. x � åäèíñòâåííûé âõîäíîé ñèìâîë, òî àâòîìàò íàçûâàåòñÿ àâ-
òîíîìíûì. Àâòîíîìíûå àâòîìàòû âèäà Ai = (A, xi, Y, δ, λ) íàçîâåì àâòîíîì-
íûìè êîìïîíåíòàìè àâòîìàòà A, ãäå xi ∈ X, i = 1, 2, ..., |X|. Â äàëüíåéøåì,
åñëè íå îãîâîðåíî ïðîòèâíîå, ïîä àâòîìàòîì ïîíèìàåòñÿ àâòîíîìíûé àâòîìàò
A = (A, {x}, Y, δ, λ). Ïóñòü e = (s, x, y, s1) � äóãà â ãðàôå ïåðåõîäîâ àâòîìàòà
A. Ïåðåáðîñêîé äóãè e â ñîñòîÿíèå s2, îòëè÷íîå îò s1, íàçûâàåì çàìåíó ýòîé
äóãè íà äóãó (s1, x, y, s2). Ïóñòü àâòîìàòA′ ïîëó÷åí èç àâòîìàòàA ïåðåáðîñêîé
íåêîòîðîãî ìíîæåñòâà äóã. Åñëè ïðè ýòîì àâòîìàò A′ îñòàåòñÿ èçîìîðôíûì
èñõîäíîìó àâòîìàòó A, òî ãîâîðèì, ÷òî ïåðåáðîñêà ñîõðàíÿåò èçîìîðôèçì,
à àâòîìàò A äîïóñêàåò äàííóþ ïåðåáðîñêó. Çàäà÷à çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî-
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áû, èññëåäóÿ ñòðóêòóðó öèêëîâ â àâòîíîìíîì àâòîìàòå, íàéòè óñëîâèÿ, ïðè
êîòîðûõ ñóùåñòâóþò ïåðåáðîñêè, ñîõðàíÿþùèå èçîìîðôèçì.

Íåîïðåäåëÿåìûå ïîíÿòèÿ ìîæíî íàéòè â [5].
Ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ îñíîâàíû íà òîì ôàêòå, ÷òî â îáùåì ñëó÷àå ãðàô

ïåðåõîäîâ àâòîíîìíîãî àâòîìàòà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé íàáîð êîìïîíåíò ñèëü-
íîé ñâÿçíîñòè (ÊÑÑ) ñ âõîäÿùèìè â íèõ äåðåâüÿìè, ïðè÷¼ì êàæäàÿ òàêàÿ
êîìïîíåíòà ÿâëÿåòñÿ ïðîñòûì öèêëîì. Â ÷àñòíîì ñëó÷àå öèêë ìîæåò áûòü
ïåòë¼é. Åñëè àâòîìàò ñèëüíî ñâÿçåí, òî åãî ãðàô ïåðåõîäîâ ïðåäñòàâëÿåò ñî-
áîé åäèíñòâåííûé ïðîñòîé öèêë. Åñëè ãðàô ïåðåõîäîâ àâòîìàòà ïðåäñòàâëÿåò
ñîáîé îäèí èëè íåñêîëüêî ïðîñòûõ öèêëîâ, òî àâòîìàò ìîæíî ðàññìàòðèâàòü
êàê àâòîíîìíûé ãðóïïîâîé àâòîìàò, ó êîòîðîãî {(s, x)|s ∈ S} = S. Â ôîðìó-
ëèðîâêå ñëåäóþùèõ óòâåðæäåíèé ôàêò ïðèâåäåííîñòè àâòîìàòà áóäåì îãîâà-
ðèâàòü îòäåëüíî. Åñëè íå ñêàçàíî ïðîòèâíîå, òî ïîä àâòîìàòîì ïîíèìàåòñÿ
íåïðèâåäåííûé àâòîìàò.

Óòâåðæäåíèå 1. Ïåðåáðîñêà îäíîé äóãè â àâòîíîìíîì ñèëüíî ñâÿçíîì àâ-
òîìàòå âñåãäà ïðèâîäèò ê íåèçîìîðôíîìó àâòîìàòó.

Óòâåðæäåíèå 2. Ñóùåñòâóåò àâòîíîìíûé íåïðèâåäåííûé àâòîìàò, äîïóñ-
êàþùèé ïåðåáðîñêó îäíîé äóãè.

Óòâåðæäåíèå 3. Ñóùåñòâóåò àâòîíîìíûé ïðèâåäåííûé íå ñèëüíî ñâÿçíûé
àâòîìàò, äîïóñêàþùèé ïåðåáðîñêó äâóõ äóã.

Óòâåðæäåíèå 4. Ñóùåñòâóåò àâòîíîìíûé ïðèâåäåííûé ñèëüíî ñâÿçíûé àâ-
òîìàò, äîïóñêàþùèé ïåðåáðîñêó k äóã äëÿ âñåõ 3 6 k 6 n , ãäå n � ÷èñëî åãî
ñîñòîÿíèé.

Ëåììà 5. Àâòîíîìíûå ïðèâåäåííûå àâòîìàòû A è B èçîìîðôíû òîãäà è
òîëüêî òîãäà, êîãäà: 1) ìíîæåñòâà èõ ÊÑÑ ñîâïàäàþò; 2) åñëè s è t � ýêâèâà-
ëåíòíûå öèêëè÷åñêèå ñîñòîÿíèÿ ñîîòâåòñòâåííî àâòîìàòîâ À è Â, òî âõîäÿùèå
â íèõ äåðåâüÿ èçîìîðôíû.

Òåîðåìà 6. Ïóñòü A � àâòîíîìíûé ñèëüíî ñâÿçíûé ïðèâåäåííûé àâòîìàò
è A′ ïîëó÷åí èç A ïåðåáðîñêîé äâóõ äóã. Òîãäà A è A′ íå èçîìîðôíû.

Òåîðåìà 7. Ïóñòü A � àâòîíîìíûé ïðèâåäåííûé ãðóïïîâîé àâòîìàò è A′

ïîëó÷åí èç A ïåðåáðîñêîé äâóõ äóã. Òîãäà A è A′ íå èçîìîðôíû.

Äðóãèìè ñëîâàìè, òåîðåìû 6 è 7 óòâåðæäàþò, ÷òî â àâòîíîìíîì ïðèâåäåí-
íîì àâòîìàòå, ãðàô ïåðåõîäîâ êîòîðîãî ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îäèí èëè ãðóïïó
öèêëîâ, ïðîèçâîëüíàÿ ïåðåáðîñêà äâóõ äóã âñåãäà ïðèâîäèò ê àâòîìàòó, íå
èçîìîðôíîìó èñõîäíîìó.

Ñëåäñòâèå 1. Ïóñòü A = (S,X, Y, δ, λ) � àâòîìàò, â êîòîðîì |X| = m > 1
è ïóñòü Axi � åãî àâòîíîìíûå êîìïîíåíòû, ãäå xi ∈ X, i = 1, 2, ...,m. Åñëè
êàæäàÿ àâòîíîìíàÿ êîìïîíåíòà ÿâëÿåòñÿ ãðóïïîâûì àâòîìàòîì, òî äëÿ A íå
ñóùåñòâóåò ïåðåáðîñêè 2-õ äóã, ñîõðàíÿþùåé èçîìîðôèçì.

Ðàññìîòðèì ñëåäóþùèé ïðèâåäåííûé ñèëüíî ñâÿçíûé àâòîìàò A:
S = {s1, s2, s3, s4, s5, s6}; X = Y = {0, 1};
δ(s1, 0) = s2, λ(s1, 0) = 0; δ(s1, 1) = s3, λ(s1, 1) = 0;
δ(s2, 0) = s1, λ(s2, 0) = 0; δ(s2, 1) = s4, λ(s2, 1) = 0;
δ(s3, 0) = s4, λ(s3, 0) = 0; δ(s3, 1) = s5, λ(s3, 1) = 0;
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δ(s4, 0) = s3, λ(s4, 0) = 0; δ(s4, 1) = s6, λ(s4, 1) = 0;
δ(s5, 0) = s6, λ(s5, 0) = 0; δ(s5, 1) = s1, λ(s5, 1) = 0;
δ(s6, 0) = s5, λ(s6, 0) = 0; δ(s6, 1) = s2, λ(s6, 1) = 1.
Ïîñêîëüêó àâòîíîìíàÿ êîìïîíåíòà A0 ñîñòîèò èç òð¼õ öèêëîâ äëèíû 2, à

A1 � èç äâóõ öèêëîâ äëèíû 3, è, çíà÷èò, îáå îíè ñóòü ãðóïïîâûå àâòîìàòû,
òî â ñîîòâåòñòâèè ñî ñëåäñòâèåì 1, ïåðåáðîñêà ëþáûõ äâóõ äóã â ýòîì àâòî-
ìàòå âñåãäà íàðóøàåò èçîìîðôèçì. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî
àâòîìàò A äîïóñêàåò ñëåäóþùóþ ïåðåáðîñêó ÷åòûð¼õ äóã: äóãà (s3, 1, 0, s5) çà-
ìåíÿåòñÿ íà (s3, 1, 0, s6), (s4, 1, 0, s6) íà (s4, 1, 0, s5), (s5, 1, 0, s1) íà (s5, 1, 0, s2),
(s6, 1, 1, s2) íà (s6, 1, 1, s1).

Äàííûé ïðèìåð ïîêàçûâàåò, ÷òî äëÿ ñèëüíî ñâÿçíîãî ïðèâåäåííîãî àâòî-
ìàòà ñóùåñòâóþò ïåðåáðîñêè, ñîõðàíÿþùèå åãî èçîìîðôèçì, îäíàêî ïîêà íå
óäàëîñü ïîñòðîèòü àâòîìàò ñ äâóìÿ òàêèìè ïåðåáðîñêàìè.
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Ìàêñèìàëüíûå ïðåôèêñíûå êîäû ðàññìàòðèâàþòñÿ â íåñêîëüêèõ ðàçíûõ
ðàçäåëàõ øèðîêî èçâåñòíîé ìîíîãðàôèè [1]. Ìû ïðîèçâåäåì ïîäñ÷åò ÷èñëà
ìàêñèìàëüíûõ ïðåôèêñíûõ êîäîâ îãðàíè÷åííîé äëèíû, à òàêæå îïèøåì èõ
ñâÿçü ñ íåêîòîðûìè âîïðîñàìè òåîðèè ôîðìàëüíûõ ÿçûêîâ, â ÷àñòíîñòè � ñ
áåñêîíå÷íûìè èòåðàöèÿìè ÿçûêîâ.
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Îöåíêà ÷èñëà ìàêñèìàëüíûõ ïðåôèêñíûõ êîäîâ îãðàíè-
÷åííîé äëèíû

Äëÿ íåêîòîðûõ êîíå÷íûõ àëôàâèòîâ ∆ = {a1, a2, . . . , an} è Σ =
{b1, b2, . . . , bq} ðàññìîòðèì ìîðôèçì

h : ∆∗ → Σ∗, ãäå h(a1) = u1 , h(a2) = u2 , . . . , h(an) = un .

Ñëîâà u1, u2, . . . , un â àëôàâèòå Σ áóäåì íàçûâàòü ýëåìåíòàðíûìè êîäàìè.
Åñëè íè îäèí ýëåìåíòàðíûé êîä íå ÿâëÿåòñÿ ïðåôèêñîì (íà÷àëîì) íèêàêîãî
äðóãîãî ýëåìåíòàðíîãî êîäà, òî ãîâîðèì, ÷òî êîä îáëàäàåò ñâîéñòâîì ïðå-
ôèêñà. Ïðåôèêñíûé àëôàâèòíûé êîä, çàäàâàåìûé ìîðôèçìîì h, ÿâëÿåòñÿ
îäíîçíà÷íî äåêîäèðóåìûì ( ñì. [1, ñòð. 134], [2, ñòð. 260]).

Ïðåôèêñíîìó êîäó {u1, u2, . . . , un} ìîæíî ñîïîñòàâèòü êîðíåâîå äåðåâî, â
êîòîðîì êàæäîé öåïè îò êîðíÿ äî êîíöåâîé âåðøèíû ñîîòâåòñòâóåò ýëåìåí-
òàðíûé êîä, è íàîáîðîò. Ïðåôèêñíûé êîä íàçûâàåòñÿ ìàêñèìàëüíûì, åñëè
ïîðÿäîê âåòâëåíèÿ âñåõ íå êîíöåâûõ âåðøèí êîäîâîãî äåðåâà ðàâåí q - ìîù-
íîñòè êîäèðóþùåãî àëôàâèòà Σ.

Íàìè ïðîèçâåäåí ïîäñ÷åò êîëè÷åñòâà ðàçëè÷íûõ ìàêñèìàëüíûõ ïðåôèêñ-
íûõ êîäîâ íàä êîäèðóþùèì àëôàâèòîì ìîùíîñòè q ñ îãðàíè÷åíèåì t íà äëè-
íó ñëîâ. Ýòà çàäà÷à ýêâèâàëåíòíà çàäà÷å ïîäñ÷¼òà âñåõ êîðíåâûõ äåðåâüåâ ñ
ïîðÿäêîì âåòâëåíèÿ íå êîíöåâûõ âåðøèí q, èìåþùèõ íå áîëåå t ÿðóñîâ. Äî-
êàçàíà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà:

Òåîðåìà 1. Ïóñòü Nt � ÷èñëî ìàêñèìàëüíûõ ïðåôèêñíûõ êîäîâ ñ äëèíîé
ñëîâ íå áîëåå, ÷åì t â q-áóêâåííîì êîäèðóþùåì àëôàâèòå. Òîãäà ÷èñëî ìàê-
ñèìàëüíûõ ïðåôèêñíûõ êîäîâ ñ äëèíîé ñëîâ íå áîëåå t + 1 â q-áóêâåííîì
êîäèðóþùåì àëôàâèòå ðàâíî (Nt + 1)q.
Çàìåòèì, ÷òî âñåãäà N1 = 1, òî åñòü èìååòñÿ ðîâíî 1 ìàêñèìàëüíûé ïðåôèêñ-
íûé êîä ñ îãðàíè÷åíèåì äëèíû t=1, îí ñîñòîèò èç âñåõ îäíîáóêâåííûõ ñëîâ
êîäèðóþùåãî àëôàâèòà. Â ÷àñòíîñòè, â äâîè÷íîì ñëó÷àå ïîëó÷èì: N1 = 1,
N2 = 4, N3 = 25, N4 = 676 è òàê äàëåå.

Áåñêîíå÷íûå èòåðàöèè êîíå÷íûõ ÿçûêîâ

Êàê óæå îòìå÷àëîñü, áåñêîíå÷íûå èòåðàöèè êîíå÷íûõ ÿçûêîâ áûëè âïåð-
âûå ðàññìîòðåíû îäíèì èç àâòîðîâ íàñòîÿùåé ñòàòüè â [3]. Èíûìè ñëîâàìè,
ðàññìàòðèâàëèñü ω-ÿçûêè âèäà Aω, ãäå A � êîíå÷íûé ÿçûê íàä çàäàííûì àë-
ôàâèòîì Σ. (Ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî |Σ| > 2, à òàêæå � åñëè ñïåöèàëüíî íå
ñêàçàíî èíîãî � ÷òî A 63 ε.) Äëÿ äâóõ êîíå÷íûõ ÿçûêîâ A è B ìû ðàññìàòðè-
âàëè èõ ðàâåíñòâî Aω = Bω, êîòîðîå ðàâíîñèëüíî âûïîëíåíèþ ñïåöèàëüíîãî
îòíîøåíèÿ ýêâèâàëåíòíîñòè:

A≡B òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà{
(∀u ∈ A∗) (∃, v ∈ B∗) (u ∈ Pref(v))
(∀ v ∈ B∗) (∃, u ∈ A∗) (v ∈ Pref(u))

(1)

Áóäåì ðàññìàòðèâàòü ðàâåíñòâî ω-ÿçûêîâ è îïðåäåëåííóþ ñ ïîìîùüþ (1)
ýêâèâàëåíòíîñòü òîëüêî äëÿ ω-ÿçûêîâ òèïà Aω è ÿçûêîâ òèïà A∗ .
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Â ñòàòüå [4] ïðèâåäåíî íåîáõîäèìîå óñëîâèå êîììóòèðîâàíèÿ â ãëîáàëüíîì
íàäìîíîèäå ñâîáîäíîãî ìîíîèäà: åñëè

A ·B = B ·A, (2)

òî A≡B.
Îñíîâíîé äîêàçàííûé â [3] ôàêò ìîæíî ýêâèâàëåíòíî ñôîðìóëèðîâàòü ñëå-

äóþùèì îáðàçîì â òåðìèíàõ ìàêñèìàëüíûõ ïðåôèêñíûõ êîäîâ:

Òåîðåìà 2. Êðèòåðèé ýêâèâàëåíòíîñòè A ≡ B.
Äëÿ íåêîòîðîé ïàðû êîíå÷íûõ ÿçûêîâ A è B, òàêèõ ÷òî A ≡ B, ñóùåñòâóåò
êîíå÷íûé ÿçûê D (ïóñòü D = {u1, . . . , un}), äëÿ êîòîðîãî âûïîëíåíî ñëåäó-
þùåå óñëîâèå. Äëÿ íåêîòîðîãî íîâîãî àëôàâèòà ∆ = {c1, . . . , cn} ñóùåñòâóþò
äâà ÿçûêà A′, B′ ⊆ ∆∗, òàêèå ÷òî:
� îáà ÿçûêà (A′ è B′) â êà÷åñòâå ïîäìíîæåñòâ ñîäåðæàò ìàêñèìàëüíûå ïðå-

ôèêñíûå êîäû íàä àëôàâèòîì ∆;
� äëÿ ìîðôèçìà

h : ∆∗ → Σ∗, ãäå h(c1) = u1 , . . . , h(cn) = un ,

âûïîëíåíû óñëîâèÿ h(A′) = A è h(B′) = B.

Ñôîðìóëèðîâàííûé êðèòåðèé ýêâèâàëåíòíîñòè A ≡ B òàêæå ÿâëÿåòñÿ äëÿ
(2) íåîáõîäèìûì óñëîâèåì.

×àñòíûå ñëó÷àè âûïîëíåíèÿ ðàâåíñòâà êîììóòèðîâàíèÿ

Ðàññìîòðèì ïðîñòûå ÷àñòíûå ñëó÷àè âûïîëíåíèÿ ðàâåíñòâà (2). Íà ìíî-
æåñòâà À è Â íå áóäåì íàêëàäûâàòü òðåáîâàíèå ïðåôèêñíîñòè, îäíàêî îäíî
èç ìíîæåñòâ (âñþäó ïóñòü À) äîëæíî ñîäåðæàòü íå áîëåå 2 ýëåìåíòîâ.

Â ñëó÷àå |A| = 1 ïðèâåä¼ííîå âûøå íåîáõîäèìîå óñëîâèå ðàâåíñòâà (2)
ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìûì è äîñòàòî÷íûì.

Òåïåðü ïóñòü |A| = 2.
Íåñëîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ñîãëàñíî ïðèâåä¼ííîìó âûøå êðèòåðèþ ýêâèâà-

ëåíòíîñòè A ≡ B, âîçìîæíû òîëüêî ñëåäóþùèå äâà âàðèàíòà (è òîëüêî îíè):

� |Σ| = 1, A = {0k, 0l} ïðè íåêîòîðûõ ðàçëè÷íûõ k, l > 0;
� |Σ| = 2, A = Σ.
Î÷åâèäíî, ÷òî â ïåðâîì ñëó÷àå óñëîâèå

ÿâëÿåòñÿ, êàê è ïðè |A| = 1, íå òîëüêî íåîáõîäèìûì, íî è äîñòàòî÷íûì; îíî
äëÿ îäíîáóêâåííîãî àëôàâèòà Σ óæå áûëî ðàññìîòðåíî. Äëÿ âòîðîãî âàðèàíòà
ñïðàâåäëèâà òåîðåìà.

Òåîðåìà 3. Åñëè A = Σ = {0, 1} è A ·B = B ·A, òî

B =
⋃
i∈I

Σi

äëÿ íåêîòîðîãî I ⊆ N0.
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Çàìåòèì, ÷òî ìû íå ïîëüçîâàëèñü êàêèìè-ëèáî îãðàíè÷åíèÿìè íà |B|, ïî-
ýòîìó â ôîðìóëèðîâêå òåîðåìû ìíîæåñòâî èíäåêñîâ I ⊆ N0 ìîæåò áûòü è
áåñêîíå÷íûì.

Ëèòåðàòóðà

[1] Ëàëëåìàí Æ. Ïîëóãðóïïû è êîìáèíàòîðíûå ïðèëîæåíèÿ. �Ì.: Ìèð, 1985. �
314 ñ.

[2] ßáëîíñêèé Ñ.Â. Ââåäåíèå â äèñêðåòíóþ ìàòåìàòèêó. �Ì.: Íàóêà, 2002. �
384 ñ.

[3] Melnikov B. The equality condition for in�nite catenations of two sets of �nite
words // Int.J.of Found. of Comp. Sci. � 1993. �V. 4, �3. � P. 267�274.

[4] Àëåêñååâà À., Ìåëüíèêîâ Á. Èòåðàöèè êîíå÷íûõ è áåñêîíå÷íûõ ÿçûêîâ è íåäå-
òåðìèíèðîâàííûå êîíå÷íûå àâòîìàòû // Âåêòîð íàóêè Òîëüÿòòèíñêîãî ãîñó-
äàðñòâåííîãî óíèâåðñèòåòà. � 2011. ��3. �Ñ. 30�33.

Îá îäíîì êëàññå çàäà÷, èìåþùèõ ìíîãîýòàïíûé
õàðàêòåð

À. Ã.Êîðîò÷åíêî, Â.Ì.Ñìîðÿêîâà

koangr@yandex.ru, smorykov@mail.ru

Íèæåãîðîäñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò èì. Í.È. Ëîáà÷åâñêîãî, ã. Íèæíèé

Íîâãîðîä

Ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à:

m∑
j=1

Qj(X(j))⇒ max, (1)

X(1) ∈ D1(X(0)), X(0) ∈ D0 ⊆ Rn,
X(j) ∈ Dj(X(j − 1)), j = 2, ...,m,

X(j) = (x1(j), ..., xn(j)), Dj(X(j − 1)) ⊆ Rn, j = 1, ...,m.

Çäåñü X(0) - ôèêñèðîâàííûé ýëåìåíò ìíîæåñòâà D0, m - ïðîèçâîëüíîå íàòó-
ðàëüíîå ÷èñëî. Íàðÿäó ñ çàäà÷åé (1) ìû òàêæå áóäåì ðàññìàòðèâàòü ñëåäóþ-
ùèå çàäà÷è:

Q1(X(1))⇒ max, (2)

X(1) ∈ D1(X(0)), X(0) ∈ D0,

Qj(X(j))⇒ max, (3)

X(j) ∈ Dj(X(j − 1)), X(j − 1) ∈ Dj−1(X(j − 2)), j = 2, ...,m.

Ïóñòü X ′(1) - ðåøåíèå çàäà÷è (2) äëÿ ôèêñèðîâàííîãî X(0) ∈ D0 (ïðè
óñëîâèè åãî ñóùåñòâîâàíèÿ). Ïóñòü òàêæå X ′(j) - ðåøåíèå çàäà÷è (3) ïðè
X(j − 1) = X ′(j − 1), j = 2, ...,m (ïðè óñëîâèè åãî ñóùåñòâîâàíèÿ).
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Ïóñòü A = {a1, ..., ap, ...} - áåñêîíå÷íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íàòóðàëüíûõ
÷èñåë òàêàÿ, ÷òî 1 6 a1 < ... < ap < ..., à Am å¼ êîíå÷íàÿ ïîäïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü ñ ïîñëåäíèì ýëåìåíòîì am, 1 6 a1 < ... < am.

Íàçîâ¼ì çàäà÷ó (1) MA-çàäà÷åé, åñëè äëÿ ëþáîãî am ∈ A è êàæäîãî i ∈
Am, å¼ ðåøåíèåì ÿâëÿåòñÿ íàáîð < X ′(1), ..., X ′(i) >. Òàêóþ çàäà÷ó áóäåì
òàêæå íàçûâàòü ìíîãîýòàïíîé çàäà÷åé.

MA-çàäà÷ó áóäåì íàçûâàòü M(a1, d)-çàäà÷åé, åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü A
ñîâïàäàåò ñ àðèôìåòè÷åñêîé ïðîãðåññèåé ñ ïåðâûì ÷ëåíîì a1 è ðàçíîñòüþ d,
ãäå d - íàòóðàëüíîå ÷èñëî.

Çàäà÷óM(1, 1) äëÿ êîòîðîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòü A ñîâïàäàåò ñ ìíîæåñòâîì
âñåõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë áóäåì íàçûâàòü M -çàäà÷åé.

Ðàññìàòðèâàåìûå çàäà÷è ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü íà ÿçûêå ïåðåâîäà íåêî-
òîðîé ìíîãîøàãîâîé ñèñòåìû èç óêàçàííîãî íà÷àëüíîãî ñîñòîÿíèÿ â àïðèîðè
íåèçâåñòíîå êîíå÷íîå ñîñòîÿíèå, îïðåäåëÿåìîå â ïðîöåññå å¼ ôóíêöèîíèðî-
âàíèÿ. Ïðè ýòîì ìíîæåñòâî âîçìîæíûõ ñîñòîÿíèé ñèñòåìû íà êàæäîì øàãå
ìîæíî çàäàâàòü òî÷å÷íî-ìíîæåñòâåííûì îòîáðàæåíèåì. Êà÷åñòâî æå ïåðåâî-
äà ñèñòåìû èç îäíîãî ñîñòîÿíèÿ â äðóãîå õàðàêòåðèçóåòñÿ ëîêàëüíûì êðèòå-
ðèåì, îïðåäåë¼ííûì íà ìíîæåñòâå âîçìîæíûõ ñîñòîÿíèé ñèñòåìû. Ëîêàëü-
íîñòü êðèòåðèÿ ïîíèìàåòñÿ çäåñü òàê, ÷òî îí ñâÿçàí ñ çàäà÷åé êîíêðåòíîãî
øàãà èëè ýòàïà. Íàðÿäó ñ ëîêàëüíûì êðèòåðèåì ñèñòåìà õàðàêòåðèçóåòñÿ è
èíòåãðàëüíûì êðèòåðèåì, îöåíèâàþùèì ïîâåäåíèå ñèñòåìû â öåëîì.

Ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ çàäà÷ó:

Qm(x1, ..., xm) =
m∑
i=1

ψi(xi)⇒ max, (4)

X(m) = (x1, ..., xm) ∈ Dm,

Dm = {X(m) ∈ Pm ⊆ Rm | fi(xi−1, xi) 6 0, i = 1, ...,m},
ãäå çíà÷åíèå m íå ïðåäïîëàãàåòñÿ èçâåñòíûì, à îïðåäåëÿåòñÿ â ïðîöåññå ðå-
øåíèÿ çàäà÷è.

Ïðè ýòîì ψi(xi) = cixi ëîêàëüíûé êðèòåðèé, çàäàâàåìûé íà ìíîæåñòâå,
îïðåäåëÿåìîì óñëîâèÿìè fi(xi−1, xi) 6 0, i = 1, ...,m, à Qm(x1, ..., xm) =
m∑
i=1

ψi(xi) - èíòåãðàëüíûé êðèòåðèé, îïðåäåë¼ííûé íà ìíîæåñòâå Dm.

Ïóñòü X ′(k) = (x′1, ..., x′k) - ðåøåíèå çàäà÷è (4) ïðè m = k, à X ′′(k + 1) =
(x′′1, ..., x′′k+1) - ðåøåíèå çàäà÷è (4) ïðè m = k + 1 (ïðè óñëîâèè, ÷òî îíè
ñóùåñòâóþò).

Òîãäà óñëîâèå òîãî, ÷òî çàäà÷à (4) ÿâëÿåòñÿ M -çàäà÷åé, ìîæíî çàïèñàòü â
âèäå:

x′i = x′′i, i = 1, ..., k, (5)

äëÿ ëþáîãî k = 1, ...,m, m = 1, 2....
Ðàññìîòðèì çàäà÷ó (4), êîãäà ci > 0, à fi(xi−1, xi) äèôôåðåíöèðóåìû íà

R2
+, i = 1, ...,m. Îáîçíà÷èì ïðîèçâîäíóþ ôóíêöèè fi(xi−1, xi) ïî xi ÷åðåç

ϕi(xi−1, xi), à ÷åðåç gi(xi−1, xi) ïðîèçâîäíóþ ôóíêöèè fi(xi−1, xi) ïî xi−1,
i = 1, ...,m.
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Ïóñòü ôóíêöèèfi(xi−1, xi), i = 1, ...,m, óäîâëåòâîðÿþò ñëåäóþùèì óñëîâè-
ÿì:

Óñëîâèå 1. Äëÿ ëþáîãî ôèêñèðîâàííîãî xi−1 ∈ [0, x̄i−1] óðàâíåíèå

fi(xi−1, xi) = 0 (6)

èìååò åäèíñòâåííûé ïîëîæèòåëüíûé êîðåíü x̄i, à fi(xi−1, 0) < 0 ïðè xi−1 > 0
è fi(xi−1, 0) > 0 ïðè xi > x̄i, i = 1, ...,m.
Óñëîâèå 2. Äëÿ âñåõ xi−1 > 0, xi > 0, óäîâëåòâîðÿþùèõ ðàâåíñòâó (6),
ñïðàâåäëèâû ñîîòíîøåíèÿ

gi(xi−1, xi) > 0, i = 1, ...,m,

0 < 1− ci
ci−1

· ϕi(xi−1, xi)
gi(xi−1, xi)

6 1, i = 2, ...,m.

Ïóñòü x̄i - åäèíñòâåííûé ïîëîæèòåëüíûé êîðåíü óðàâíåíèÿ (6), ñóùåñòâó-
þùèé â ñèëó óñëîâèÿ 1, i = 1, ...,m è ïóñòü X̄(m) = (x̄1, ..., x̄m).
Òåîðåìà 1. Åñëè âûïîëíåíû óñëîâèÿ 1 è 2, òî âåêòîð X̄(m) = (x̄1, ..., x̄m)
ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è (4), êîãäà ci > 0, ïðè x̄0 > 0 è èìåþò ìåñòî ñîîò-
íîøåíèÿ (5), ãäå fi(x̄i−1, x̄i) = 0, i = 1, ...,m.

Ïóñòü òåïåðü ôóíêöèè fi(xi−1, xi), i = 1, ...,m, m = 1, 2..., óäîâëåòâîðÿþò
óñëîâèþ 1 è óñëîâèþ 3.

Óñëîâèå 3. Äëÿ âñåõ xi−1 > 0, xi > 0, óäîâëåòâîðÿþùèõ ðàâåíñòâó (6),
ñïðàâåäëèâû ñîîòíîøåíèÿ

gi(xi−1, xi) > 0, i = 1, ...,m,

0 < 1− ci
ci−1

· ϕi(xi−1, xi)
gi(xi−1, xi)

6 1,

0 < 1− ci−1

ci−2
· ϕi−1(xi−2, xi−1)
gi−1(xi−2, xi−1)

(
1− ci

ci−1
· ϕi(xi−1, xi)
gi(xi−1, xi)

)
6 1,

ïðè i = 3, 5, ...,m, m = 2p+ 1, p = 1, 2, ....
Òîãäà ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà 2. Åñëè óñëîâèÿ 1 è 3 âûïîëíÿþòñÿ, òî çàäà÷à (4), êîãäà ci > 0,
ÿâëÿåòñÿ M(1, 2)-çàäà÷åé.

Ê ðàññìîòðåííûì çàäà÷àì ìîãóò áûòü ñâåäåíû çàäà÷è êîíñòðóèðîâàíèÿ
ôîðìóë ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ ñèñòåì îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëü-
íûõ óðàâíåíèé. Óêàçàííûå êëàññû õàðàêòåðèçóþòñÿ òåì, ÷òî ÷èñëî ýòàïîâ
(øàãîâ) â êàæäîì èç ðàññìàòðèâàåìûõ êëàññîâ çàäà÷ àïðèîðè íåèçâåñòíî, à
îïðåäåëÿåòñÿ â ïðîöåññå ðåøåíèÿ çàäà÷è. Èñïîëüçóÿ îïèñàííûé ïîäõîä ê ðå-
øåíèþ ìíîãîýòàïíûõ çàäà÷, áûëè ïîñòðîåíû ïðîöåäóðû, ìèíèìèçèðóþùèå
÷èñëî âû÷èñëåíèé ïðàâûõ ÷àñòåé ñèñòåì îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ
óðàâíåíèé ñ ó÷¼òîì âûïîëíåíèÿ îãðàíè÷åíèé, îïðåäåëÿåìûõ òî÷íîñòüþ âû-
÷èñëåíèé. Ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû âû÷èñëèòåëüíîãî ýêñïåðèìåíòà ïî èñïîëü-
çîâàíèþ ïîñòðîåííûõ ïðîöåäóð ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ.
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Ôîðìàëüíûå ñèñòåìû, ðåàëèçóþùèå ëîãèêî-ìàòåìàòè÷åñêîå îïèñàíèå ñî-
äåðæàíèÿ îáëàñòåé çíàíèé íàçûâàþòñÿ ôîðìàëèçìàìè çíàíèé (êðàòêî - ôîð-
ìàëèçìàìè) Ñóùåñòâóþùèå ôîðìàëèçìû ñîñòàâëÿþò èíäóêòèâíî ðàçâèâàå-
ìîå ñåìåéñòâî ïîäõîäîâ, îñíîâàííûõ íà ðàçíîîáðàçíûõ ñõåìàõ çàäàíèÿ çíà-
íèé [1]. Âîñòðåáîâàííîñòü óíèâåðñàëüíîé ëîãèêî-ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè ñâÿ-
çàíà ñ íåîáõîäèìîñòüþ óíèôèêàöèè òàêîãî ìíîãîîáðàçèÿ, îáåñïå÷åíèÿ âîç-
ìîæíîñòè ñîâìåñòíîãî èññëåäîâàíèÿ èëè ïðàêòè÷åñêîãî èñïîëüçîâàíèÿ îòëè-
÷àþùèõñÿ ôîðìàòîâ ïðåäñòàâëåíèÿ çíàíèé. Ïðåäëàãàåìîå óòî÷íåíèå ïîíÿòèÿ
ôîðìàëèçìà çíàíèé îñíîâíî íà îáùèõ àëãåáðàè÷åñêèõ è àëãîðèòìè÷åñêèõ èí-
âàðèàíòàõ ñóùåñòâóþùèõ è âîçìîæíûõ ôîðìàëèçìîâ. Ïðè ýòîì èíâàðèàíò
ïîíèìàåòñÿ êàê óíèâåðñàëüíàÿ êàòåãîðèÿ äëÿ ñóùíîñòåé âñÿêîãî ôîðìàëèç-
ìà çíàíèé.

Ôîðìàëèçìû çíàíèé

Óòî÷íåíèå ïîíÿòèÿ ôîðìàëèçìà çíàíèé ñîñòàâëÿþò êîíñòðóêòû, ïîçâî-
ëÿþùèå ðàññìàòðèâàòü îòäåëüíûå ôîðìàëèçìû êàê äåäóêòèâíûå ðåàëèçà-
öèè óíèâåðñàëüíîé àáñòðàêòíîé ìîäåëè. Òàêóþ ìîäåëü ñîñòàâëÿþò ìåõàíèç-
ìû ïîñòðîåíèÿ ñòðóêòóðèðîâàííûõ îáúåêòîâ, ÿâëÿþùèõñÿ ïðåäñòàâëåíèÿìè
àáñòðàêòíûõ çíàíèé, è ìåõàíèçìû ñðàâíåíèÿ îáúåêòîâ. Ïîëåçíîñòü óíèâåð-
ñàëüíîé ìîäåëè ñâÿçàíà ñ óíèôèêàöèåé ïðåäñòàâëåíèé î ïðèðîäå ôîðìàëè-
çîâàííûõ çíàíèé, ðàçâèâàþùèì ïîíèìàíèå ñóùåñòâóþùèõ ìîäåëåé çíàíèé,
âîçìîæíîñòåé èõ ïðàêòè÷åñêîãî èñïîëüçîâàíèÿ.

Îïðåäåëåíèå. Ôîðìàëèçì çíàíèé ýòî - ÷åòâ¼ðêà = = (M=, DM= , ◦,⊆), ãäå
M= è DM= - ðàçðåøèìûå ìíîæåñòâà, à ◦ : DM= ×DM= → DM= - âû÷èñëèìàÿ
îïåðàöèÿ êîìïîçèöèè è ⊆ - ðàçðåøèìîå îòíîøåíèå âëîæåíèÿ íà DM= .
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Çäåñü ìíîæåñòâî M= (ïðåäñòàâëåíèé çíàíèé) ÿâëÿåòñÿ ðàçðåøèìûì ïîä-
ìíîæåñòâîì ìíîæåñòâà DM= (ôðàãìåíòîâ çíàíèé) è ñîäåðæèò ñïåöèàëüíûé
ïóñòîé ýëåìåíò Λ.

Êîíñòðóêòû óíèâåðñàëüíîé ìîäåëè ôîðìàëèçìà çíàíèé ÿâëÿþòñÿ î÷åíü
îáùèìè. Ýòî âëå÷¼ò îáøèðíîñòü êëàññà êîíêðåòíûõ ôîðìàëèçìîâ. Ïîëåç-
íîñòü ïðèâåä¼ííîãî ïîíÿòèÿ çàâèñèò îò ãëóáèíû îòðàæåíèÿ êîíöåïòóàëü-
íûõ ïðåäñòàâëåíèé î ïðèðîäå ôîðìàëèçîâàííûõ çíàíèé, îáåñïå÷èâàþùåãî
âîçìîæíîñòü ðàññìîòðåíèÿ ñóùåñòâóþùèõ ìîäåëåé çíàíèé êàê äåäóêòèâíûõ
ñëåäñòâèé óíèâåðñàëüíîé ôîðìàëèçàöèè. Ðàññìîòðèì ïðèìåíåíèå ïðèâåä¼í-
íîãî îïðåäåëåíèÿ ê çàäà÷å ñðàâíåíèÿ êîíêðåòíûõ ïîäõîäîâ ê ôîðìàëèçîâàí-
íîìó ïðåäñòàâëåíèþ çíàíèé.

Îïðåäåëåíèå. Ôîðìàëèçì < àëãåáðàè÷åñêè âêëàäûâàåòñÿ â ôîðìàëèçì =
( < vA =), åñëè ñóùåñòâóåò òàêîå âû÷èñëèìîå èíúåêòèâíîå îòîáðàæåíèå
ξ : DM< → DM= , ÷òî

∀C1, C2 ∈ DM<(ξ(C1 ◦ C2) = ξ(C1) ◦ ξ(C2)).

Îïðåäåëåíèå. Ôîðìàëèçì < ñåìàíòè÷åñêè âêëàäûâàåòñÿ â ôîðìàëèçì =
( < vS =), åñëè ñóùåñòâóåò òàêîå âû÷èñëèìîå èíúåêòèâíîå îòîáðàæåíèå
ξ : DM< → DM= , ÷òî

∀C1, C2 ∈ DM<(C1 ⊆ C2 → ξ(C1) ⊆ ξ(C2)).

Îïðåäåëåíèå. Ôîðìàëèçì < âêëàäûâàåòñÿ â ôîðìàëèçì = ( < v =), åñëè
ñóùåñòâóåò òàêîå âû÷èñëèìîå èíúåêòèâíîå îòîáðàæåíèå ξ : DM< → DM= , äëÿ
êîòîðîãî < vA = è < vS =.

Ïðîèçâîëüíûå ôîðìàëèçìû =1 è =2 ýêâèâàëåíòíûå, åñëè =1 v =2 è
=2 v =1. Åñëè ýëåìåíòàìè DM= ÿâëÿþòñÿ ìíîæåñòâà, à ◦ è ⊆ îïðåäåëÿ-
þòñÿ êàê îáúåäèíåíèå è âëîæåíèå ìíîæåñòâ, òî = íàçûâàåòñÿ òåîðåòèêî-
ìíîæåñòâåííûì ôîðìàëèçìîì. Äëÿ òàêèõ ôîðìàëèçìîâ ïîíÿòèÿ àëãåáðàè-
÷åñêîãî è ñåìàíòè÷åñêîãî âëîæåíèÿ ðàâíîñèëüíû. Ïðèìåðû ôîðìàëèçìîâ,
äëÿ êîòîðûõ èìååò ìåñòî òîëüêî àëãåáðàè÷åñêîå èëè ñåìàíòè÷åñêîå âëîæå-
íèå, ïðèâåäåíû â [2].

Ñðàâíåíèå ñóùåñòâóþùèõ ìîäåëåé çíàíèé

Îïðåäåëèì ôîðìàëèçìû äëÿ: àòîìàðíûõ ïðîäóêöèîííûõ ñèñòåì (APS ),
îáðàçîâàòåëüíûõ ïðîñòðàíñòâ (LS ) [3], áàç çíàíèé â äåñêðèïöèîííîé ëîãè-
êå (ALC ) [2], àáñòðàêòíûõ ïðîñòðàíñòâ çíàíèé ( AKS) [5], èåðàðõè÷åñêèõ
ñåìàíòè÷åñêèõ ñåòåé (SN ) [6]. Ñëîæíîñòü ðàçâ¼ðòûâàíèÿ ñèñòåìû îïðåäå-
ëåíèé ñâÿçàíà ñ íåîáõîäèìîñòüþ óòî÷íåíèÿ èíâàðèàíòîâ ôðàãìåíòà çíàíèé,
ñåìàíòè÷åñêîé è àëãåáðàè÷åñêîé ñòðóêòóðû äëÿ íåñêîëüêèõ ðàçíûõ ïîäõîäîâ
ê ïðåäñòàâëåíèþ çíàíèé. Êîíöåïòû ôðàãìåíòà, êîìïîçèöèè è âëîæåíèÿ â îáî-
çíà÷åííûõ è äðóãèõ èçâåñòíûõ ôîðìàëèçìàõ íåðåäêî ïðåäñòàâëåíû íåÿâíî è,
â îáùåì ñëó÷àå, äîïóñêàþò îòëè÷àþùèåñÿ óòî÷íåíèÿ.

Òåîðåìà 1. Äëÿ ôîðìàëèçìîâ APS, LS, ALC, AKS è SN ñïðàâåäëèâû
òîëüêî òàêèå âëîæåíèÿ, êîòîðûå ïðåäñòàâëåíû â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
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APS v LS v ALC v AKS v SN .

Ñîîòíîøåíèÿ ôîðìàëèçìîâ, ïðåäñòàâëÿþùèõ ðàññìîòðåííûå ìîäåëè ïðåä-
ñòàâëåíèÿ çíàíèé, íå ñîõðàíÿþòñÿ, åñëè îãðàíè÷èòüñÿ òîëüêî àëãåáðàè÷åñêèì
èëè ñåìàíòè÷åñêèì âëîæåíèåì.

Îáîçíà÷èì êàê K ìíîæåñòâî âñåõ ôîðìàëèçìîâ çíàíèé. Íàèáîëüøèé â
îòíîøåíèè âëîæåíèÿ ôîðìàëèçì íàçûâàåòñÿ óíèâåðñàëüíûì. Ñóùåñòâîâàíèå
òàêîãî ôîðìàëèçìà îáîñíîâûâàåòñÿ â ñëåäóþùåé òåîðåìå.

Òåîðåìà 2. ∃=U ∈ K ∀= ∈ K(= v =U ).
Äîêàçàòåëüñòâî ïîñëåäíåé òåîðåìû ñîñòîèò â ïîñòðîåíèè ïðèìåðà ôîð-

ìàëèçìà, â êîòîðîì îïåðàöèÿ êîìïîçèöèè è îòíîøåíèå âëîæåíèÿ ìîäåëè-
ðóþòñÿ íà îñíîâå ïåðåñ÷¼òà ìíîæåñòâà âñåõ âû÷èñëèìûõ îòîáðàæåíèé âèäà
f : N ×N → N è îòíîøåíèé ρ ⊆ N ×N , ðåàëèçóþùèõ òåîðåòèêî-ðåêóðñèâíîå
ïðåäñòàâëåíèå îïåðàöèé êîìïîçèöèè è îòíîøåíèé âëîæåíèÿ íà ïðîèçâîëüíûõ
áåñêîíå÷íûõ ðàçðåøèìûõ ìíîæåñòâàõ.

Ôîðìàëèçì äåñêðèïöèîííûõ ëîãèê ALC ÿâëÿåòñÿ áàçîâûì äëÿ ñåìåéñòâà
òàêèõ ëîãèê, ÿâëÿþùèõñÿ ðàñøèðåíèÿìè óêàçàííîãî ôîðìàëèçìà. Îíè ïîëó-
÷àþòñÿ ðàçâèòèåì ñèñòåì êîíñòðóêòîâ ALC, èñïîëüçóåìûõ â ôîðìóëàõ ÿçûêà.
Ïðèìåðàìè òàêèõ ðàñøèðåíèé ÿâëÿþòñÿ SHIF è SHOIN . Äëÿ ýòèõ ðàñøè-
ðåíèé âûïîëíÿþòñÿ òå æå ñðàâíåíèÿ ñ ðàññìîòðåííûìè âûøå ôîðìàëèçìàìè,
÷òî è äëÿ ALC.

Òåîðåìà 3. =U vSN .

Èåðàðõè÷åñêèå ñåìàíòè÷åñêèå ñåòè íå ÿâëÿþòñÿ ïðèìåðîì óíèâåðñàëüíîãî
ôîðìàëèçìà çíàíèé. Ýòî ñâîéñòâî ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî àêñèîìàòèêà ôîðìàëèç-
ìîâ äîïóñêàåò âîçìîæíîñòü êîìïîçèöèè îäíîãî è òîãî æå ôðàãìåíòà çíàíèÿ
áåñêîíå÷íûì ìíîãîîáðàçèåì ñïîñîáîâ. Òàêîå ñâîéñòâî íå èìååò ìåñòà äëÿ ëþ-
áîãî èç ôîðìàëèçìîâ, ïðåäñòàâëåííûõ â òåîðåìå 1.

Âëîæåíèÿ ôîðìàëèçìîâ ñåìàíòè÷åñêèõ ñåòåé

Ôîðìàëèçì èåðàðõè÷åñêèõ ñåìàíòè÷åñêèõ ñåòåé ïðåäñòàâëÿåò òåîðåòè÷å-
ñêèé è ïðàêòè÷åñêèé èíòåðåñ êàê ðàçâèòèå ôîðìàëèçìîâ äåñêðèïöèîííûõ ëî-
ãèê è àáñòðàêòíûõ ïðîñòðàíñòâ çíàíèé. Èåðàðõè÷åñêèå ñåìàíòè÷åñêèå ñåòè
óäîáíû â êà÷åñòâå ôîðìàòà ïðåäñòàâëåíèÿ â ñâÿçíîì âèäå ðåàëèçàöèé óíèâåð-
ñàëüíîé ëîãèêî-ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè îáëàñòè çíàíèé, îñíîâàííûõ íà àëãåá-
ðàè÷åñêèõ è àëãîðèòìè÷åñêèõ èíâàðèàíòàõ, è ñëàáîôîðìàëèçîâàííûõ ìîäå-
ëåé îáëàñòåé çíàíèé, îñíîâàííûõ íà òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåííûõ êîíñòðóêöèÿõ
è àëãîðèòìàõ èõ îáðàáîòêè. Ïîëíîå ñåìàíòè÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå èåðàðõè÷å-
ñêîé ñåìàíòè÷åñêîé ñåòè ñîñòàâëÿþò ñåòè, êàæäàÿ èç êîòîðûõ ðàçìåùàåòñÿ
â íåêîòîðîì ÿðóñå. Âñÿêàÿ íåýëåìåíòàðíàÿ âåðøèíà ïîëíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ
ñâÿçàíà ñ ñîîòâåòñòâóþùåé åé ñåìàíòè÷åñêîé ñåòüþ. Ïîñëåäíÿÿ ñåòü ðàçìåùà-
åòñÿ â ñëåäóþùåì ÿðóñå èåðàðõèè. Ãëóáèíà ñåòè îïðåäåëÿåòñÿ ÷èñëîì óðîâíåé
ïîëíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ. Îáîçíà÷èì êàê SNi - êëàññ ñåòåé ãëóáèíû i, i = 1, 2, ....
Òåîðåìà 4. ∀i ∈ N(SNi ≡S SNi+1).
Òåîðåìà 5. ∀i ∈ N(SNi ≡S SN).
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ÈÄÑÒÓ ÑÎ ÐÀÍ, ÈÌÝÈ ÈÃÓ, Èðêóòñê

Êîíôîðìíûì [1] íàçûâàåòñÿ ïîâåäåíèå ìóëüòèàãåíòíûõ ñèñòåì, ïðè êîòî-
ðîì, ïðèíèìàÿ ðåøåíèå î âûïîëíåíèè íåêîòîðîãî äåéñòâèÿ, àãåíò îðèåíòè-
ðóåòñÿ íà àíàëîãè÷íûå ðåøåíèÿ äðóãèõ àãåíòîâ, ïðÿìî èëè êîñâåííî íà íåãî
âëèÿþùèõ. Áîëåå äåòàëüíî, ïîâåäåíèå àãåíòà íàçûâàåòñÿ êîíôîðìíûì, åñëè
îí ïðèíèìàåò ðåøåíèå ¾äåéñòâîâàòü¿ ëèøü òîãäà, êîãäà íå ìåíåå îïðåäåëåí-
íîãî ïðîöåíòà âëèÿþùèõ íà íåãî (êàê ïðàâèëî, íàïðÿìóþ) àãåíòîâ ïðèíèìàåò
ðåøåíèå ¾äåéñòâîâàòü¿. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå àãåíò áåçäåéñòâóåò. Äàííûé òèï
ïîâåäåíèÿ âåñüìà ðàñïðîñòðàíåí â ðåàëüíîé æèçíè. Òàêæå èíòåðåñíî, ñâîåãî
ðîäà, ïðîòèâîïîëîæíîå ïîâåäåíèå: àãåíò áåçäåéñòâóåò, åñëè ÷èñëî äåéñòâóþ-
ùèõ ñîñåäåé ïðåâîñõîäèò íåêîòîðûé ïîðîã, è äåéñòâóåò â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.
Òàêîå ïîâåäåíèå â [1] íàçâàíî àíòèêîíôîðìíûì. Â [1] ïðåäëîæåíà òåîðåòèêî-
èãðîâàÿ ìîäåëü ýòèõ òèïîâ ïîâåäåíèÿ. Â [2] áûëà ââåäåíà àâòîìàòíàÿ (èëè
äèñêðåòíî-àâòîìàòíàÿ) ìîäåëü êîíôîðìíîãî ïîâåäåíèÿ, ïî ñìûñëó àíàëîãè÷-
íàÿ èçó÷åííûì ðàíåå â [3], [4], [5] äèñêðåòíî-àâòîìàòíûì ìîäåëÿì ãåííûõ ñå-
òåé ñ ïîðîãîâûìè âåñîâûìè ôóíêöèÿìè. Ïî ñóòè, ðàññìîòðåííàÿ â [2] ìîäåëü
ÿâëÿåòñÿ ñåòüþ Êàóôôìàíà [6] ñ ïîðîãîâûìè âåñîâûìè ôóíêöèÿìè, ðåàëèçó-
þùèìè ïðèíöèï êîíôîðìíîñòè.

Â [2] â ìîäåëü áûëè ââåäåíû àãåíòû, íàçûâàåìûå àãèòàòîðàìè è ëîÿëèñòà-
ìè. Àãèòàòîðû äåéñòâóþò âñåãäà áåç ó÷åòà ìíåíèÿ ñâîèõ ñîñåäåé. Ëîÿëèñòû,
íàïðîòèâ, âñåãäà áåçäåéñòâóþò. Ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî àãèòàòîðû è ëîÿëèñòû íå
ïðîÿâëÿþò êîíôîðìíîãî ïîâåäåíèÿ. Àãåíòû, ïðîÿâëÿþùèå êîíôîðìíîå ïî-
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âåäåíèå, íàçûâàþòñÿ ïðîñòûìè. Â [2] ðåøàëèñü çàäà÷è ðàçìåùåíèÿ íà ãðàôå
ñåòè îòíîñèòåëüíî íåáîëüøîãî ÷èñëà àãèòàòîðîâ, êîòîðûå áû çà ìàëîå ÷èñëî
êîíòàêòîâ ïåðåâîäèëè âñåõ ïðîñòûõ àãåíòîâ â ñîñòîÿíèå äåéñòâèÿ. Òàêæå ðàñ-
ñìàòðèâàëàñü çàäà÷à ðàçìåùåíèÿ îòíîñèòåëüíî íåáîëüøîãî ÷èñëà ëîÿëèñòîâ
ñ öåëüþ áëîêèðîâàíèÿ àãèòàòîðîâ. Â êà÷åñòâå êîíêðåòíûõ ñåòåé èñïîëüçî-
âàëèñü ãðàôû íà 100 âåðøèíàõ, ñãåíåðèðîâàííûå â ñîîòâåòñòâèè ñ ìîäåëüþ
Ýðäåøà-Ðåíüè.

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ìû ðàçâèâàåì ðåçóëüòàòû [2] â ñëåäóþùèõ íàïðàâëåíè-
ÿõ. Âî-ïåðâûõ, ìû ðàññìàòðèâàåì áîëåå ñëîæíóþ ìîäåëü âëèÿíèÿ è ïîëàãàåì,
÷òî íà ïðèíÿòèå àãåíòîì ðåøåíèÿ ¾äåéñòâîâàòü¿ åãî íåïîñðåäñòâåííûå ñîñå-
äè âëèÿþò ñ ðàçíûìè âåñàìè. Òàêàÿ ïîñòàíîâêà ýêâèâàëåíòíà ðàññìîòðåíèþ
ìîäåëè, â êîòîðîé áëèæàéøåå îêðóæåíèå àãåíòà, ò.å. âåðøèíû, ñâÿçàííûå ñ
íèì äóãàìè, âëèÿåò íà åãî ìíåíèå â íàèáîëüøåé ñòåïåíè; âåðøèíû, îòñòîÿùèå
îò íåãî íà ðàññòîÿíèå (â ãðàôå), ðàâíîå 2 � â ìåíüøåé ñòåïåíè, è ò.ä.. Âòîðîå
îòëè÷èå îò ðåçóëüòàòîâ [2] ñîñòîèò â òîì, ÷òî, ïîìèìî ãðàôîâ Ýðäåøà-Ðåíüè
(Gnp-ãðàôû) [7], ìû ðàññìîòðåëè ãðàôû Óîòòñà-Ñòðîãàòöà (WS-ãðàôû) [8].
Äëÿ ñãåíåðèðîâàííûõ ñåòåé ðåøàëèñü çàäà÷è ðàçìåùåíèÿ àãèòàòîðîâ è ëîÿ-
ëèñòîâ, â öåëîì àíàëîãè÷íûå çàäà÷àì, ðàññìîòðåííûì â [2]. Äëÿ ïîèñêà ñîîò-
âåòñòâóþùèõ ðàçìåùåíèé èñïîëüçîâàëñÿ SAT-ïîäõîä [9]. Ñâåäåíèå ðàññìàòðè-
âàåìûõ çàäà÷ ê SAT îñóùåñòâëÿëîñü â ñîîòâåòñòâèè ñ ïðèíöèïàìè, ïîäðîáíî
îïèñàííûìè â [2]. Íèæå ìû êðàòêî îñòàíàâëèâàåìñÿ íà îñíîâíûõ îòëè÷èÿõ
ðàññìîòðåííûõ ìîäåëåé îò èçó÷åííûõ â [2] è ïðèâîäèì ðåçóëüòàòû âû÷èñëè-
òåëüíûõ ýêñïåðèìåíòîâ.

Ðàññìàòðèâàåòñÿ îðèåíòèðîâàííûé ãðàô G íà n âåðøèíàõ. Ïðåäïîëàãà-
åì, ÷òî ïðîèçâîëüíàÿ âåðøèíà vi, i ∈ {1, . . . , n}, èíòåðïðåòèðóåò íåêîòîðîãî
àãåíòà. Â êàæäûé ìîìåíò âðåìåíè t ∈ {0, 1, . . .} ïðîèçâîëüíîé âåðøèíå vi ïðè-
ïèñàíî ÷èñëî xi(t) ∈ {0, 1}, íàçûâàåìîå âåñîì vi â ìîìåíò t. Ïðè ïåðåõîäå îò
ìîìåíòà t ê ìîìåíòó t+1 îñóùåñòâëÿåòñÿ ñèíõðîííûé ïåðåñ÷åò âåñîâ âñåõ âåð-
øèí. Âåðøèíå vi, i ∈ {1, . . . , n}, ñîïîñòàâëÿåòñÿ ìíîæåñòâî Vi = {vs1 , . . . , vsl},
{s1, . . . , sl} ⊂ {1, . . . , n}, l < n, âåðøèí ãðàôà G, äóãè èç êîòîðûõ âõîäÿò â
âåðøèíó vi (ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî ýòè âåðøèíû îáðàçóþò îêðóæåíèå âåðøèíû
vi). Êàæäîé âåðøèíå èç Vi ïðèïèñûâàåòñÿ ôèêñèðîâàííîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî
wisj , j ∈ {1, . . . , l}, êîòîðîå îòðàæàåò ñòåïåíü âëèÿíèÿ àãåíòà vsj ∈ Vi íà ìíå-
íèå àãåíòà vi. Ïîëàãàåì, ÷òî ÷åì áîëüøå äàííîå ÷èñëî, òåì áîëüøå âëèÿíèå.
Ñ÷èòàåì, ÷òî ñòåïåíü âëèÿíèÿ íå ìîæåò ïðåâîñõîäèòü íåêîòîðîãî çàäàííî-
ãî íàòóðàëüíîãî r. Ïîìèìî ýòîãî êàæäîé âåðøèíå vi ïðèïèñûâàåòñÿ ÷èñëî
θi ∈ [0, 1], êîòîðîå äàëåå íàçûâàåì ïîðîãîì êîíôîðìíîñòè ñîîòâåòñòâóþùåãî
àãåíòà. Âåðøèíà vi èìååò â ìîìåíò âðåìåíè t âåñ xi(t) = 1, åñëè ïðåäñòàâ-
ëÿåìûé åþ àãåíò ïðèíèìàåò ðåøåíèå ¾äåéñòâîâàòü¿, è xi(t) = 0, åñëè àãåíò
ïðèíèìàåò ðåøåíèå "áåçäåéñòâîâàòü".

Äèíàìèêà èçìåíåíèÿ âåñà ïðîèçâîëüíîãî àãåíòà vi, i ∈ {1, . . . , n}, çàäàåòñÿ
ñëåäóþùèì îáðàçîì:

xi(t+ 1) =


1,
∑
vj∈Vi

xj(t) > bθi ·
∑
vj∈Vi

wijc

0,
∑
vj∈Vi

xj(t) 6 bθi ·
∑
vj∈Vi

wijc
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Â ðàìêàõ îïèñàííîé ìîäåëè, àãèòàòîðàìè ÿâëÿþòñÿ âåðøèíû, âåñ êîòî-
ðûõ âñåãäà ðàâåí 1, à ëîÿëèñòàìè - âåðøèíû, âåñ êîòîðûõ âñåãäà ðàâåí 0. Â
âû÷èñëèòåëüíûõ ýêñïåðèìåíòàõ ìû ðàññìîòðåëè ñëåäóþùèå äâå çàäà÷è.

Çàäà÷à 1. Äëÿ íà÷àëüíîãî ñîñòîÿíèÿ, ñîîòâåòñòâóþùåãî áåçäåéñòâèþ âñåõ
ïðîñòûõ àãåíòîâ, íàéòè òàêóþ ðàññòàíîâêó íå áîëåå, ÷åì P , P < n, àãèòàòîðîâ,
÷òî ÷èñëî äåéñòâóþùèõ àãåíòîâ ÷åðåç k øàãîâ ñîñòàâèò íå ìåíåå Q, Q > P .

Çàäà÷à 2. Ïî ðàññòàíîâêå àãèòàòîðîâ, íàéäåííîé â ðåçóëüòàòå ðåøåíèÿ
çàäà÷è 1, äëÿ íà÷àëüíîãî ñîñòîÿíèÿ, â êîòîðîì âñå ïðîñòûå àãåíòû äåéñòâóþò,
íàéòè òàêóþ ðàññòàíîâêó íå áîëåå, ÷åì U , U < n − P , ëîÿëèñòîâ, ÷òî ÷èñëî
äåéñòâóþùèõ àãåíòîâ ÷åðåç k øàãîâ ñîñòàâèò íå áîëåå W , P 6W < n− U .

Â âû÷èñëèòåëüíûõ ýêñïåðèìåíòàõ ìû èñïîëüçîâàëè SAT-ðåøàòåëü Minisat
2.2, êîòîðûé çàïóñêàëñÿ íà îäíîì ÿäðå ïðîöåññîðà AMD Opteron 6276 â ðàì-
êàõ âû÷èñëèòåëüíîãî êëàñòåðà ”Àêàäåìèê Â.Ì. Ìàòðîñîâ“ ÈÄÑÒÓ ÑÎ ÐÀÍ.
Âî âñåõ ýêñïåðèìåíòàõ ðàññìàòðèâàëèñü ãðàôû íà 200 âåðøèíàõ. Èñïîëüçîâà-
ëèñü ñëåäóþùèå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ: k = 10, r = 3, P = 40, Q = 160, U = 60,
W = 40. Äëÿ êàæäîãî çíà÷åíèÿ ”âåðîÿòíîñòü äóãè“ áûëî ñãåíåðèðîâàíî ïî
10 òåñòîâ. Â òàáëèöàõ 1 è 2 ïðåäñòàâëåíû ðåçóëüòàòû ýêñïåðèìåíòîâ ïî ðåøå-
íèþ ïðèâåäåííûõ çàäà÷ äëÿ ãðàôîâ, ïîñòðîåííûõ â ñîîòâåòñòâèè ñ ìîäåëüþ
Ýðäåøà-Ðåíüè (Gnp) è äëÿ ãðàôîâ, ïîñòðîåííûõ â ñîîòâåòñòâèè ñ ìîäåëüþ
Óîòòñà-Ñòðîãàòöà (WS), ñîîòâåòñòâåííî.

Òàáëèöà 1. Ðåçóëüòàòû âû÷èñëèòåëüíûõ ýêñïåðèìåíòîâ ïî ïîèñêó ðåøåíèé
çàäà÷ 1 è 2 äëÿ Gnp-ãðàôîâ.

Âåðîÿòíîñòü Ñðåäíèé ðàçìåð Ñðåäíåå âðåìÿ Ñðåäíåå âðåìÿ
äóãè ÊÍÔ, Êá. ðåø-ÿ çàäà÷è 1, ñ. ðåø-ÿ çàäà÷è 2, ñ.
0,2 221771 156,15 107,61
0,3 396095 253,75 408,32
0,4 542102 375,88 122,12

Òàáëèöà 2. Ðåçóëüòàòû âû÷èñëèòåëüíûõ ýêñïåðèìåíòîâ ïî ïîèñêó ðåøåíèé
çàäà÷ 1 è 2 äëÿ WS-ãðàôîâ.

Âåðîÿòíîñòü Ñðåäíèé ðàçìåð Ñðåäíåå âðåìÿ Ñðåäíåå âðåìÿ
äóãè ÊÍÔ, Êá. ðåø-ÿ çàäà÷è 1, ñ. ðåø-ÿ çàäà÷è 2, ñ.
0,2 86141 38,54 24,52
0,3 86573 37,04 22,52
0,4 89776 52,55 37,04

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ÷àñòè÷íîé ïîääåðæêå ïðîåêòîâ ÐÔÔÈ: �14-07-
31172 ìîë_à è �14-07-00403 à.
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Ïóñòü G � êîíå÷íàÿ àáåëåâà ãðóïïà (ãðóïïîâóþ îïåðàöèþ áóäåì íàçû-
âàòü óìíîæåíèåì). Ïîäìíîæåñòâî B = {a1, . . . , aq} ýëåìåíòîâ ãðóïïû áóäåì
íàçûâàòü áàçèñîì â ãðóïïå G, åñëè G ðàñêëàäûâàåòñÿ â ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå
öèêëè÷åñêèõ ïîäãðóïï, ïîðîæäåííûõ ýëåìåíòàìè ìíîæåñòâà B:

G = 〈a1〉u1 × . . .× 〈aq〉uq ,

ãäå ui � ïîðÿäîê ýëåìåíòà ai, i = 1, . . . , q.
Äëÿ êàæäîãî ýëåìåíòà g ãðóïïû G îïðåäåëèì åãî ñëîæíîñòü ðåàëèçàöèè

íàä áàçèñîì B, îáîçíà÷àåìóþ ÷åðåç L(g;B), êàê ìèíèìàëüíîå ÷èñëî îïåðàöèé
óìíîæåíèÿ, äîñòàòî÷íîå äëÿ âû÷èñëåíèÿ ýëåìåíòà g ñ èñïîëüçîâàíèåì ýëå-
ìåíòîâ ìíîæåñòâà B (ïðè ýòîì âñå óæå âû÷èñëåííûå ýëåìåíòû ìîãóò áûòü
èñïîëüçîâàíû ìíîãîêðàòíî).

Ñëîæíîñòü L(G;B) êîíå÷íîé àáåëåâîé ãðóïïû G íàä áàçèñîì B îïðåäå-
ëèì òàê:

L(G;B) = max
g∈G

L(g;B).

Ïîëîæèì
LM(G) = max

B : B�áàçèñ G
L(G,B).
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Òàê êàê êîíå÷íàÿ àáåëåâà ãðóïïà G ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿåòñÿ âåêòîðîì v =
(v1, . . . , vq) ïîðÿäêîâ ïðèìàðíûõ öèêëè÷åñêèõ ïîäãðóïï ãðóïïû G, òî âìåñòî
îáîçíà÷åíèÿ LM(G) ìîæíî èñïîëüçîâàòü îáîçíà÷åíèå M(v).

Èññëåäóåòñÿ îäíà èç çàäà÷, ïîñòàâëåííûõ Î. Á. Ëóïàíîâûì [1] â îáëà-
ñòè ñëîæíîñòè âû÷èñëåíèé â êîíå÷íûõ àáåëåâûõ ãðóïïàõ � íàéòè ÷èñëîâóþ
ôóíêöèþ f(v), îïðåäåëåííóþ íà âåêòîðàõ v, õàðàêòåðèçóþùèõ ïîðÿäêè ïðè-
ìàðíûõ öèêëè÷åñêèõ ãðóïï, ñ ïîìîùüþ êîòîðîé âûðàæàëàñü áû âåëè÷èíà
M(v) (õîòÿ áû àñèìïòîòè÷åñêè èëè ñ òî÷íîñòüþ äî ïîðÿäêà ïðè óñëîâèè, ÷òî
ïîðÿäîê âñåé ãðóïïû ñòðåìèòñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè).

Ïóñòü G = 〈a1〉u1 × . . . × 〈aq〉uq , ò. å. B = {a1, . . . , aq} � áàçèñ â ãðóïïå G.
Èç ìîùíîñòíûõ ñîîáðàæåíèé (ñì., íàïðèìåð, [2]) âûòåêàåò ñëåäóþùèé ôàêò.

Óòâåðæäåíèå 1. Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ïîëîæèòåëüíîãî ε íàéäåòñÿ òàêîå ïîëî-
æèòåëüíîå m(ε), ÷òî äëÿ ñëîæíîñòè ëþáîé êîíå÷íîé àáåëåâîé ãðóïïû G íàä
áàçèñîì B ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ |G| > m(ε) ñïðàâåäëèâà îöåíêà

L(G;MG) >
log |G|

log log |G|

(
1 + (1− ε) log log log |G|

log log |G|

)
(çäåñü è äàëåå âñå ëîãàðèôìû áåðóòñÿ ïî îñíîâàíèþ 2).

Èç ðåçóëüòàòîâ ðàáîò [3, 4, 5] ñëåäóåò òàêàÿ âåðõíÿÿ îöåíêà.

Óòâåðæäåíèå 2. Ïóñòü G = 〈a1〉u1 × . . .×〈aq〉uq , B = {a1, . . . , aq}. Òîãäà ïðè
|G| → ∞

L(G,B) 6
log |G|

log log |G| (1 + o(1)) + log(max
i
ui)(1 + o(1)) +O(q).

Â ðàáîòå [1] ñôîðìóëèðîâàíî ñëåäóþùåå

Óòâåðæäåíèå 3. Ïóñòü G = 〈a1〉u1 × . . .×〈aq〉uq , B = {a1, . . . , aq}. Òîãäà ïðè
|G| → ∞ ñïðàâåäëèâû ñîîòíîøåíèÿ

log |G|
log log |G| . L(G,B) .

log |G|
log log |G| + log(max

i
ui) + q.

Ñ ïîìîùüþ ýòîãî óòâåðæäåíèÿ è ïðîñòîé íèæíåé îöåíêè L(G,B) >
log(max

i
ui − 1) + q − 1 ïðè óñëîâèè |G| → ∞ ëåãêî óñòàíàâëèâàåòñÿ ïîðÿäîê

ðîñòà ôóíêöèîíàëà L(G,B).
Óòâåðæäåíèå 4. Ïóñòü G = 〈a1〉u1 × . . .×〈aq〉uq , B = {a1, . . . , aq}. Òîãäà ïðè
|G| → ∞ ñïðàâåäëèâû ñîîòíîøåíèÿ

max
(

log |G|
log log |G| , log(max

i
ui) + q.

)
. L(G,B) .

log |G|
log log |G| + log(max

i
ui) + q.

Ïåðåõîäÿ ê îöåíêàì âåëè÷èíû M(v), äëÿ âåêòîðà v = (v1, . . . , vq) îáîçíà-
÷èì ÷åðåç ‖v‖ âåëè÷èíó v1v2 . . . vq.
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Óòâåðæäåíèå 5 [1]. Ïðè ‖v‖ → ∞ âûïîëíÿþòñÿ ñîîòíîøåíèÿ

log ‖v‖
log log ‖v‖ .M(v) . log ‖v‖.

Ïðè ýòîì êàê äëÿ íèæíåé òàê è äëÿ âåðõíåé îöåíêè íåñëîæíî ïîñòðîèòü
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè âåêòîðîâ v, äëÿ êîòîðûõ ñîîòâåòñòâóþùàÿ îöåíêà àñèìï-
òîòè÷åñêè äîñòèãàåòñÿ. Îäíàêî îöåíêè èç óòâåðæäåíèÿ 5 íå óñòàíàâëèâàþò
ïîðÿäîê ðîñòà âåëè÷èíû M(v).

Ïóñòü òåïåðü ãðóïïà G ïðåäñòàâëåíà êàê ïðÿìîå ïðîèçåäåíèå ñâîèõ ïðè-
ìàðíûõ öèêëè÷åñêèõ êîìïîíåíò:

G = 〈a1〉v1 × . . .× 〈aq〉vq .

Îáîçíà÷èì ÷åðåç q(v) äëèíó âåêòîðà v = (v1, v2, . . . , vq). Äàëåå äëÿ êàæäî-
ãî ïðîñòîãî äåëèòåëÿ pi âåëè÷èíû ‖v‖ îáîçíà÷èì ÷åðåç Pi(v) ìàêñèìàëüíûé
èç ïîðÿäêîâ ïðèìàðíûõ öèêëè÷åñêèõ ïîäãðóïï, ÿâëÿþùèõñÿ ñòåïåíÿìè ÷èñ-
ëà pi. Òåïåðü ïîëîæèì P (v) =

∏
Pi(v), ãäå ïðîèçâåäåíèå áåðåòñÿ ïî âñåì

ïðîñòûì äåëèòåëÿì ÷èñëà ‖v‖. Ëåãêî çàìåòèòü, ÷òî âåëè÷èíà P (v) ÷èñëåííî
ðàâíà ìàêñèìàëüíîìó çíà÷åíèþ ïîðÿäêà ñðåäè âñåõ ýëåìåíòîâ ãðóïïû G.

Î÷åâèäíî, ÷òî ñïðàâåäëèâû îöåíêèM(v) > q(v)−1 èM(v) > log(P (v)−1),
íî íåðàâåíñòâî M(v) > q(v)− 1 + log(P (v)− 1) â îáùåì ñëó÷àå óæå ÿâëÿåòñÿ
íåâåðíûì. Îäíàêî ñïðàâåäëèâà

Òåîðåìà 1. Ïðè ‖v‖ → ∞ ñïðàâåäëèâî àñèìïòîòè÷åñêîå íåðàâåíñòâî

M(v) & q(v) + logP (v).

Ïðîñòûì ñëåäñòâèåì òåîðåìû 1 è âåðõíåé îöåíêè èç óòâåðæäåíèÿ 3 ÿâëÿ-
åòñÿ ñëåäóþùàÿ

Òåîðåìà 2. Ïðè ‖v‖ → ∞ âûïîëíÿþòñÿ ñîîòíîøåíèÿ

max
(

log ‖v‖
log log ‖v‖ , q(v) + logP (v)

)
.M(v) .

log ‖v‖
log log ‖v‖ + q(v) + logP (v).

Ýòà òåîðåìà óñòàâëèâàåò ïîðÿäîê ðîñòà âåëè÷èíû M(v), ïðè÷åì âåðõíÿÿ
îöåíêà ìîæåò ïðåâûøàòü íèæíþþ àñèìïòîòè÷åñêè íå áîëåå ÷åì â äâà ðàçà.
Êðîìå òîãî, â ñëó÷àå, êîãäà îäíà èç âåëè÷èí log ‖v‖

log log ‖v‖ è q(v) + logP (v) ðàñ-
òåò ñóùåñòâåííî áûñòðåå äðóãîé, òåîðåìà 2 óñòàíàâëèâàåò àñèìïòîòèêó ðîñòà
ôóíêöèîíàëà ñëîæíîñòè M(v).

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ÐÔÔÈ, ïðîåêò � 14�01�
00598.
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Ââåäåíèå

Â äàííûé ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ ïðîöåññ óïðàâëåíèÿ êîíôëèêòíûìè
íåîðäèíàðíûìè ïóàññîíîâñêèìè ïîòîêàìè â êëàññå àäàïòèâíûõ íåöèêëè÷å-
ñêèõ àëãîðèòìîâ. Íà îáñëóæèâàíèå ïîñòóïàþò 2 ñòàòèñòè÷åñêè íåçàâèñèìûõ
ïîòîêà Π1 è Π2. Â êàæäûé âûçûâàþùèé ìîìåíò ïî ïîòîêó Πj , ãäå j = 1, 2,
ïîñòóïàåò ñ èíòåíñèâíîñòüþ λj ïà÷êà èç k òðåáîâàíèé ñ âåðîÿòíîñòÿìè Qj(k)

Qj(1) = (1 + αj +
αjβj

1− γj
)−1, Qj(2) = αj(1 + αj +

αjβj

1− γj
)−1

Qj(k) = αjβjγ
k−3
j (1 + αj +

αjβj

1− γj
)−1, k > 3,

ãäå ïàðàìåòðû αj , βj è γj îïðåäåëåíû â ðàáîòå [1].
Â ðàññìàòðèâàåìîé ñèñòåìå ñ îæèäàíèåì è áåç ïîòåðü çàÿâîê âõîäíûå

ïîòîêè ÿâëÿþòñÿ êîíôëèêòíûìè, ò. å. îáñëóæèâàíèå òðåáîâàíèé ðàçëè÷íûõ
ïîòîêîâ ïðîèñõîäèò â íåïåðåñåêàþùèåñÿ ïðîìåæóòêè âðåìåíè. Âûáðàí àäàï-
òèâíûé àëãîðèòì ñìåíû ñîñòîÿíèé Γ(1),Γ(2), . . . ,Γ(8) îáñëóæèâàþùåãî óñòðîé-
ñòâà. Ñìåíà ñîñòîÿíèé îáñëóæèâàþùåãî óñòðîéñòâà çàäàåòñÿ ãðàôîì âèäà
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Ñîñòîÿíèå Γ(3j−2) (íà÷àëî îáñëóæèâàíèÿ çàÿâîê j-ãî ïîòîêà) ñîîòâåòñòâó-
åò ïåðâîìó ýòàïó ïåðèîäà îáñëóæèâàíèÿ j-ãî ïîòîêà. Äëèòåëüíîñòü îáñëó-
æèâàíèÿ îäíîé çàÿâêè, ïîñòóïèâøåé èç íàêîïèòåëÿ Oj ïîòîêà Πj , ñ÷èòàåòñÿ
ðàâíîé ïîñòîÿííîé âåëè÷èíå µ−1

j,1 . Äëèòåëüíîñòü ïðåáûâàíèÿ â Γ(3j−2) ðàâíà
T3j−2. Ñîñòîÿíèå Γ(3j−1) (ïðîäîëæåíèå îáñëóæèâàíèÿ çàÿâîê j-ãî ïîòîêà) ñî-
îòâåòñòâóåò âòîðîìó ýòàïó ïåðèîäà îáñëóæèâàíèÿ j-ãî ïîòîêà. Äëèòåëüíîñòü
îáñëóæèâàíèÿ â ýòîì ñîñòîÿíèè îäíîé çàÿâêè ñ÷èòàåòñÿ ðàâíîé ïîñòîÿííîé âå-
ëè÷èíå µ−1

j,2 < µ−1
j,1 . Äëèòåëüíîñòü ïðåáûâàíèÿ â ñîñòîÿíèè Γ(3j−1) � ñëó÷àéíàÿ

âåëè÷èíà, ïðèíèìàþùàÿ çíà÷åíèÿ kT3j−1 , k = 1, nj , ãäå nj � ìàêñèìàëüíîå
÷èñëî ïðîäëåíèé. Ñîñòîÿíèå Γ(3j) (äîîáñëóæèâàíèå çàÿâîê j-ãî ïîòîêà) ñîîò-
âåòñòâóåò ðåæèìó ïåðåíàëàäêè äëÿ j-ãî ïîòîêà. Äëèòåëüíîñòü ïðåáûâàíèÿ â
ýòîì ñîñòîÿíèè ðàâíà T3j . Äëèòåëüíîñòü îáñëóæèâàíèÿ îäíîé çàÿâêè â ñîñòî-
ÿíèè Γ(3j) ðàâíà âåëè÷èíå µ−1

j,2 . Ñîñòîÿíèå Γ(6+j) (îáñëóæèâàíèå äëÿ j-ãî ïîòî-
êà) ñîîòâåòñòâóåò ïåðâîìó ýòàïó ïåðèîäà îáñëóæèâàíèÿ j-ãî ïîòîêà, â ñëó÷àå,
êîãäà âîçìîæåí ìãíîâåííûé ïåðåõîä â ñîñòîÿíèå Γ(3j). Äëèòåëüíîñòü ïðåáûâà-
íèÿ â Γ(6+j) ÿâëÿåòñÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíîé. Ìàêñèìàëüíîå âðåìÿ ïðåáûâàíèÿ
â ýòîì ñîñòîÿíèè ñîñòàâëÿåò T3j−2. Òàêîé àëãîðèòì óïðàâëåíèÿ êîíôëèêòíû-
ìè ïîòîêàìè áûë èñïîëüçîâàí â ñèñòåìå ¾Ñïðóò¿ ðåãóëèðîâàíèÿ òðàíñïîðòîì
íà ïåðåêðåñòêàõ.

Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü óïðàâëÿþùåé ñèñòåìû

Êèáåðíåòè÷åñêèé ïîäõîä Ëÿïóíîâà-ßáëîíñêîãî ïîäðàçóìåâàåò ïðåäñòàâ-
ëåíèå óïðàâëÿþùåé ñèñòåìû â âèäå ñõåìû ñ îïðåäåëåííûìè áëîêàìè, âûäå-
ëåíèå èíôîðìàöèè, êîîðäèíàò è ôóíêöèé. Ñõåìà óïðàâëÿþùåé ñèñòåìû îòðà-
æàåò åå ñòðóêòóðíîå ñòðîåíèå è ïîçâîëÿåò âûäåëèòü ñâÿçè ìåæäó åå áëîêàìè.
Ñõåìà ñèñòåìû âêëþ÷àåò ñëåäóþùèå ñòðóêòóðíûå áëîêè:
1) ïåðâûé òèï âõîäíûõ ïîëþñîâ � êîíôëèêòíûå âõîäíûå íåîðäèíàðíûå
ïóàññîíîâñêèå ïîòîêè Π1 è Π2;
2) âòîðîé òèï âõîäíûõ ïîëþñîâ � ïîòîêè íàñûùåíèÿ Π∗1 è Π∗2 (âûõîäíûå
ïîòîêè ñèñòåìû ïðè åå ìàêñèìàëüíîé çàãðóçêå è ýôôåêòèâíîì ôóíêöèîíèðî-
âàíèè);
3) âíåøíÿÿ ïàìÿòü � íåîãðàíè÷åííûå íàêîïèòåëè î÷åðåäåé O1 è O2 ïî
âõîäíûì ïîòîêàì Π1 è Π2;
4) áëîê ïî ïåðåðàáîòêå âíåøíåé ïàìÿòè � ýêñòðåìàëüíàÿ ñòðàòåãèÿ îá-
ñëóæèâàíèÿ, ïðè êîòîðîé èç íàêîïèòåëÿ Oj íà îáñëóæèâàíèå âûáèðàåòñÿ ìàê-
ñèìàëüíî âîçìîæíîå ÷èñëî çàÿâîê;
5) âíóòðåííÿÿ ïàìÿòü � îáñëóæèâàþùåå óñòðîéñòâî ñ 8 ñîñòîÿíèÿìè
Γ(1),Γ(2), . . . ,Γ(8);
6) áëîê ïî ïåðåðàáîòêå èíôîðìàöèè âíóòðåííåé ïàìÿòè� àäàïòèâíûé
àëãîðèòì ñìåíû ñîñòîÿíèé îáñëóæèâàþùåãî óñòðîéñòâà.

Èíôîðìàöèÿ ñèñòåìû åñòü ìàòåìàòè÷åñêîå îïèñàíèå èëè êîäèðîâàíèå âñåõ
åå áëîêîâ. Íàïðèìåð, èíôîðìàöèÿ î âõîäíîì ïîëþñå âòîðîãî òèïà çàäàåòñÿ
ïîòîêàìè íàñûùåíèÿ. Êîîðäèíàòàìè ÿâëÿþòñÿ íîìåð âõîäíîãî ïîòîêà è ïî-
òîêà íàñûùåíèÿ, íîìåð î÷åðåäè, íîìåð çàÿâêè â î÷åðåäè íà îáñëóæèâàíèå,
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íîìåð ñîñòîÿíèÿ îáñëóæèâàþùåãî óñòðîéñòâà. Ôóíêöèåé ñèñòåìû ÿâëÿåòñÿ
óïðàâëåíèå âõîäíûìè ïîòîêàìè è îáñëóæèâàíèå çàÿâîê.

Ñîãëàñíî êèáåðíåòè÷åñêîìó ïîäõîäó íåîáõîäèìî âûáðàòü äèñêðåòíîå âðå-
ìÿ ôóíêöèîíèðîâàíèÿ ñèñòåìû. Áóäåì ðàññìàòðèâàòü ñèñòåìó â ìîìåíòû
τi, i = 0, 1, . . . ñìåíû ñîñòîÿíèé îáñëóæèâàþùåãî óñòðîéñòâà. Äëÿ ìàòåìà-
òè÷åñêîãî îïèñàíèÿ áëîêîâ ñèñòåìû ââåäåì ñëåäóþùèå ñëó÷àéíûå âåëè÷è-
íû: ηj,i � ÷èñëî çàÿâîê j-ãî ïîòîêà, êîòîðûå ïîñòóïèëè â ñèñòåìó íà ïðîìå-
æóòêå [τi; τi+1); η′i � ñëó÷àéíûé âåêòîð, ïðèíèìàþùèé çíà÷åíèÿ y0 = (0, 0),
y1 = (1, 0) è y2 = (0, 1) â çàâèñèìîñòè îò òîãî, ïî êàêîìó èç ïîòîêîâ çà-
ÿâêà ïîñòóïèëà â ñèñòåìó ïåðâîé íà i-îì òàêòå [τi, τi+1); ξj,i � ÷èñëî çà-
ÿâîê j-ãî ïîòîêà, êîòîðûå ðåàëüíî ïîêèíóò ñèñòåìó íà ïðîìåæóòêå [τi, τi+1);
ξj,i � ìàêñèìàëüíî âîçìîæíîå ÷èñëî çàÿâîê j-ãî ïîòîêà, êîòîðîå ñèñòåìà
ìîæåò îáñëóæèòü íà ïðîìåæóòêå [τi, τi+1); κj,i � ÷èñëî çàÿâîê j-ãî ïîòî-
êà, êîòîðûå íàõîäÿòñÿ â íàêîïèòåëå Oj â ìîìåíò τi. Ýêñòðåìàëüíàÿ ñòðà-
òåãèÿ îáñëóæèâàíèÿ (îáñëóæèâàåòñÿ ìàêñèìàëüíî âîçìîæíîå ÷èñëî òðåáîâà-
íèé) îïèñûâàåòñÿ ñëåäóþùèìè ðàâåíñòâàìè ξj,i = min{κj,i + ηj,i; ξj,i}, ïðè
Γi ∈ Γ\{Γ(3),Γ(6)}, i > 0; è ξj,i = min{κj,i; ξj,i}, åñëè Γi ∈ {Γ(3),Γ(6)}. Ïðèìå-
íåíèå êèáåðíåòè÷åñêîãî ïîäõîäà ïîçâîëèëî óñòàíîâèòü, ÷òî äèíàìèêà èçìå-
íåíèÿ ñîñòîÿíèÿ (Γi,κi) ñèñòåìû îáñëóæèâàíèÿ îïðåäåëÿåòñÿ ðåêóððåíòíûì
ñîîòíîøåíèåì (Γi+1,κi+1) = (u(Γi,κi, η′i), v(Γi,κi, ηi, ξi)) äëÿ òðåõìåðíîé ñëó-
÷àéíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {(Γi,κi); i = 0, 1, . . .}, ãäå κi = (κ1,i,κ2,i). Ôóíê-
öèè u(.) è v(.) çàäàþòñÿ ñîîòâåòñòâåííî ôîðìóëàìè (1) è (2)

Γi+1 =



Γ(3j−2),

{[
Γi = Γ(3s)

]
& [(κj,i > 0) ∨ (κs,i > Ks) ∨ (η′i = yj)]

}
∨

∨
{[

Γi = Γ(3j)
]

&[κs,i = 0]&[κj,i 6 Kj ]&[η′i = yj ]
}

;

Γ(3j−1),
{

Γi = Γ(3j−2)
}
∨
{[

Γi = Γ(6+j)
]

&[η′i = yj ]
}

;

Γ(3j),
{

Γi = Γ(3j−1)
}
∨
{[

Γi = Γ(6+j)
]

&[η′i 6= yj ]
}

;

Γ(6+j),
[
Γi = Γ(3s)

]
&[κj,i = 0]&[κs,i < Ks]&[η′i = y0],

(1)

κi+1 =

{
max{0;κi + ηi − ξi}, åñëè Γi ∈ Γ\{Γ(3),Γ(6)};
ηi + max{0;κi − ξi}, åñëè Γi ∈ {Γ(3),Γ(6)},

(2)

ãäå j, s = 1, 2; j 6= s, è K1,K2 � öåëî÷èñëåííûå ïîëîæèòåëüíûå êîíñòàíòû.
Òàêèì îáðàçîì ôóíêöèÿ u(.) ôîðìàëèçóåò áëîê ïî ïåðåðàáîòêå âíóòðåííåé

ïàìÿòè, à ôóíêöèÿ v(.) � áëîê ïî ïåðåðàáîòêå âíåøíåé ïàìÿòè. Êàê âèäíî èç
ïîëó÷åííûõ ôîðìóë áëîêè èìåþò ìåæäó ñîáîé ñëîæíûå çàâèñèìîñòè. Äëÿ ïî-
ñòðîåííîé âåêòîðíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {(Γi,κi); i = 0, 1, . . .}, ÿâëÿþùåéñÿ
âåðîÿòíîñòíîé ìîäåëüþ ðàññìàòðèâàåìîé ñèñòåìû, áûëà äîêàçàíà ñëåäóþùàÿ
òåîðåìà.
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Òåîðåìà 1. Ñëó÷àéíàÿ âåêòîðíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {(Γi,κi); i = 0, 1, . . .}
ñ çàäàííûì íà÷àëüíûì ðàñïðåäåëåíèåì âåêòîðà {(Γ0,κ0)} ÿâëÿåòñÿ ìàðêîâ-
ñêîé.

Ðàáîòà âûïîëíåíà â ÍÍÃÓ ïî ãîñáþäæåòíîé òåìå �01201456585 ¾Ìàòå-
ìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå è àíàëèç ñòîõàñòè÷åñêèõ ýâîëþöèîííûõ ñèñòåì è
ïðîöåññîâ ïðèíÿòèÿ ðåøåíèé¿.
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Ñîõðàíåíèå íàïðàâëåíèÿ äâèæåíèÿ êîëëåêòèâîì
àâòîìàòîâ áåç êîìïàñà â ðåø¼ò÷àòîé ñðåäå
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topologia@mail.ru, sapunov_sv@iamm.ac.donetsk.ua

ÈÏÌÌ ÍÀÍ Óêðàèíû, Äîíåöê

Òåîðèÿ àâòîìàòîâ â ñâîåì åñòåñòâåííîì ðàçâèòèè ïðèøëà ê ïðîáëåìàòèêå
ñâÿçàííîé ñ àâòîìàòíûì àíàëèçîì äèñêðåòíûõ è íåïðåðûâíûõ ñòðóêòóð èëè
ñðåä (èçîáðàæåíèé, ãðàôîâ, ôîðìàëüíûõ ÿçûêîâ è ò.ä) [1]. Èññëåäîâàíèå â
ýòîì íàïðàâëåíèè ïîëó÷èëè øèðîêèé ñïåêòð ïðèëîæåíèé, íàïðèìåð, â çàäà-
÷àõ íàâèãàöèè ìîáèëüíûõ ðîáîòîâ [2, 3]. Âçàèìîäåéñòâèå àâòîìàòîâ (èëè èõ
êîëëåêòèâîâ) ñî ñðåäîé çà÷àñòóþ ïðåäñòàâëÿåòñÿ êàê ïðîöåññ ïåðåìåùåíèÿ àâ-
òîìàòîâ ïî ñðåäå. Ïðè ýòîì ïîëàãàåòñÿ, ÷òî àâòîìàòû ðàçëè÷àþò íàïðàâëåíèÿ
â ñðåäå, ò.å. êàê áû îáëàäàþò êîìïàñîì [1]. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ðàññìàòðè-
âàþòñÿ êîëëåêòèâû àâòîìàòîâ áåç êîìïàñà, âçàèìîäåéñòâóþùèå ìåæäó ñîáîé
â ñðåäå, ïðåäñòàâëÿþùåé ñîáîé öåëî÷èñëåííóþ 2-ìåðíóþ ðåøåòêó. Âçàèìî-
äåéñòâóÿ ñî ñðåäîé, àâòîìàò ïîëó÷àåò íà âõîä èíôîðìàöèþ î íàëè÷èè èëè
îòñóòñòâèè äðóãèõ àâòîìàòîâ â îêðåñòíîñòè ñâîåé âåðøèíû, à âûõîäîì àâòî-
ìàòà ÿâëÿåòñÿ ïåðåìåùåíèå â îäíó èç ñîñåäíèõ âåðøèí. Àâòîìàò íå ðàçëè÷àåò
íàïðàâëåíèå è âçàèìíîå ðàñïîëîæåíèå ñîñåäíèõ âåðøèí, íî ðàçëè÷àåò çàíÿòà
âåðøèíà èëè íåò. Â ðàáîòå ïðèâîäÿòñÿ êàê äîñòàòî÷íûå, òàê è íåîáõîäèìûå
óñëîâèÿ â âèäå îãðàíè÷åíèé íà ñâîéñòâà àâòîìàòîâ è ñòðóêòóðó êîëëåêòè-
âà, ïðè êîòîðûõ êîëëåêòèâ êàê öåëüíûé, ñâÿçàííûé âçàèìîäåéñòâèåì îáúåêò,
ñîõðàíÿåò ïîñòîÿííîå íàïðàâëåíèå ïåðåìåùåíèÿ â ñðåäå.

Îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ è ðåçóëüòàòû

×åðåç Z è N îáîçíà÷àåì ìíîæåñòâà öåëûõ è íàòóðàëüíûõ ÷èñåë (ñ íóëåì)
è Zn = {0, 1, 2, . . . , n− 1}. Ïðîèçâîëüíîå ìíîæåñòâî E ⊆ Zn íàçîâåì n-ìåðíîé
ñðåäîé E. Ýëåìåíòû ìíîæåñòâà E íàçîâåì âåðøèíàìè ñðåäû. Èìÿ âåðøèíû
åñòü åå êîîðäèíàòà. Äâå âåðøèíû r = (x1, . . . , xn) è r′ = (y1, . . . , yn) íàçîâåì
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ñîñåäíèìè, åñëè äëÿ åäèíñòâåííîãî i ∈ {1, . . . , n} âûïîëíÿåòñÿ |xi − yi| = 1, à
äëÿ âñåõ îñòàëüíûõ i xi = yi.

Îäíîíàïðàâëåííîå ïåðåìåùåíèÿ êîëëåêòèâà àâòîìàòîâ.
Âçàèìîäåéñòâóþùèé ñî ñðåäîé àâòîìàò A = (S,X, Y, δA, λA) ñîñòîèò èç êî-

íå÷íûõ ìíîæåñòâ ñîñòîÿíèé S, âõîäíûõ X ⊆ N ×N è âûõîäíûõ Y = {0, 1, ·}
ñèìâîëîâ, à òàêæå ôóíêöèé ïåðåõîäîâ δA : S×X → S è âûõîäîâ λA : S×X →
Y . Âçàèìîäåéñòâèå àâòîìàòà è ñðåäû ïðîèñõîäèò ñëåäóþùèì îáðàçîì. Â êàæ-
äûé ìîìåíò âðåìåíè àâòîìàò íàõîäèòñÿ â íåêîòîðîé âåðøèíå. Âõîäíûì ñèã-
íàëîì àâòîìàòà, íàõîäÿùåãîñÿ â âåðøèíå r, ÿâëÿåòñÿ ïàðà ÷èñåë (p, q) ⊆ N×N,
ãäå p � ÷èñëî ñâîáîäíûõ, à q � ÷èñëî çàíÿòûõ ñîñåäíèõ ñ r âåðøèí. Âåðøèíà,
â êîòîðîé íåò íè îäíîãî àâòîìàòà, íàçûâàåòñÿ ñâîáîäíîé, â ïðîòèâíîì ñëó-
÷àå � çàíÿòîé. Âûõîä àâòîìàòà 0, 1 èëè · îçíà÷àåò, ÷òî àâòîìàò ïåðåõîäèò
ñîîòâåòñòâåííî ëèáî â ëþáóþ ñâîáîäíóþ, ëèáî â ëþáóþ çàíÿòóþ âåðøèíó,
ëèáî îñòàåòñÿ â íàñòîÿùåé âåðøèíå r.

Ïîä êîëëåêòèâîì àâòîìàòîâ A ïîíèìàåì êîíå÷íîå ìíîæåñòâî àâòîìàòîâ
A = {Ai|i ∈ I} âçàèìîäåéñòâóþùèõ ñî ñðåäîé E, I = {1, 2, ...,m}. Ïóñòü Si
ìíîæåñòâî ñîñòîÿíèé àâòîìàòà Ai, i ∈ I. Îáîçíà÷èì S = S1 × S2 × . . . × Sm,
X = Xm, Y = Y m, E = Em. Íàçîâåì S ìíîæåñòâîì ñîñòîÿíèé êîëëåêòè-
âà, ò.å. åñëè àâòîìàò Ai íàõîäèòñÿ â ñîñòîÿíèè si, i ∈ I, òî êîëëåêòèâ êàê
öåëîå íàõîäèòñÿ â ñîñòîÿíèè (s1, s2, . . . , sm). Åñëè ïðè ýòîì àâòîìàò Ai íàõî-
äèòñÿ â âåðøèíå ri ñðåäû, òî ãîâîðèì, ÷òî êîëëåêòèâ íàõîäèòñÿ â ôðàãìåíòå
r = (r1, r2, . . . , rm) ñðåäû. Ïàðó (s, r) ñîñòîÿíèÿ êîëëåêòèâà è ôðàãìåíòà ñðå-
äû, â êîòîðîì íàõîäèòñÿ êîëëåêòèâ, íàçîâåì êîíôèãóðàöèåé êîëëåêòèâà è
ñðåäû. Êîíôèãóðàöèÿ (s, r) ïîðîæäàåò íåêîòîðûé âõîäíîé ñèãíàë xi ∈ X äëÿ
êàæäîãî àâòîìàòà Ai, êàê áûëî îïðåäåëåíî âûøå. Îáîçíà÷èì óïîðÿäî÷åííóþ
ñîâîêóïíîñòü (x1, . . . , xm) ñèãíàëîâ, ïîðîæäàåìûõ (s, r), ÷åðåç λAE(s, r). Òà-
êèì îáðàçîì, ìû îïðåäåëèëè ôóíêöèþ λAE : S×E→ X.

Ïî àíàëîãèè ñ êîíå÷íûìè àâòîìàòàìè îïðåäåëèì ôóíêöèþ âûõîäîâ λA è
ïåðåõîäîâ δA êîëëåêòèâà A:

λA : S×X→ Y, δA : S×X→ S,

λA(s1, . . . , sm, x1, . . . , xm) = (λA1(s1, x1), . . . , λAm(sm, xm)),

δA(s1, . . . , sm, x1, . . . , xm) = (δA1(s1, x1), . . . , δAm(sm, xm)).

Òàêèì îáðàçîì, ìû ðàññìàòðèâàåì êîëëåêòèâ àâòîìàòîâ {Ai|i ∈ I} êàê îäèí
öåëüíûé îáúåêò â âèäå àâòîìàòà A = (S,X,Y, λA, δA).

Ïîä âçàèìîäåéñòâèåì êîëëåêòèâà A è ñðåäû E ïîíèìàåì (âîîáùå ãîâîðÿ,
íåäåòåðìèíèðîâàííóþ) ñèñòåìó ïåðåõîäîâ AE (àíãë. state transition system)
ñîñòîÿùóþ èç ìíîæåñòâà ñîñòîÿíèé è ôóíêöèè ïåðåõîäîâ, òî åñòü

AE = (S×E, δAE),

ãäå áèíàðíîå îòíîøåíèå ïåðåõîäîâ δAE ⊆ S × E × S × E òàêîå, ÷òî åñ-
ëè s = (s1, . . . , sm), s′ = (s′1, . . . , s

′
m), r = (r1, . . . , rm), r′ = (r′1, . . . , r

′
m), òî

(s, r, s′, r′) ∈ δAE òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà àâòîìàò Ai, íàõîäÿùèéñÿ â êîí-
ôèãóðàöèè (s, r) ïåðåõîäèò ïîä âîçäåéñòâèåì ñîîòâåòñòâóþùåãî âõîäíîãî ñèã-
íàëà â ñîñòîÿíèå s′i è ìîæåò ïåðåéòè â âåðøèíó r

′
i ñðåäû, i ∈ I.
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Êîîðäèíàòîé êîëëåêòèâà â ñðåäå íàçîâåì ñðåäíåå àðèôìåòè÷åñêîå êîîðäè-
íàò åãî àâòîìàòîâ. Îãðàíè÷èìñÿ äàëåå ñëåäóþùèì íåôîðìàëüíûì îïðåäåëå-
íèåì: ïåðåìåùåíèå êîëëåêòèâà íàçîâåì îäíîíàïðàâëåííûì, åñëè íåêîòîðûå
êîìïîíåíòû êîîðäèíàòû êîëëåêòèâà ìîíîòîííî èçìåíÿþòñÿ ñî âðåìåíåì, à
îñòàëüíûå êîìïîíåíòû êîëåáëþòñÿ îêîëî ôèêñèðîâàííûõ çíà÷åíèé.

Òåîðåìà 1. Äëÿ îäíîíàïðàâëåííîãî ïåðåìåùåíèÿ â ñðåäå Z × Zm (âäîëü
ãðàíèöû) íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî êîëëåêòèâà â ñëó÷àå m = 1 èç 2 àâòîìà-
òîâ, â ñëó÷àå m > 1 èç 4 àâòîìàòîâ. Ñóùåñòâóåò êîëëåêòèâ èç 6 àâòîìàòîâ,
ñîõðàíÿþùèé íàïðàâëåíèå ïåðåìåùåíèÿ â ñðåäå Z× Z.

Îäíîíàïðàâëåííîå ïåðåìåùåíèÿ àâòîìàòà ñ êàìíÿìè.
Â ïîäðàçäåëå ïðåäëàãàåòñÿ äðóãîé ïîäõîä ê ïðîáëåìå íàïðàâëåííîãî ïåðå-

ìåùåíèÿ â ñðåäå. Âìåñòî êîëëåêòèâà ïåðåìåùàþùèõñÿ àâòîìàòîâ ðàññìàòðè-
âàåòñÿ îäèí àâòîìàò ñíàáæåííûé êîíå÷íûì ÷èñëîì êàìíåé, èãðàþùèõ ðîëü
îãðàíè÷åííîé âíåøíåé ïàìÿòè [1].

Ïîëîæèì, ÷òî âñå âåðøèíû ñðåäû îêðàøåíû â îäèí è òîò æå öâåò, íàïðè-
ìåð, 0. Àâòîìàò, íàõîäÿñü â âåðøèíå ñðåäû, íàáëþäàåò öâåòà ñîñåäíèõ âåð-
øèí, íå ðàçëè÷àÿ âåðøèíû îäèíàêîâîãî öâåòà. Àâòîìàò ìîæåò ïåðåìåñòèòüñÿ
â âåðøèíó âûáðàííîãî öâåòà (åñëè íåñêîëüêî âåðøè èìåþò îäèí è òîòæå öâåò
� âûáîð ñëó÷àåí), óñòàíîâèòü èëè ïîäîáðàòü â òåêóùåé âåðøèíå êàìåíü îä-
íîãî èç k öâåòîâ (öâåò êàìíÿ, óñòàíîâëåííîãî â âåðøèíå, ùàìåíÿåò åå öâåò).
Îáîçíà÷èì ÷åðåçM ìíîæåñòâî âñå èñïîëüçóåìûõ öâåòîâ âåðøèí è êàìíåé. Òà-
êèì îáðàçîì àâòîìàò ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé äåâÿòêó A = (V, S, T, P,Ω, s0, δ, λ, γ),
ãäå V ⊆ {αβ|α, β ∈M} � ïîëå çðåíèÿ (ìíîæåñòâî âõîäíûõ ñèãíàëîâ), S �
ìíîæåñòâî ñîñòîÿíèé, T = {αβ|α, β ∈M} ∪ {stop} � ìíîæåñòâî ïåðåìåùå-
íèé (ìíîæåñòâî âûõîäíûõ ñèãíàëîâ), P = {1, 2, ..., k} � ìíîæåñòâî êàìíåé,
Ω = {pick 1, ...,pick k,drop 1, ...,drop k,none} � ìíîæåñòâî äåéñòâèé ñ êàìíÿìè
(pick i � óñòàâíîâèòü êàìåíü i, drop i � ïîäîáðàòü êàìåíü i, none � íè÷åãî íå
äåëàòü), s0 ∈ S � íà÷àëüíîå ñîñòîÿíèå, δ : S × V → S � ôóíêöèÿ ïåðåõîäîâ,
λ : S × V → T � ôóíêöèÿ ïåðåìåùåíèé, γ : S × V → Ω � ôóíêöèÿ äåéñòâèé ñ
êàìíÿìè.

Ïîëîæèì, ÷òî àïðèîðè çàäàíà íà÷àëüíàÿ ñõåìà ðàçìåùåíèÿ êàìíåé â âåð-
øèíàõ ñðåäû. Àâòîìàò ïåðåìåùàåòñÿ â ñðåäå ïåðåíîñÿ êàìíè èç âåðøèíû â
âåðøèíó òàê, ÷òî â íà÷àëå êàæäîé èòåðàöèè àëãîðèòìà ïåðåìåùåíèÿ ñõåìà
ðàçìåùåíèÿ êàìíåé îäíà è òà æå è ñîâïàäàåò ñ íà÷àëüíîé. Ïîä îäíîíàïðàâëåí-
íûì ïåðåìåùåíèåì çäåñü ïîíèìàåòñÿ ñëåäóþùåå: çà âðåìÿ ðàáîòû àëãîðèòìà
àâòîìàò ïîñëåäîâàòåëüíî ïîñåùàåò ïîïàðíî ðàçëè÷íûå âåðøèíû ñðåäû îäíà
èç êîîðäèíàò êîòîðûõ ôèêñèðîâàíà. ×èñëî èñïîëüçóåìûõ ïðè ïåðåìåùåíèè
àâòîìàòà êàìíåé ñëåäóþùèì îáðàçîì çàâèñèò îò ðàçìåðîâ ñðåäû.

Òåîðåìà 2. Äëÿ íàïðàâëåííîãî ïåðåìåùåíèÿ â ñðåäå Z× Zm àâòîìàòó A â
ñëó÷àå m = 1 íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî 3 êàìíÿ, â ñëó÷àå 2 6 m < 5 íåîáõî-
äèìî è äîñòàòî÷íî 4 êàìíÿ, â ñëó÷àå m > 5 äîñòàòî÷íî 7 êàìíåé.

Çàêëþ÷åíèå. Òàêèì îáðàçîì, ïðåäëîæåíû äâà ïîäõîäà ê ðåøåíèþ çàäà-
÷è îäíîíàïðàâëåííîãî ïåðåìåùåíèÿ â ñðåäå àâòîìàòîâ áåç êîìïàñà. Ïîäõîäû
ðàçëè÷àþòñÿ ñòðóêòóðîé è ïîâåäåíèåì êàê ñàìèõ àâòîìàòîâ, òàê è èõ êîëëåê-
òèâîâ.
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Ðîññèéñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò òóðèçìà è ñåðâèñà, ×åðêèçîâî

Ïóñòü V � çàäàííîå êîíå÷íîå ìíîæåñòâî, ñîäåðæàùåå |V | = n ýëåìåíòîâ,
êîòîðûå íàçûâàþòñÿ âåðøèíàìè. Àáñòðàêòíûì ñèìïëèöèàëüíûì êîìïëåê-
ñîì (èëè ïðîñòî êîìïëåêñîì) ñ ìíîæåñòâîì âåðøèí V íàçûâàåòñÿ ïîäìíîæå-
ñòâî K ìíîæåñòâà P(V ) âñåõ ïîäìíîæåñòâ ìíîæåñòâà V òàêîå, ÷òî íàðÿäó ñ
êàæäûì ýëåìåíòîì èç K, íàçûâàåìûì ãðàíüþ êîìïëåêñà, â K ñîäåðæàòñÿ è
âñå íåïóñòûå ïîäìíîæåñòâà ýòîãî ýëåìåíòà. Äðóãèìè ñëîâàìè, êàæäàÿ ãðàíü
ãðàíè êîìïëåêñà ñàìà ÿâëÿåòñÿ ãðàíüþ êîìïëåêñà.

Ìû ðàññìàòðèâàåì êîìïëåêñû, ÿâëÿþùèåñÿ îñòîâíûìè ïîäêîìïëåêñàìè
(ò.å. ïîäêîìïëåñàìè ñ ìíîæåñòâîì âåðøèí V ) çàäàííîãî âèäà èëè, êàê ìû
ãîâîðèì, çàäàííîãî êëàññà â ïîëíîì àáñòðàêòíîì ñèìïëèöèàëüíîì êîìïëåêñå
P(V ). Äâà òàêèõ ïîäêîìïëåêñà K1 è K2 íàçûâàþòñÿ èçîìîðôíûìè, åñëè ìåæ-
äó íèìè ñóùåñòâóåò èçîìîðôèçì, ò.å. ïîäñòàíîâêà ϕ ìíîæåñòâà V òàêàÿ, ÷òî ϕ
ïåðåâîäèò ãðàíè K1 íà ãðàíè K2, à ϕ−1 ïåðåâîäèò ãðàíè K2 íà ãðàíè K1. Êëàññ
ïîäêîìïëåêñîâ çàäàåòñÿ åãî õàðàêòåðèñòè÷åñêèìè èíâàðèàíòíûìè ñâîéñòâà-
ìè, ò.å. ñâîéñòâàìè, ñîõðàíÿþùèìèñÿ ïðè èçîìîðôèçìàõ. Â äàëüíåéøåì ìû
áóäåì íàçûâàòü ýòè ïîäêîìïëåêñû ïðîñòî êîìïëåêñàìè.

Ïðèìåðû êëàññîâ êîìïëåêñîâ: (à) êëàññ äåðåâüåâ ñ äàííûì ìíîæåñòâîì
âåðøèí, (á) êëàññ îáùèõ ïðîñòûõ (ò.å. áåç ïåòåëü è êðàòíûõ ðåáåð) ãðàôîâ
ñ äàííûì ìíîæåñòâîì âåðøèí, (â) êëàññ òðèàíãóëÿöèé ïîâåðõíîñòè (èëè ïî-
âåðõíîñòåé) ñ äàííûì ïîëíûì ãðàôîì Kn.

Âñå ïîäñòàíîâêè ìíîæåñòâà V îáðàçóþò ïîëíóþ ñèììåòðè÷åñêóþ ãðóïïó
Sn. Ïóñòü Ξn îáîçíà÷àåò çàäàííûé êëàññ âåðøèííî-ïîìå÷åííûõ êîìïëåêñîâ
ñ çàäàííûì ìíîæåñòâîì âåðøèí V , â êîòîðîì äâà êîìïëåêñà ñ÷èòàþòñÿ ðàç-
ëè÷íûìè, åñëè â îäíîì èç íèõ íàéäåòñÿ ãðàíü {v1, . . . , vk} òàêàÿ, ÷òî âåðøèíû
ñ ýòèìè ìåòêàìè â äðóãîì êîìïëåêñå ãðàíü íå îáðàçóþò. Ïîñêîëüêó êëàññ Ξn
çàäàí èíâàðèàíòíûìè ñâîéñòâàìè åãî ÷ëåíîâ, ãðóïïà Sn ñâîáîäíî äåéñòâóåò
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íà Ξn, ò.å. êàæäàÿ ïîäñòàíîâêà ϕ ∈ Sn ïåðåâîäèò ëþáîé êîìïëåêñ K ∈ Ξn íà
êîìïëåêñ ϕ(K) ∈ Ξn . Òå èç ïîäñòàíîâîê Sn, êîòîðûå ïåðåâîäÿò ôèêñèðîâàí-
íûé êîìïëåêñ K íà ñåáÿ, îáðàçóþò åãî òàê íàçûâàåìóþ ãðóïïó àâòîìîðôèç-
ìîâ, îáîçíà÷àåìóþ Aut(K). Äàëåå, îáîçíà÷èì ÷åðåç Ωn = {K1, . . . ,Kr} ⊆ Ξn
ìíîæåñòâî îðáèò ïðè óêàçàííîì äåéñòâèè ãðóïïû. Çäåñü K1, . . . ,Kr � ïðåä-
ñòàâèòåëè ýòèõ îðáèò, ò.å. âñå ïîïàðíî íåèçîìîðôíûå êîìïëåêñû çàäàííîãî
òèïà. Â îïèñàííîé ñèòóàöèè àëãåáðàè÷åñêàÿ ôîðìóëà ðàçëîæåíèÿ íà îðáèòû
çàïèñûâàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

|Ξn| =
|Ωn|∑
i=1

|Sn|
|Aut(Ki)|

=
|Ωn|∑
i=1

n!
|Aut(Ki)|

, (1)

îòêóäà ïîëó÷àþòñÿ îöåíêè íà ÷èñëî |Ωn| ïîïàðíî íåèçîìîðôíûõ êîìïëåêñîâ:
1
n!
|Ξn| 6 |Ωn| 6 |Ξn|. (2)

Òàêèì îáðàçîì, |Ωn| íå ìîæåò îòëè÷àòüñÿ îò |Ξn| áîëåå ÷åì â n! ðàç. Çà÷àñòóþ
(íî íå âñåãäà) óäàåòñÿ âûðàçèòü |Ξn| â âèäå ôîðìóëû, â òî âðåìÿ êàê äëÿ |Ωn|
ôîðìóëà íåèçâåñòíà è |Ωn| âû÷èñëÿåòñÿ ÷åðåç ïðîèçâîäÿùóþ ôóíêöèþ.

Â ñèëó (1) ìíîæåñòâî Ωn = {K1, . . . ,Kr} ïðåâðàùàåòñÿ â âåðîÿòíîñòíîå
ïðîñòðàíñòâî ïóòåì íàçíà÷åíèÿ âåðîÿòíîñòåé ñëåäóþùèì îáðàçîì:

p(Ki) =
n!
|Ξn|

1
|Aut(Ki)|

. (3)

Òîãäà ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ïîðÿäêà ãðóïïû àâòîìîðôèçìîâ êîìïëåêñà
K âûðàæàåòñÿ ôîðìóëîé:

E(|Aut(K)|) = n!
|Ωn|
|Ξn|

. (4)

Ôîðìóëà äëÿ |Ξn| èçâåñòíà äëÿ êëàññà äåðåâüåâ (òåîðåìà Êýëè):

|Ξn| = nn−2 (5)

è î÷åâèäíà äëÿ êëàññà îáùèõ (ïðîñòûõ) ãðàôîâ:

|Ξn| = 2(n2) = 2n(n−1)/2. (6)

Èç (4) è (5) ïîëó÷àþòñÿ ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ïîðÿäêà ãðóïïû àâòîìîð-
ôèçìîâ äåðåâà (ñ n âåðøèíàìè) è îöåíêè íà ÷èñëî íåèçîìîðôíûõ äåðåâüåâ:

E(|Aut(K)|) =
n!
nn−2

|Ωn|,
nn−2

n!
6 |Ωn| 6 nn−2,

à èç (4) è (6) ïîëó÷àþòñÿ îæèäàåìûé ïîðÿäîê ãðóïïû àâòîìîðôèçìîâ îáùåãî
ãðàôà (ñ n âåðøèíàìè) è îöåíêè íà ÷èñëî íåèçîìîðôíûõ ãðàôîâ:

E(|Aut(K)|) =
n!

2n(n−1)/2
|Ωn|,

2n(n−1)/2

n!
6 |Ωn| 6 2n(n−1)/2,
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Êîìïëåêñ K íàçûâàåòñÿ àñèììåòðè÷íûì, åñëè |Aut(K)| = 1.
Ïðèìåð: ìèíèìàëüíîå àñèììåòðè÷íîå äåðåâî èìååò 7 âåðøèí. Îíî ïîëó÷à-

åòñÿ ñîåäèíåíèåì â îäíó âåðøèíó êîíöåâûõ âåðøèí òðåõ ïóòåé ñ äëèíàìè 1,
2 è 3 (ñîîòâåòñòâåííî). Ýòî äåðåâî èìååò íåîæèäàííî áîëüøóþ âåðîÿòíîñòü,
áëèçêóþ ê 0.3, ò.ê. ïî ôîðìóëàì (3) è (5) âåðîÿòíîñòü àñèììåòðè÷íîãî äåðåâà
ñ n âåðøèíàìè ðàâíà n!/nn−2.

Ïóñòü Υn îáîçíà÷àåò ìíîæåñòâî âñåõ ïîïàðíî íåèçîìîðôíûõ àñèììåò-
ðè÷íûõ êîìïëåêñîâ â çàäàííîì êëàññå êîìïëåêñîâ Ξn. Èç (1) ñëåäóåò, ÷òî
|Υn| 6 |Ξn|/n!, îòêóäà ñ ó÷åòîì (2) ïîëó÷àåì ñëåäóþùóþ öåïî÷êó íåðàâåíñòâ:

|Υn| 6
1
n!
|Ξn| 6 |Ωn| 6 |Ξn|. (7)

Â ÷àñòíîñòè, äëÿ êëàññà äåðåâüåâ è êëàññà îáùèõ ãðàôîâ íåðàâåíñòâà (7) ñ
ó÷åòîì (5) è (6) ïðèíèìàþò âèä (ñîîòâåòñòâåííî):

|Υn| 6
nn−2

n!
6 |Ωn|, |Υn| 6

2n(n−1)/2

n!
6 |Ωn|.

Èòàê, ìû ïðèõîäèì ê ëþáîïûòíîìó âûâîäó, ÷òî íåöåëî÷èñëåííûå (ïðè n > 3)
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {nn−2/n!} è {2n(n−1)/2/n!} (ïîëíîå îòñóòñòâèå öåëî÷èñ-
ëåííûõ ÷ëåíîâ â ïåðâîé îáîñíîâûâàåòñÿ ïðè ïîìîùè ïîñòóëàòà Áåðòðàíà)
¾çàæàòû¿ ìåæäó äâóìÿ ñîîòâåòñòâóþùèìè öåëî÷èñëåííûìè ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòÿìè {|Υn|} è {|Ωn|}, äëÿ êîòîðûõ ôîðìóëû îáùåãî ÷ëåíà íåèçâåñòíû (õî-
òÿ èõ ïðîèçâîäÿùèå ôóíêöèè èçâåñòíû).

Â îñòàâøåéñÿ ÷àñòè òåçèñà ðàññìîòðèì òðèàíãóëÿöèè çàìêíóòûõ ïîâåðõ-
íîñòåé ñ ïîëíûì ãðàôîì Kn, êîòîðûå îáðàçóþò êëàññ äâóìåðíûõ êîìïëåêñîâ.
Èçâåñòíî [1], ÷òî òàêèå òðèàíãóëÿöèè ñóùåñòâóþò íà îðèåíòèðóåìîé ïîâåðõíî-
ñòè òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà n ≡ 0, 3, 4 or 7 mod 12, è íà íåîðèåíòèðóåìîé
ïîâåðõíîñòè òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà n ≡ 0 èëè 1 mod 3, n > 6 è n 6= 7.

Èç òîãî ôàêòà, ÷òî â ëþáîé òðèàíãóëÿöèè çàìêíóòîé ïîâåðõíîñòè ñ ãðàôîì
Kn îãðàíè÷èâàþùèé öèêë çâåçäû êàæäîé âåðøèíû v åñòü ãàìèëüòîíîâ öèêë
ó ãðàôà Kn − v, ìîæíî âûâåñòè ñëåäóþùåå íåðàâåíñòâî:

|Ξn| 6
(n− 2)!

2
[(n− 4)!]n−1. (8)

Äàëåå, ïîñêîëüêó êàæäûé àâòîìîðôèçì òðèàíãóëÿöèè îäíîçíà÷íî îïðåäåëåí
óêàçàíèåì îáðàçà îäíîãî åå ôëàãà, à ÷èñëî âñåõ ôëàãîâ ðàâíî 2n(n− 1), òî c
ó÷åòîì (4) ïîëó÷àåì:

|Ωn| 6
2n(n− 1)

n!
|Ξn| =

2
(n− 2)!

|Ξn|. (9)

Êîìáèíèðóÿ (9) è (8), ïîëó÷àåì íàøó ãëàâíóþ îöåíêó:

|Ωn| 6 [(n− 4)!]n−1. (10)

Íàêîíåö, îáúåäèíÿÿ âåðõíþþ îöåíêó (10) ñ íèæíåé îöåíêîé, ïîëó÷åííîé â [2],
ïðèõîäèì ê ñëåäóþùåìó äâîéíîìó íåðàâåíñòâó:

2(n−1)(n−7)/54 6 |Ωn| 6 [(n− 4)!]n−1,
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ãäå äëÿ íèæíåé îöåíêè èç [2] òðåáóåòñÿ ñëåäóþùåå îãðàíè÷åíèå: (n + 2)/3
äîëæíî áûòü íàòóðàëüíûì ÷èñëîì > 19 è òàêèì, ÷òî (n + 2)/3 ≡ 3 or 7
mod 12.
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Ââåäåíèå

Õîðîøî èçâåñòíî [9], ÷òî ðåøåòêà çàìêíóòûõ îòíîñèòåëüíî îïåðàöèè ñó-
ïåðïîçèöèè êëàññîâ ôóíêöèé k-çíà÷íîé ëîãèêè äëÿ ëþáîãî k > 3 ñîäåðæèò
êîíòèíóàëüíîå ÷èñëî êëàññîâ. Â ñèëó íåâîçìîæíîñòè åå èñ÷åðïûâàþùåãî îïè-
ñàíèÿ ïðåäñòàâëÿåòñÿ èíòåðåñíûì èçó÷åíèå ðàçëè÷íûõ ïîäìíîæåñòâ ýòîé ðå-
øåòêè. Óêàçàííîé çàäà÷å è ïîñâÿùåíà äàííàÿ ðàáîòà.

Îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî âñåõ çàìêíóòûõ êëàññîâ k-çíà÷íûõ ôóíêöèé ÷å-
ðåç Pk, âåçäå äàëåå áóäåì ñ÷èòàòü k > 3. Îäíèì èç ñåìåéñòâ ïðåäïîëíûõ
â Pk êëàññîâ ÿâëÿåòñÿ íåêîòîðîå ïîäìíîæåñòâî êëàññîâ ìîíîòîííûõ ôóíêöèé
( [10], [6]). Ðàíåå àâòîðîì áûëî ïîêàçàíî, ÷òî, â çàâèñèìîñòè îò ñâîéñòâ ïîðîæ-
äàþùåãî ÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííîãî ìíîæåñòâà (×ÓÌ), ïîëîæåíèå â ðåøåòêå
êëàññà ìîíîòîííûõ ôóíêöèé ìîæåò ñóùåñòâåííî ìåíÿòüñÿ.

Ïðèíöèïèàëüíàÿ âîçìîæíîñòü ñóùåñòâîâàíèÿ êëàññîâ ìîíîòîííûõ ôóíê-
öèé ñ áåñêîíå÷íîé íàäñòðóêòóðîé (òî åñòü ìíîæåñòâîì ñîäåðæàùèõ èõ êëàñ-
ñîâ) áûëà äîêàçàíà â ñòàòüå [4]. Â [2] áûëè ïîëó÷åíû êðèòåðèè íàëè÷èÿ áåñ-
êîíå÷íîé íàäñòðóêòóðû êëàññîâ ìîíîòîííûõ ôóíêöèé, ñîõðàíÿþùèõ ×ÓÌ
ñ îãðàíè÷åííûì ÷èñëîì ìèíèìàëüíûõ è ìàêñèìàëüíûõ ýëåìåíòîâ. Â [5] èñ-
ñëåäîâàëñÿ âîïðîñ ñëîæíîñòè áåñêîíå÷íîé íàäñòðóêòóðû. Áûëî ïîêàçàíî, ÷òî
äëÿ äîñòàòî÷íî øèðîêîãî ìíîæåñòâà ïîðîæäàþùèõ ×ÓÌ íàäñòðóêòóðà êëàñ-
ñà ìîíîòîííûõ ôóíêöèé ñîäåðæèò áåñêîíå÷íîå ÷èñëî êëàññîâ, íå ÿâëÿþùèõ-
ñÿ ïðåäèêàòíî-îïèñóåìûìè. Ýòî ñâèäåòåëüñòâóåò î ñëîæíîñòè óêàçàííîé íàä-
ñòðóêòóðû. Â äàííîé ðàáîòå ïîêàçàíî, ÷òî äàííûé ðåçóëüòàò ñïðàâåäëèâ è
äëÿ ìèíèìàëüíîé ëîãèêè P4, ñîäåðæàùåé êëàññ ìîíîòîííûõ ôóíêöèé ñ áåñ-
êîíå÷íîé íàäñòðóêòóðîé ( [3]).
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Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ

Ïóñòü íà Ek = {0, 1, . . . , k−1} çàäàíî íåêîòîðîå îòíîøåíèå ÷àñòè÷íîãî ïî-
ðÿäêà r. Âîçüìåì äâà ïðîèçâîëüíûõ íàáîðà ã = (a1, . . . , an) è b̃ = (b1, . . . , bn) èç
Enk . Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ã íå ïðåâîñõîäèò b̃ îòíîñèòåëüíî ÷àñòè÷íîãî ïîðÿäêà
r è çàïèñûâàòü ã 6r b̃, åñëè äëÿ ëþáîãî 1 6 i 6 n ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî
ai 6r bi.

Ôóíêöèÿ f(x1, . . . , xn) íàçûâàåòñÿ ìîíîòîííîé îòíîñèòåëüíî ÷àñòè÷íîãî
ïîðÿäêà r, åñëè äëÿ ëþáûõ äâóõ íàáîðîâ ã, b̃ ∈ Enk òàêèõ, ÷òî ã 6r b̃, âûïîë-
íåíî f(ã) 6r f(b̃). Ìíîæåñòâî âñåõ ôóíêöèé èç Pk, ìîíîòîííûõ îòíîñèòåëüíî
r, íàçûâàåòñÿ êëàññîì ìîíîòîííûõ ôóíêöèé Mr.

Äëÿ íàãëÿäíîñòè âåçäå äàëåå áóäåì çàäàâàòü ÷àñòè÷íûé ïîðÿäîê r ÷àñòè÷-
íî óïîðÿäî÷åííûì ìíîæåñòâîì (×ÓÌ)H èç ýëåìåíòîâ Ek è ñîîòâåòñòâóþùèé
êëàññ îáîçíà÷àòü MH .

Â ðàáîòå àêòèâíî èñïîëüçóåòñÿ ñîîòâåòñòâèå Ãàëóà ìåæäó çàìêíóòûìè
êëàññàìè ôóíêöèé è ïðåäèêàòîâ. Ïîñêîëüêó ôîðìàò ñòàòüè íå ïîçâîëÿåò ïðè-
âåñòè âñå íåîáõîäèìûå ôàêòû, áóäåì ñ÷èòàòü èçâåñòíûìè ïîíÿòèÿ ïðåäèêàòà,
ñîõðàíåíèÿ ïðåäèêàòà ôóíêöèåé, à òàêæå îñíîâíûå ðåçóëüòàòû ñîîòâåòñòâèÿ
Ãàëóà (ñì. íàïðèìåð [1]).

Áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç Pol(p) ìíîæåñòâî âñåõ ôóíêöèé, ñîõðàíÿþùèõ
ïðåäèêàò p. Êëàññ MH ÿâëÿåòñÿ çàìêíóòûì êëàññîì ôóíêöèé, ñîõðàíÿþùèõ
ïðåäèêàò R(x, y) = TRUE ⇐⇒ x 6r y [8]. Âåçäå äàëåå â âûðàæåíèè ”ìîíî-
òîííûé êëàññ çàäàåòñÿ ïðåäèêàòîì R“ ïîäðàçóìåâàåòñÿ èìåííî îïèñàííûé
ïðåäèêàò R(x, y).

Îáîçíà÷èì ÷åðåçH4 ×ÓÌ èç ÷åòûðåõ ýëåìåíòîâ 0, 1, 2, 3 òàêîé, ÷òî 0 > 1, 2,
3 > 1, 2, ïàðû 0, 3 è 1, 2 íåñðàâíèìû. Íàäñòðóêòóðà êëàññà MH4 áåñêîíå÷íà,
íàäñòðóêòóðà îñòàëüíûõ êëàññîâ ìîíîòîííûõ ôóíêöèé â P4 (êðîìå òåõ, ÷òî
èçîìîðôíû MH4) êîíå÷íà ( [2, 3]).

Çàìêíóòûé êëàññ A íàçûâàåòñÿ ïðåäèêàòíî-îïèñóåìûì, åñëè ñóùåñòâóåò
ïðåäèêàò p òàêîé, ÷òî ñïðàâåäëèâî ïðåäñòàâëåíèå A = Pol p. Ïîÿñíèì, ïî÷å-
ìó íàëè÷èå â íàäñòðóêòóðå êëàññîâ, íå ÿâëÿþùèõñÿ ïðåäèêàòíî-îïèñóåìûìè
(îñîáåííî, áåñêîíå÷íîãî èõ êîëè÷åñòâà) ñâèäåòåëüñòâóåò î åå ñëîæíîñòè. Â
ðàáîòå [7] ïîêàçàíî, ÷òî äëÿ ïðîèçâîëüíîãî íå ÿâëÿþùåãîñÿ ïðåäèêàòíî-
îïèñóåìûì êëàññà A ëèáî ñóùåñòâóåò áåñêîíå÷íàÿ öåïî÷êà êëàññîâ, ñîäåð-
æàùèõ A, ñ ïðåäåëîì, ðàâíûì A, ëèáî áåñêîíå÷íîå ÷èñëî ìèíèìàëüíûõ íàä-
êëàññîâ A.

Îñíîâíîé ðåçóëüòàò

Òåîðåìà 1. Â P4 ñóùåñòâóåò áåñêîíå÷íîå ÷èñëî ðàçëè÷íûõ çàìêíóòûõ êëàñ-
ñîâ, ñîäåðæàùèõ MH4 è íå ÿâëÿþùèõñÿ ïðåäèêàòíî-îïèñóåìûìè.

Èäåÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû àíàëîãè÷íà ðàáîòå [5]. Ïðîáëåìà îïèñàíèÿ
íàäñòðóêòóðû ñâîäèòñÿ ê ïðîáëåìå âûðàçèìîñòè ïðåäèêàòîâ íàä {R(x, y)},
ãäå R � ïðåäèêàò, ïîðîæäàþùèé êëàññ ìîíîòîííûõ ôóíêöèé MH4 . Ñàìî èñ-
êîìîå ìíîæåñòâî êëàññîâ, ñîäåðæàùèõ MH4 , ñòðîèòñÿ àíàëîãè÷íî ðàáîòå [5],
ñ òîé ëèøü ðàçíèöåé, ÷òî äîêàçàòåëüñòâî íåâûðàçèìîñòè áîëåå ãðîìîçäêîå (çà
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ñ÷åò îòñóòñòâèÿ â ×ÓÌ H4 åäèíñòâåííîãî ìèíèìàëüíîãî èëè ìàêñèìàëüíîãî
ýëåìåíòà).

Èòàê, ìû ïîëó÷èëè, ÷òî äàæå â ìèíèìàëüíîé ëîãèêå áåñêîíå÷íàÿ íàä-
ñòðóêòóðà êëàññà ìîíîòîííûõ ôóíêöèé î÷åíü ñëîæíà. Îòêðûòûì îñòàåòñÿ
âîïðîñ î åå ìîùíîñòè.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå ÐÔÔÈ, ïðîåêò �13-01-00684-a.
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ïðîãðåññèè b, bq, bq2.... Îòñþäà ñëåäóåò àëãîðèòì ïðîâåðêè âûðàçèìîñòè êîí-
ñòàíòíûõ àâòîìàòîâ, à òàêæå òåîðåìà î ïðîâåðêå âûðàçèìîñòè ìíîæåñòâà âñåõ
àâòîìàòîâ ñ îãðàíè÷åííûì ÷èñëîì ñîñòîÿíèé.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç P2 ìíîæåñòâî âñåõ áóëåâûõ ôóíêöèé. Êëàññ âñåõ àâòî-
ìàòíûõ ôóíêöèé (a-ôóíêöèé)îáîçíà÷èì ÷åðåç P. Â ýòîì êëàññå îáû÷íûì îá-
ðàçîì ââåäåì îïåðàöèè ñóïåðïîçèöèè.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç [R] - ìíîæåñòâî a-ôóíêöèé, ïîëó÷àþùèõñÿ èç R ñ ïîìî-
ùüþ îïåðàöèé ñóïåðïîçèöèè.

Îáîçíà÷èì àâòîìàòíóþ ôóíêöèþ çàäåðæêè ÷åðåç G0.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç < R >= [R ∪ {P2, G0}].
Íàçîâåì àâòîìàòíóþ ôóíêöèþ, íå çàâèñÿùóþ îò âõîäà, êîíñòàíòíîé àâ-

òîìàòíîé ôóíêöèåé. Ìíîæåñòâî âñåõ êîíñòàíòíûõ àâòîìàòíûõ ôóíêöèé îáî-
çíà÷èì K. Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè êîíñòàíòíóþ àâòîìàòíóþ ôóíêöèþ
ìîæíî îòîæäåñòâèòü ñî ñâåðõñëîâîì, êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ åãî âûõîäîì.

Ïóñòü ñâåðõñëîâî β ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå β = γα∞. Âûáåðåì èç âñåõ
òàêèõ ïðåäñòàâëåíèé òàêîå, ÷òî γ è α èìåþò íàèìåíüøóþ äëèíó. Äëÿ âûáðàí-
íîãî ïðåäñòàâëåíèÿ íàçîâåì γ - íàèìåíüøèì ïðåäïåðèîäîì ñâåðõñëîâà β,à α
íàèìåíüøèì ïåðèîäîì ñâåðõñëîâà β, à ñëîâà âèäà αα...α︸ ︷︷ ︸

n

áóäåì òàêæå íàçû-

âàòü ïåðèîäîì ñâåðõñëîâà β. Îáîçíà÷èì ÷åðåç |α| äëèíó ñëîâà α.
Äëÿ ìíîæåñòâà êîíñòàíòíûõ àâòîìàòíûõ ôóíêöèé K ′ ⊆ K îáîçíà÷èì ÷å-

ðåç Θ(K ′)- ìíîæåñòâî äëèí ìèíèìàëüíûõ ïåðèîäîâ ñâåðõñëîâ {βKi : Ki ∈ K ′}.
Äëÿ ñëó÷àÿ îäíîãî ñëîâà β = γα∞ áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî Θ(β) = |α|.

Íàøåé çàäà÷åé áóäåò îïèñàíèå ìíîæåñòâà Θ(< R > ∩K) äëÿ ïðîèçâîëü-
íîãî ìíîæåñòâà R.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü R - êîíå÷íîå ìíîæåñòâî àâòîìàòíûõ ôóíêöèé, òîãäà

Θ(< R > ∩K) =
∞⋃
i=1

{t|bqi},

- ìíîæåñòâî íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, ÿâëÿþùèõñÿ äåëèòåëÿìè ÷èñåë âèäà bqi,
ãäå b,q - íàòóðàëüíûå ÷èñëà, âû÷èñëÿåìûå ýôôåêòèâíî ïî R.

Îïðåäåëèì öèêëîâûìè èíäåêñàìè àâòîìàòà ïàðó ÷èñåë b, q, ââåäåííûõ â òåî-
ðåìå 1.

Òåîðåìà 2. Ïóñòü R - êîíå÷íîå ìíîæåñòâî àâòîìàòíûõ ôóíêöèé è β -
êîíñòàíòíàÿ àâòîìàòíàÿ ôóíêöèÿ, òîãäà ñóùåñòâóåò àëãîðèòì, ïîçâîëÿ-
þùèé ïðîâåðèòü ñâîéñòâî
β ∈< R >

Ñëåäñòâèå 1 Ïóñòü R - êîíå÷íîå ìíîæåñòâî àâòîìàòíûõ ôóíêöèé, òîãäà
ñóùåñòâóåò àëãîðèòì, ïîçâîëÿþùèé ïðîâåðèòü ñâîéñòâî | Θ(< R > ∩K) |<
∞
Òåîðåìà 3. (Íåîáõîäèìîå óñëîâèå âûðàçèìîñòè) Ïóñòü R1, R2- êîíå÷íûå
ìíîæåñòâà àâòîìàòîâ è R2 ∈ [R1]. b1, q1, b2, q2 - öèêëîâûå èíäåêñû R1 è
R2 ñîîòâåòñòâåííî. Òîãäà
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Ââåäåíèå

Ñëîæíîñòíûå õàðàêòåðèñòèêè ìàøèí Òþðèíãà � âðåìÿ T (n) ðàáîòû ìà-
øèíû è íåîáõîäèìàÿ ïàìÿòü S(n) äëÿ ðàáîòû ìàøèíû, à òàêæå ñîîòâåòñòâó-
þùèå èì êëàññû ñëîæíîñòè SPACE(S(n)) è TIME(T (n)) ÿâëÿþòñÿ èçâåñò-
íûìè èíñòðóìåíòàìè äëÿ èçó÷åíèÿ âîçìîæíîñòåé ðàçíûõ ìîäåëåé ìàøèíû
Òþðèíãà. Ýòè êëàññû ñëîæíîñòè è èõ ìîäèôèêàöèè îïðåäåëåíû â êíèãå [1].

Ðàññìàòðèâàåòñÿ ñîîòíîøåíèå êëàññîâ ñëîæíîñòè SPACEg(n)(sk(n)) ïðè
T (n) = n, ãäå g(n) çàäàåò îãðàíè÷åíèå íà êîëè÷åñòâî íåäåòåðìèíèðîâàííûõ
øàãîâ ìàøèíû, à sk(n) = log(k) n ≡ log . . . log︸ ︷︷ ︸

k

n. Ìàøèíû Òþðèíãà ñ îãðàíè-

÷åíèåì íà âðåìÿ ðàáîòû T (n) = n íàçûâàþòñÿ îäíîñòîðîííèìè ìàøèíàìè
Òþðèíãà.

Ââåäåíèå îãðàíè÷åíèé íà ïàìÿòü

Äåòåðìèíèðîâàííûé âàðèàíò îäíîñòîðîííåé ìàøèíû Òþðèíãà âìåñòå ñ
ñîîòâåòñòâóþùèì êëàññîì ñëîæíîñòè R âïåðâûå áûë ïðåäñòàâëåí â [2]. Íåäå-
òåðìèíèðîâàííàÿ ìîäåëü îäíîñòîðîííåé ìàøèíû è ñîîòâåòñòâóþùèé êëàññ
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ñëîæíîñòè Q+ áûëè âïåðâûå ïðåäñòàâëåíû â [3]. Íåäåòåðìèíèðîâàííàÿ ìî-
äåëü îäíîñòîðîííåé ìàøèíû ñ îãðàíè÷åíèåì íà íåäåòåðìèíèçì áûëà âïåðâûå
ïðåäñòàâëåíû â [4], ãäå ÷åðåç Qg(n) îáîçíà÷àëñÿ êëàññ ÿçûêîâ ðàñïîçíàâàåìûõ
îäíîñòîðîííèìè ìàøèíàìè, ñîâåðøàþùèìè íå áîëåå ÷åì g(n) íåäåòåðìèíè-
ðîâàííûõ øàãîâ.

Â [5] áûëî äîêàçàíî, ÷òî â ñëó÷àå ñ îäíîñòîðîííèìè ìàøèíàìè Òþðèíãà
ñóáëîãàðèôìè÷åñêîå îãðàíè÷åíèå íà ïàìÿòü ïðèâîäèò ê âûðîæäåíèþ ñîîò-
âåòñâóþùåãî êëàññà ñëîæíîñòè SPACE(f(n)) äî êëàññà ðåãóëÿðíûõ ÿçûêîâ
Reg. Ïîýòîìó, ñ öåëüþ ñêîìïåíñèðîâàòü ïîòåðþ ìîùíîñòè ïðè îãðàíè÷åííîé
ïàìÿòè, ââîäèòñÿ íîâàÿ ìîäèôèêàöèÿ ìîäåëè îäíîñòîðîííåé ìàøèíû.

Îïðåäåëåíèå 1. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî íåäåòåðìèíèðîâàííàÿ îäíîñòîðîííÿÿ
ìàøèíà ÒþðèíãàM èñïîëüçóåò ñëàáóþ ïîäñêàçêó (unary advice) äëèíû
s, åñëè ê ìîìåíòó íà÷àëà ðàáîòû ìàøèíû M íà âõîäíîì ñëîâå w íà âñåõ
åå ðàáî÷èõ ëåíòàõ ðàçìå÷åíà è çàïîëíåíà îäíèì ñïåöèàëüíûì ñèìâîëîì
îáëàñòü ðàçìåðà íå áîëåå, ÷åì s ÿ÷ååê.

Îïðåäåëåíèå 2. Îáîçíà÷èì ÷åðåç SPACEg(n)
u (f(n)) êëàññ ÿçûêîâ ðàñïî-

çíàâàåìûõ îäíîñòîðîííèìè ìàøèíàìè, ñîâåðøàþùèìè íå áîëåå ÷åì g(n)
íåäåòåðìèíèðîâàííûõ øàãîâ è èñïîëüçóþùèìè íå áîëåå, ÷åì f(n) ÿ÷ååê íà
êàæäîé èç ñâîèõ ðàáî÷èõ ëåíò, ñî ñëàáîé ïîäñêàçêîé ðàçìåðà íå áîëåå, ÷åì
f(n).

Îáîçíà÷èì ÷åðåç DCM (n) êîëè÷åñòâî âñåâîçìîæíûõ íàáîðîâ êîíôèãóðà-
öèé, â êîòîðûõ ìîæåò íàõîäèòüñÿ îäíîñòîðîííÿÿ ìàøèíà ñ ïîäñêàçêîé M
ñ g(n) îãðàíè÷åíèåì íà íåäåòåðìèíèçì è f(n) îãðàíè÷åíèåì íà ïàìÿòü ïðè
îáðàáîòêå ñëîâ äëèíû n.

Ëåììà 1. Ïóñòü äàíû ôóíêöèè f(n), g(n) òàêèå, ÷òî f(n) = o(n), g(n) 6
f(n). Ïóñòü îäíîñòîðîííÿÿ ìàøèíà M èìååò g(n) îãðàíè÷åíèå íà íåäåòåðìè-
íèçì è f(n) îãðàíè÷åíèå íà ïàìÿòü ñî ñëàáîé ïîäñêàçêîé äëèíû f(n). Òîãäà
ñïðàâåäëèâî:

DCM (n) 6 2cf(n)2g(n)
,

Îïðåäåëåíèå è ñâîéñòâà ñïåöèàëüíûõ ÿçûêîâ

Íà îñíîâå ôóíêöèé g(n) è f(n) îïðåäåëèì ñëåäóþùèé ÿçûê:

Îïðåäåëåíèå 3. SP
g(n)
f(n) � ýòî ìíîæåñòâî ñòðîê w, óäîâëåòâîðÿþùèõ ñëå-

äóþùèì ñâîéñòâàì:

� |w| = n äëÿ íåêîòîãî n > 1;
� w = x12x22 . . . 2xs3u4yr, ãäå s 6 g(n) + 1;
� xk ∈ {0, 1}∗ è |xk| = f(n) äëÿ âñåõ k;
� u ∈ {0, 1}∗;
� yr � îáðàòíàÿ çàïèñü ñëîâà y;
� y ∈ {0, 1}∗, |y| = f(n) è y = xi õîòÿ áû äëÿ îäíîãî i: 1 6 i 6 s.

Äëÿ òàêèõ ÿçûêîâ ñïðàâåäëèâî óòâåðæäåíèå:

Ëåììà 2. Ïóñòü äàíû ôóíêöèè f(n), g(n) òàêèå, ÷òî f(n) = o(n), g(n) =
o(n), g(n) 6 f(n). Òîãäà ÿçûê SP g(n)

f(n) ñîäåðæèòñÿ â êëàññå SPACE
g(n)
u (f(n)).
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Çàôèêñèðóåì íåêîòîðîå çíà÷åíèå n è ðàññìîòðèì âñå ñëîâà w äëèíû n

ñïåöèàëüíîãî ÿçûêà L1 = SP
g(n)
f(n) è ïðåäñòàâèì èõ â âèäå: w = Aw3Bw, ãäå

Bw = u4yr. Ðàññìîòðèì òàêèå Aw, â êòîðûõ ïîäñòðîêè xj íå ïîâòîðÿþòñÿ.

Îïðåäåëåíèå 4. Îáîçíà÷èì ÷åðåç LCL1(n) êîëè÷åñòâî ðàçëè÷íûõ ïîäñòðîê
Aw ñëîâ w äëèíû n èç ÿçûêà L1 = SP

g(n)
f(n) .

Ëåììà 3. Ïóñòü äàíû ôóíêöèè f(n), g(n) òàêèå, ÷òî f(n) = o(n), g(n) 6
f(n). Òîãäà äëÿ ÿçûêà L1 = SP

g(n)
f(n) ñïðàâåäëèâî:

LCL1(n) >
(

2f(n)

g(n)

)g(n)

Èåðàðõèè ïî ïàìÿòè

Ñâÿçü ìåæäó ñëîæíîñòüþ ñïåöèàëüíîãî ÿçûêà LCL̃(n) è âîçìîæíîñòÿìè
îäíîñòîðîííåé ìàøèíû, âûðàæåííûìè õàðàêòåðèñòèêîé DCM (n), ðàñêðûâà-
åòñÿ ñëåäóþùèì óòâåðæäåíèåì:

Ëåììà 4. Ïóñòü äàíû ôóíêöèè f1(n), f2(n), g1(n), g2(n). Ðàññìîòðèì ñïå-

öèàëüíûé ÿçûê L1 = SP
g1(n)
f1(n) è ëþáóþ îäíîñòîðîííþþ ìàøèíó Òþðèíãà M ñ

g2(n) îãðàíè÷åíèåì íà íåäåòåðìèíèçì è f2(n) îãðàíè÷åíèåì íà ïàìÿòü. Òîãäà,
åñëè âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå

DCM (n) = o (LCL1(n)) ,

òî ñïðàâåäëèâî:

SP
g1(n)
f1(n) 6∈ SPACEg2(n)

u (f2(n))

Èñïîëüçîâàíèå ýòîé ñâÿçè ëåæèò â îñíîâå äîêàçàòåëüñòâ íåâûðîæäåííîñòè
èåðàðõèè êëàññîâ SPACEg(n)

u (f(n)) îòíîñèòåëüíî îãðàíè÷åíèÿ íà êîëè÷åñòâî
íåäåòåðìèíèðîâàííûõ îïåðàöèé.

Ëåììà 5. Ïóñòü äàíû ôóíêöèè g(n), f(n), h(n) òàêèå, ÷òî f(n) = o(n),
g(n) 6 2f(n) è h(n) = o(log g(n)) . Òîãäà äëÿ ÿçûêà SP g(n)

f(n) ñïðàâåäëèâî:

SP
g(n)
f(n) 6∈ SPACEh(n)

u (f(n))

Ëåììà 6. Ïóñòü äàíû ôóíêöèè g(n), f(n) òàêèå, ÷òî f(n) = o(n) è g(n) 6
2f(n). Òîãäà äëÿ ÿçûêà SP

g(n)
f(n) ñïðàâåäëèâî:

SP
g(n)
f(n) ∈ SPACElog g(n)

u (f(n))

Òåîðåìà 7. Äëÿ ëþáîé ôóíêöèè f(n) = o(n) è äëÿ ëþáûõ ôóíêöèé g(n) è
h(n) òàêèõ, ÷òî h(n) = o(g(n)) è g(n) 6 f(n) ñïðàâåäëèâî:

SPACEh(n)
u (f(n)) ( SPACEg(n)

u (f(n))
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Ñëåäñòâèå. Óòâåðæäåíèå Òåîðåìû 7 äîêàçûâàåò ñóùåñòâîâàíèå íåâûðîæ-
äåííîé èåðàðõèè êëàññîâ ñëîæíîñòè SPACEg(n)

u (f(n)) îòíîñèòåëüíî îãðàíè-
÷åíèÿ íà êîëè÷åñòâî íåäåòåðìèíèðîâàííûõ îïåðàöèé ïðè ñóáëîãàðèôìè÷å-
ñêèõ îãðàíè÷åíèÿõ íà ïàìÿòü.

. . . ( SPACElog(k+1) n
u (f(n)) ( SPACElog(k) n

u (f(n)) ( SPACElog(k−1) n
u (f(n)) ( . . .
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Îïðåäåëèì ìóëüòèïëåêñîðíóþ ôóíêöèþ àëãåáðû ëîãèêè (ÔÀË) êàê ÔÀË,
êîòîðàÿ çàâèñèò îò äâóõ ãðóïï áóëåâûõ ïåðåìåííûõ (ÁÏ) è íà êàæäîì íàáîðå
çíà÷åíèé ÁÏ ïåðâîé ãðóïïû� ãðóïïû ¾àäðåñíûõ¿ ÁÏ, � ðàâíà îäíîé èç ÁÏ
âòîðîé ãðóïïû� ãðóïïû ¾èíôîðìàöèîííûõ¿ ÁÏ. Ïðè ýòîì ÷èñëî àäðåñíûõ
ÁÏ (ñîîòâåòñòâåííî ÷èñëî ñóùåñòâåííûõ èíôîðìàöèîííûõ ÁÏ) íàçûâàåòñÿ
ïîðÿäêîì (ñîîòâåòñòâåííî ðàíãîì) óêàçàííîé ÔÀË.

Çàìåòèì, ÷òî ñòàíäàðòíàÿ ìóëüòèïëåêñîðíàÿ ÔÀË µn ïîðÿäêà n (ñì.,
íàïðèìåð, [1]), êîòîðàÿ òàêæå íàçûâàåòñÿ óíèâåðñàëüíîé ÔÀË (ñì., íàïðè-
ìåð, [2]), ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ìóëüòèïëåêñîðíóþ ÔÀË ïîðÿäêà n è ðàíãà 2n.

Ñëîæíîñòü è ãëóáèíà ÔÀË µn ïðè å¼ ðåàëèçàöèè ñõåìàìè â íåêîòîðûõ
áàçèñàõ èññëåäîâàëèñü â [2, 3, 4, 5, 6, 7] è ðÿäå äðóãèõ ðàáîò. Ïðè ýòîì â
ðàáîòàõ [5, 6, 7] áûëè ïîëó÷åíû áîëåå òî÷íûå ïî ñðàâíåíèþ ñ èçâåñòíûìè ðà-
íåå îöåíêè êàê ñëîæíîñòè, òàê è ãëóáèíû ÔÀË µn, à íåêîòîðûå èç äàííûõ
îöåíîê ÿâëÿþòñÿ îöåíêàìè âûñîêîé ñòåïåíè òî÷íîñòè (ñì., íàïðèìåð, [5, 6]).

Òó ÔÀË, êîòîðàÿ ïîëó÷àåòñÿ èç ìóëüòèïëåêñîðíîé ÔÀË f ïîðÿäêà n ïîä-
ñòàíîâêîé êîíñòàíò âìåñòî ÷àñòè å¼ èíôîðìàöèîííûõ ÁÏ, áóäåì íàçûâàòü
ñâÿçàííîé ñ f êâàçèìóëüòèïëåêñîðíîé ÔÀË ïîðÿäêà n è ðàíãà r, ãäå r�÷èñëî
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îñòàâøèõñÿ èíôîðìàöèîííûõ ÁÏ ÔÀË f . Ïðè ýòîì êâàçèìóëüòèïëåêñîðíûå
ÔÀË, ïîëó÷àþùèåñÿ â ðåçóëüòàòå ïîäñòàíîâêè íóëåé, ñ÷èòàþòñÿ íóëåâûìè,
à êâàçèìóëüòèïëåêñîðíûå ÔÀË, ñâÿçàííûå ñ ÔÀË µn, � ñòàíäàðòíûìè. Áó-
äåì íàçûâàòü èíôîðìàöèîííîé îáëàñòüþ êâàçèìóëüòèïëåêñîðíîé ÔÀË ìíî-
æåñòâî òåõ íàáîðîâ çíà÷åíèé å¼ àäðåñíûõ ÁÏ, íà êîòîðûõ îíà ðàâíà îäíîé èç
ñâîèõ èíôîðìàöèîííûõ ÁÏ.

Â ðàáîòå èçó÷àþòñÿ âîïðîñû îïòèìàëüíîé ïî ñëîæíîñòè (ãëóáèíå) ðå-
àëèçàöèè ìóëüòèïëåêñîðíûõ è êâàçèìóëüòèïëåêñîðíûõ ÔÀË ôîðìóëàìè è
ñõåìàìè èç ôóíêöèîíàëüíûõ ýëåìåíòîâ (ÑÔÝ) â ñòàíäàðòíîì áàçèñå Á0 =
{x& y, x∨y, x} è óíèìîäàëüíîì áàçèñå U2, ñîñòîÿùåì èç âñåõ ÔÀË âèäà xσ1

1 ·xσ2
2

è xσ1
1 ∨xσ2

2 , ãäå σ1, σ2 �ïðîèçâîëüíûå êîíñòàíòû, è, êàê îáû÷íî, x0 = x, x1 = x.
Ïðè ýòîì ñëîæíîñòü LÔÁ (f) (ñîîòâåòñòâåííî LCÁ(f)) ðåàëèçàöèè ÔÀË f ôîð-
ìóëàìè (ñîîòâåòñòâåííî ÑÔÝ) â áàçèñå Á, à òàêæå å¼ ãëóáèíà DÁ(f) â ýòîì
áàçèñå îïðåäåëÿþòñÿ îáû÷íûì îáðàçîì.

Äàííàÿ ðàáîòà ïðîäîëæàåò ðàáîòû [5, 6, 7], îáîáùàÿ ïîëó÷åííûå â íèõ ðå-
çóëüòàòû äëÿ ÔÀË µn è, â ÷àñòíîñòè, îöåíêè âûñîêîé è áëèçêîé ê íåé ñòåïåíè
òî÷íîñòè íà ñëó÷àé ìóëüòèïëåêñîðíûõ ÔÀË îáùåãî âèäà è êâàçèìóëüòèïëåê-
ñîðíûõ ÔÀË.

Òåîðåìà 1. Äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè êâàçèìóëüòèïëåêñîðíûõ ÔÀË µ̂n ïî-
ðÿäêà n, ãäå n = 2, 3, . . . è ðàíãà r, r = r(n), ãäå 3 6 r(n) 6 2n, ñïðàâåäëèâû
ñîîòíîøåíèÿ:

LÔU2
(µ̂n) > 2r(n) +

r(n)
n+ 1

, LÔÁ0
(µ̂n) > 2 · r(n) +

4
3
· r(n)
n
− o

(
r(n)
n

)
,

LCÁ0
(µ̂n) = LCU2

(µ̂n) > 2 · r(n) +
√

2
2

√
r(n)−O(n),

DÁ0(µ̂n) > DU2(µ̂n) > dlog r(n)e+ 1,

ïðè÷¼ì âòîðîå íåðàâåíñòâî âûïîëíÿåòñÿ ïðè óñëîâèè 2n

n = o (r(n)).
Òåîðåìà 2. Ïóñòü äëÿ n = 1, 2, . . . è íàòóðàëüíûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé
r = r(n) 6 2n, d = d(n) 6 n âûïîëíåíû óñëîâèÿ

r(n) > 2d(n), n− d(n) = o(n).

Òîãäà äëÿ ëþáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íóëåâûõ ñòàíäàðòíûõ êâàçèìóëüòèïëåê-
ñîðíûõ ÔÀË µ̂n, n = 1, 2, . . ., ïîðÿäêà n è ðàíãà r(n) òàêèõ, ÷òî èíôîðìàöè-
îííóþ îáëàñòü µ̂n ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå îáúåäèíåíèÿ íåïåðåñåêàþùèõñÿ
ãðàíåé ðàçìåðíîñòè íå ìåíüøå ÷åì d(n), âûïîëíÿþòñÿ ñîîòíîøåíèÿ

LÔU2
(µ̂n) 6 2r(n) +

r(n)
n

+ o

(
r(n)
n

)
,

LÔÁ0
(µ̂n) 6 2r(n) +

2r(n)
n

+ o

(
r(n)
n

)
,

LÑU2
(µ̂n) 6 LÑÁ0

(µ̂n) 6 2r(n) + C(n) ·
√
r(n) +O

(
n 4
√
r(n)

)
,

DU2(µ̂n) 6 DÁ0(µ̂n) 6 dlog r(n)e+O(1).

ãäå C(n) = 2, åñëè n ÷¼òíî, è C(n) = 3
√

2
2 , åñëè n íå÷¼òíî.



176 Ñ.À.Ëîæêèí, Ì.Ñ.Øóïëåöîâ

Çàìåòèì, ÷òî ïîëó÷åííûå â òåîðåìàõ 1 è 2 íèæíèå è âåðõíèå îöåíêè âå-
ëè÷èíû LÔU2

(µ̂n), êîòîðàÿ ïðè n = 1, 2, . . . àñèìïòîòè÷åñêè ðàâíà 2r(n), óñòà-
íàâëèâàåò å¼ ïîâåäåíèå ñ îòíîñèòåëüíîé ïîãðåøíîñòüþ âèäà o

(
1
n

)
.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå ÐÔÔÈ, ïðîåêò �12-01-00964à.
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Ââåäåíèå. Îöåíêà ýíåðãîïîòðåáëåíèÿ èíòåãðàëüíûõ ñõåì ÿâëÿåòñÿ îä-
íîé èç âàæíûõ çàäà÷ ïðîåêòèðîâàíèÿ ÑÁÈÑ. Â ñîâðåìåííûõ èíòåãðàëüíûõ
ñõåìàõ, ïîñòðîåííûõ íà îñíîâå ÊÌÎÏ òåõíîëîãèé, âûäåëÿþò êàê ñòàòè÷åñêîå
ýíåðãîïîòðåáëåíèå, ñâÿçàííîå ñ ðàññåÿíèåì òåïëà è ïîääåðæàíèåì çàäàííîãî
ïîòåíöèàëà â óçëàõ ñõåìû, ïîäêëþ÷åííûõ ê èñòî÷íèêó ïèòàíèÿ, òàê è äèíàìè-
÷åñêîå ýíåðãîïîòðåáëåíèå, âîçíèêàþùåå ïðè èçìåíåíèè ïîòåíöèàëîâ â óçëàõ
ñõåìû.
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Îäíîé èç îñíîâíûõ ìîäåëåé êîìáèíàöèîííûõ èíòåãðàëüíûõ ñõåì, ïðåäíà-
çíà÷åííûõ äëÿ ðåøåíèÿ ðàçëè÷íûõ çàäà÷ àíàëèçà è ñèíòåçà, â òîì ÷èñëå äëÿ
àíàëèçà ýíåðãîïîòðåáëåíèÿ, ÿâëÿåòñÿ ìîäåëü ñõåì èç ôóíêöèîíàëüíûõ ýëå-
ìåíòîâ (ÑÔÝ). Ïåðâûå ïîäõîäû ê àíàëèçó ñòàòè÷åñêîãî ýíåðãîïîòðåáëåíèÿ
äëÿ ÑÔÝ áûëè ïðåäëîæåíû â ðàáîòå [1]. Îñíîâíûå òåîðåòè÷åñêèå ðåçóëüòà-
òû â ýòîì íàïðàâëåíèè áûëè ïîëó÷åíû Î. Ì. Êàñèì-Çàäå â ðàáîòàõ [2, 3].
Â óêàçàííûõ ðàáîòàõ èññëåäîâàëñÿ ôóíêöèîíàë ñëîæíîñòè ÑÔÝ, õàðàêòåðè-
çóþùèé ñòàòè÷åñêîå ýíåðãîïîòðåáëåíèå, � òàê íàçûâàåìàÿ ìîùíîñòü ÑÔÝ.
Ïðè ýòîì áûë óñòàíîâëåí ïîðÿäîê ðîñòà ñîîòâåòñòâóþùåé ôóíêöèè Øåí-
íîíà â ïðîèçâîëüíîì êîíå÷íîì ïîëíîì áàçèñå. Îêàçàëîñü, â ÷àñòíîñòè, ÷òî
ñóùåñòâóþò áàçèñû ñ êàê ñ ëèíåéíûì, òàê è ñ ýêñïîíåíöèàëüíûì ïîâåäåíè-
åì óêàçàííîé ôóíêöèè Øåííîíà. Êðîìå òîãî, áûëà ïîêàçàíà âîçìîæíîñòü
ïîñòðîåíèÿ äëÿ �òèïè÷íîé� ôóíêöèè àëãåáðû ëîãèêè (ÔÀË) òàêîé ðåàëèçó-
þùåé åå ÑÔÝ, ñëîæíîñòü êîòîðîé àñèìïòîòè÷åñêè îïòèìàëüíà, à ìîùíîñòü
îïòèìàëüíà ïî ïîðÿäêó ðîñòà.

Â ñâîþ î÷åðåäü, ðàçëè÷íûå ïîäõîäû ê îöåíêå äèíàìè÷åñêîãî ýíåðãîïîòðåá-
ëåíèÿ ñõåì íà îñíîâå ìîäåëè ÑÔÝ áûëè ïðåäëîæåíû â ðàáîòå [4]. Â ðàáîòå [5]
áûëà èçëîæåíà âåðîÿòíîñòíàÿ ìîäåëü äëÿ îöåíêè ñðåäíåãî ýíåðãîïîòðåáëå-
íèÿ ÑÔÝ. Èññëåäîâàíèÿ â îáëàñòè àíàëèçà äèíàìè÷åñêîãî ýíåðãîïîòðåáëåíèÿ
ñõåì â îñíîâíîì áûëè íàïðàâëåíû íà ðàçðàáîòêó ýôôåêòèâíûõ àëãîðèòìîâ
ðàñ÷åòà è îöåíêè äèíàìè÷åñêîãî ýíåðãîïîòðåáëåíèÿ êîíêðåòíûõ ñõåì. Îáçîð
óêàçàííûõ ðåçóëüòàòîâ ìîæíî íàéòè â ðàáîòå [6].

Â äàííîé ðàáîòå ââåäåí ôóíêöèîíàë äèíàìè÷åñêîé àêòèâíîñòè ÑÔÝ, êî-
òîðûé ìîäåëèðóåò èõ äèíàìè÷åñêîå ýíåðãîïîòðåáëåíèå. Óñòàíîâëåí ëèíåéíûé
ïîðÿäîê ðîñòà ôóíêöèè Øåííîíà äëÿ äèíàìè÷åñêîé àêòèâíîñòè ÑÔÝ â ïðî-
èçâîëüíîì ïîëíîì êîíå÷íîì áàçèñå. Äîêàçàíî, ÷òî äëÿ ïðîèçâîëüíîé ÔÀË îò
n ïåðåìåííûõ ìîæíî ïîñòðîèòü òàêóþ ðåàëèçóþùóþ åå ÑÔÝ â ñòàíäàðòíîì
áàçèñå, ñëîæíîñòü êîòîðîé àñèìïòîòè÷åñêè íå áîëüøå, ÷åì 2n

n , à åå äèíàìè-
÷åñêàÿ àêòèâíîñòü è ìîùíîñòü àñèìïòîòè÷åñêè íå ïðåâîñõîäÿò 5n è 3n ñî-
îòâåòñòâåííî. Çàìåòèì, ÷òî ïîñëåäíÿÿ îöåíêà óëó÷øàåò îöåíêè ìîùíîñòè èç
ðàáîòû [2].

Îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ. Ïóñòü Σ � ïðîèçâîëüíàÿ ÑÔÝ â áàçèñå B,
èìåþùàÿ n âõîäîâ, êîòîðûì ñîïîñòàâëåíû áóëåâñêèå ïåðåìåííûå (ÁÏ) íà-
áîðà (x1, . . . , xn) = x è k ôóíêöèîíàëüíûõ ýëåìåíòîâ(ÔÝ), ïðè÷åì íà âû-
õîäå ÔÝ ñ íîìåðîì i â Σ ðåàëèçóåòñÿ ÔÀË ϕi(x), i = 1, . . . , k. Äëÿ íàáîðà
α̃ = (α1, . . . , αn) ∈ Bn, ãäå Bn � åäèíè÷íûé n-ìåðíûé êóá, âåëè÷èíà

E(Σ, α̃) =
k∑
i=1

ϕi(α̃)

íàçûâàåòñÿ ñòàòè÷åñêîé àêòèâíîñòüþ ñõåìû Σ íà íàáîðå α̃. Óêàçàííàÿ âå-
ëè÷èíà õàðàêòåðèçóåò ÷èñëî ÔÝ ÑÔÝ Σ íà âûõîäàõ êîòîðûõ ñôîðìèðîâàëîñü
çíà÷åíèå 1 ïðè ïîäà÷å íà âõîäû ñõåìû íàáîðà α̃. Ñòàòè÷åñêîé àêòèâíîñòüþ
E(Σ) ÑÔÝ Σ íàçûâàåòñÿ ìàêñèìóì âåëè÷èíû E(Σ, α̃), âçÿòûé ïî âñåì íàáî-
ðàì α̃ ∈ Bn. Äëÿ ïðîèçâîëüíîé ÔÀË f ñòàòè÷åñêîé àêòèâíîñòüþ EB(f) ýòîé
ÔÀË áóäåì íàçûâàòü ìèíèìàëüíóþ ñòàòè÷åñêóþ àêòèâíîñòü ÑÔÝ â áàçèñå
B, ðåàëèçóþùèõ ÔÀË f .
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Ïóñòü P2(n) � ìíîæåñòâî âñåõ ÔÀË îò n ïåðåìåííûõ x1, x2, . . . , xn. Ôóíê-
öèåé Øåííîíà EB(n) äëÿ ñòàòè÷åñêîé àêòèâíîñòè ÑÔÝ â áàçèñå B áóäåì,
êàê îáû÷íî, íàçûâàòü ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå ñòàòè÷åñêîé àêòèâíîñòè EB(f)
ñðåäè âñåõ ÔÀË f, f ∈ P2(n).

Ââåäåì òåïåðü ïîíÿòèå äèíàìè÷åñêîé àêòèâíîñòè ðàññìàòðèâàåìîé ÑÔÝ
Σ. Äëÿ ïðîèçâîëüíûõ íàáîðîâ α̃ è β̃ èç Bn � íàáîðîâ çíà÷åíèé ïåðåìåííûõ
x, ïðèïèñàííûõ âõîäàì ÑÔÝ Σ, � îïðåäåëèì âåëè÷èíó

S(Σ, α̃, β̃) =
k∑
i=1

(ϕi(α)⊕ ϕi(β)),

êîòîðóþ íàçîâåì äèíàìè÷åñêîé (ïåðåêëþ÷àòåëüíîé) àêòèâíîñòüþ ÑÔÝ Σ íà

ïàðå íàáîðîâ (α̃, β̃). Çàìåòèì, ÷òî ââåäåííàÿ âåëè÷èíà õàðàêòåðèçóåò ÷èñëî
ÔÝ ÑÔÝ Σ, íà âûõîäàõ êîòîðûõ ïðîèñõîäèò èçìåíåíèå çíà÷åíèÿ ïðè ñìåíå
íàáîðà çíà÷åíèé íà âõîäàõ ÑÔÝ ñ íàáîðà α̃ íà íàáîð β̃ èëè îáðàòíî. Ïðè
ýòîì äèíàìè÷åñêîé àêòèâíîñòüþ S(Σ) ÑÔÝ Σ íàçîâåì ìàêñèìàëüíîå çíà÷å-
íèå âåëè÷èíû S(Σ, α̃, β̃) âçÿòîå ïî âñåì ïàðàì íàáîðîâ (α̃, β̃) èç Bn×Bn. Äëÿ
ïðîèçâîëüíîé ÔÀË f åå äèíàìè÷åñêóþ àêòèâíîñòü SB(f) îïðåäåëèì êàê ìè-
íèìàëüíóþ äèíàìè÷åñêóþ àêòèâíîñòü ÑÔÝ â áàçèñå B, ðåàëèçóþùèõ ÔÀË
f , à çàòåì îáû÷íûì îáðàçîì ââåäåì ôóíêöèþ Øåííîíà

SB(n) = max
f∈P2(n)

SB(f).

Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû. Êàê óæå îòìå÷àëîñü [1, 3], ôóíêöèÿ Øåííîíà
EB(n) äëÿ ðàçëè÷íûõ êîíå÷íûõ ïîëíûõ áàçèñîâ ìîæåò ïðè n = 1, 2, . . . èìåòü
ðàçëè÷íûå ïîðÿäêè ðîñòà. Â îòëè÷èå îò íåå ôóíêöèÿ Øåííîíà SB(n) â ëþ-
áîì êîíå÷íîì ïîëíîì áàçèñå B èìååò ëèíåéíûé îòíîñèòåëüíî n, n = 1, 2, . . .
ïîðÿäîê ðîñòà.

Òåîðåìà 1. Åñëè B � êîíå÷íûé ïîëíûé áàçèñ, òî ñóùåñòâóþò ïîëîæèòåëü-
íûå êîíñòàíòû c1 è c2, çàâèñÿùèå òîëüêî îò áàçèñà B, ÷òî

c1 · n 6 SB(n) 6 c2 · n

ïðè ëþáîì n, n = 1, 2, . . ..
Íàïîìíèì òàêæå, ÷òî â [2] áûëà óñòàíîâëåíà âîçìîæíîñòü ïîñòðîåíèÿ äëÿ

ïðîèçâîëüíîé ÔÀË f , f ∈ P2(n), òàêîé ðåàëèçóþùåé åå ÑÔÝ Σf â ñòàíäàðò-
íîì áàçèñå B0 = {&,∨,¬}, äëÿ êîòîðîé åå ñëîæíîñòü (÷èñëî ÔÝ) L(Σf ) è
ñòàòè÷åñêàÿ àêòèâíîñòü E(Σf ) ïðè n = 1, 2, . . . àñèìïòîòè÷åñêè íå áîëüøå,
÷åì 2n

n è 4n ñîîòâåòñòâåííî. Â äàííîé ðàáîòå óêàçàííûé ðåçóëüòàò óòî÷íÿåò-
ñÿ è äîïîëíÿåòñÿ ñëåäóþùèì óòâåðæäåíèåì.

Òåîðåìà 2. Ñóùåñòâóåò íåîòðèöàòåëüíàÿ è ñòðåìÿùååñÿ ê íóëþ ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòü äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë ε(1), ε(2), . . . òàêàÿ, ÷òî äëÿ ëþáîãî n,
n = 1, 2, . . ., ëþáàÿ ÔÀË f , f ∈ P2(n), ìîæåò áûòü ðåàëèçîâàíà íåêîòîðîé
ÑÔÝ Σf íàä áàçèñîì B0, óäîâëåòâîðÿþùåé íåðàâåíñòâàì

L(Σf ) 6 (1 + ε(n))
2n

n
, E(Σf ) 6 (1 + ε(n))3n, S(Σf ) 6 (1 + ε(n))5n.
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Èç òåîðåìû 2, â ÷àñòíîñòè, âûòåêàåò íåðàâåíñòâî c2 6 5 äëÿ êîíñòàíòû c2
èç òåîðåìû 66 â ñëó÷àå áàçèñà B0.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå ÐÔÔÈ, ïðîåêò �12-01-00694a.

Ëèòåðàòóðà

[1] Âàéíöâàéã Ì.Í. Î ìîùíîñòè ñõåì èç ôóíêöèîíàëüíûõ ýëåìåíòîâ // Äîêë. ÀÍ
ÑÑÑÐ. � 1961. � Ò. 139, �2. � Ñ. 320�323.

[2] Êàñèì-Çàäå Î.Ì. Îá îäíîâðåìåííîé ìèíèìèçàöèè ñëîæíîñòè è ìîùíîñòè ñõåì
èç ôóíêöèîíàëüíûõ ýëåìåíòîâ // Ïðîáëåìû êèáåðíåòèêè. �Ì.: Íàóêà, 1978. �
Âûï. 33. � Ñ. 215�220.

[3] Êàñèì-Çàäå Î.Ì. Îá îäíîé ìåðå ñëîæíîñòè ñõåì èç ôóíêöèîíàëüíûõ ýëåìåí-
òîâ // Ïðîáëåìû êèáåðíåòèêè. �Ì.: Íàóêà, 1981. � Âûï. 38. � Ñ. 117�179.

[4] Devadas S., Keutzer K., White J. Estimation of power dissipation in CMOS
combinational circuits // Proc. Custom Integrated Circuits Conf. � 1990. � P. 19.7.1�
19.7.6.

[5] Ghosh A, Devadas S., Keutzer K., White J. Estimation of average switching activity
in combinational and sequential circuits // Proc. 29th Design Automation Conf. �
1992. � P. 253�259.

[6] Najm F. A survey of power estimation techniques in VLSI circuits (Invited paper) //
IEEE Trans VLSI Syst. � 1994. �V. 2, �4. � P. 446�455.

Î áèëèíåéíûõ îòîáðàæåíèÿõ ìàëîãî ðàíãà
Â.Â.Ëûñèêîâ

lysikov-vv@yandex.ru

ÂÌÊ ÌÃÓ, Ìîñêâà

Îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ

Îïðåäåëåíèå 1. Ïóñòü F � ïîëå, U ,V ,W � ëèíåéíûå ïðîñòðàíñòâà íàä F .
Îòîáðàæåíèå ϕ : U × V →W íàçûâàåòñÿ áèëèíåéíûì, åñëè

ϕ(a1x1 + a2x2, y) = a1ϕ(x1, y) + a2ϕ(x2, y),
ϕ(x, b1y1 + b2y2) = b1ϕ(x, y1) + b2ϕ(x, y2)

äëÿ ëþáûõ a1, a2, b1, b2 ∈ F , x, x1, x2 ∈ U , y, y1, y2 ∈ V .
Âû÷èñëèòåëüíàÿ ñëîæíîñòü áèëèíåéíûõ îòîáðàæåíèé ìîæåò áûòü ñâÿçà-

íà ñ èõ àëãåáðàè÷åñêèìè ñâîéñòâàìè (ñì. íàïð. [1]). Àëãîðèòìû âû÷èñëåíèÿ
áèëèíåéíûõ îòîáðàæåíèé ñîîòâåòñòâóþò ðàçëîæåíèÿì îïðåäåëåííîãî âèäà:

Îïðåäåëåíèå 2. Ïóñòü F � ïîëå, U ,V ,W � ëèíåéíûå ïðîñòðàíñòâà íàä F
è ϕ : U×V →W � áèëèíåéíîå îòîáðàæåíèå. Áèëèíåéíûì àëãîðèòìîì ñëîæ-
íîñòè r äëÿ ϕ íàçûâàåòñÿ íàáîð òðîåê (f1, g1, w1; . . . ; fr, gr, wr), ãäå fs ∈ U∗,
gs ∈ V ∗, ws ∈W , äëÿ êîòîðîãî âûïîëíÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå

ϕ(x, y) =
r∑
s=1

fs(x)gs(y)ws
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ïðè ïðîèçâîëüíûõ x ∈ U , y ∈ V .
Ðàíãîì îòîáðàæåíèÿ ϕ íàçûâàåòñÿ ìèíèìàëüíî âîçìîæíàÿ ñëîæíîñòü áè-

ëèíåéíîãî àëãîðèòìà äëÿ ϕ.

Ñòðóêòóðà áèëèíåéíûõ àëãîðèòìîâ

Ïóñòü U, V,W � ëèíåéíûå ïðîñòðàíñòâà íàä ïîëåì F , ðàçìåðíîñòè
dimU = n, dimV = m, dimW = l, à ϕ : U × V → W � áèëèíåéíîå îòîá-
ðàæåíèå.

Îïðåäåëåíèå 3. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî â áèëèíåéíîì àëãîðèòìå

(f1, g1, w1; . . . ; fr, gr, wr)

åñòü áàçèñû ñ ïåðåêðûòèåì p, åñëè ñóùåcòâóþò íàáîðû èíäåêñîâ I è J òàêèå,
÷òî {fi|i ∈ I} è {gj |j ∈ J} � áàçèñû ïðîñòðàíñòâ U∗ è V ∗ ñîîòâåòñòâåííî, à
|I ∩ J | = p.

Ìèíèìàëüíîå âîçìîæíîå ïåðåêðûòèå áàçèñîâ â àëãîðèòìå ðàíãà r ðàâíî
n + m − r, åñëè r < n + m, è 0 èíà÷å. Ðàññìîòðèì ñëó÷àè, â êîòîðûõ ýòîò
ìèíèìóì íå äîñòèãàåòñÿ.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü R(ϕ) = r. Åñëè â îïòèìàëüíîì áèëèíåéíîì àëãîðèòìå
äëÿ ϕ åñòü áàçèñû ñ ïåðåêðûòèåì p (p > 0), íî íåò áàçèñîâ ñ ïåðåêðûòèåì
p− 1, òî ñóùåñòâóþò ðàçáèåíèÿ U = U1⊕U2⊕U3, V = V1⊕V2⊕V3 òàêèå, ÷òî

dimU1 = dimV1 = R(ϕ|U1×V1) = p,

ϕ(U1, V3) = ϕ(U3, V1) = 0,
ϕ(U2, V2) ⊂ ϕ(U1 + U3, V2) + ϕ(U2, V1 + V3),
R(ϕ|U3×V3)− dimU3 − dimV3 = r −m− n+ p

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü â îïòèìàëüíîì àëãîðèòìå (f1, g1, w1; . . . ; fr, gr, wr)
åñòü áàçèñû ñ ïåðåêðûòèåì p. Ïóñòü I è J � ìíîæåñòâà èíäåêñîâ, ôèãóðèðó-
þùèå â îïðåäåëåíèè ïàðû áàçèñîâ ñ ïåðåêðûòèåì, R = {1, . . . , r} \ (I ∪ J) �
ìíîæåñòâî èíäåêñîâ, íå ó÷àñòâóþùèõ â ýòîé ïàðå áàçèñîâ.

Ïóñòü f =
∑
i∈I αifi, g =

∑
j∈J βjgj � ðàçëîæåíèÿ íåêîòîðûõ ôóíêöè-

îíàëîâ f ∈ U∗, g ∈ V ∗ ïî ðàññìàòðèâàåìûì áàçèñàì. Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ
supp1 f = {i|αi 6= 0}, supp2 g = {j|βj 6= 0}.

Ïîñòðîèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íàáîðîâ èíäåêñîâ Ik, Jk ñëåäóþùèì îáðà-
çîì:

I0 = J0 = R,

Ik+1 = Ik ∪
⋃
j∈Jk supp1 fj ,

Jk+1 = Jk ∪
⋃
i∈Ik supp1 gi

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Ik è Jk ìîíîòîííî âîçðàñòàþùèå. Îáîçíà÷èì èõ îáú-
åäèíåíèÿ Î è Ĵ è ðàññìîòðèì äâà ñëó÷àÿ:

1 ñëó÷àé. Íàéäåòñÿ èíäåêñ t ∈ I ∩ J , âõîäÿùèé â Î (òîãäà îí îáÿçàòåëü-
íî âõîäèò è â Ĵ). Â ýòîì ñëó÷àå åñòü öåïî÷êà èíäåêñîâ t = t0, t1, t2, . . . td ∈
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R òàêàÿ, ÷òî äëÿ íàòóðàëüíûõ k âûïîëíÿåòñÿ t2k ∈ supp1 ft2k+1 , t2k+1 ∈
supp1 gt2k+2 . Ýòî çíà÷èò, ÷òî â áàçèñå {fi|i ∈ I} ôóíêöèîíàë ft0 ìîæíî çà-
ìåíèòü íà ft1 , ïîëó÷èâ íîâóþ ïàðó áàçèñîâ ñ ïåðåêðûòèåì p. Àíàëîãè÷íî,
ôóíêöèîíàë gt1 â áàçèñå {gj |j ∈ J} ìîæíî çàìåíèòü íà gt2 . Ïîñëåäîâàòåëòíî
ïðîâîäÿ òàêèå çàìåíû, ìû â êîíöå êîíöîâ çàìåíèì êàêîé-òî ýëåìåíò êàêîãî-
òî èç áàçèñîâ íà ôóíêöèîíàë ñ èíäåêñîì td ∈ R. Ïðè ýòîì ïåðåêðûòèå áàçèñîâ
óìåíüøèòñÿ íà 1. Òàêèì îáðàçîì, â ýòîì ñëó÷àå óñëîâèå òåîðåìû íå âûïîë-
íÿåòñÿ.

2 ñëó÷àé. Î è I∩J , à òàêæå Ĵ è I∩J , íå èìåþò îáùèõ ýëåìåíòîâ. Ìíîæåñòâî
I ðàçäåëÿåòñÿ íà òðè íåïåðåñåêàþùèåñÿ ÷àñòè: I ∩ J , I ∩ Î è I ′ = I \ (Î ∪ J).
Àíàëîãè÷íî, J äåëèòñÿ íà I ∩ J , J ∩ Ĵ è J ′ = J \ (Ĵ ∪ I).

Ðàññìîòðèì áàçèñû {xi} è {yj} ïðîñòðàíñòâ U è V ñîîòâåòñòâåííî, äâîé-
ñòâåííûå áàçèñàì {fi|i ∈ I} è {gj |g ∈ J}. Äëÿ ïîäïðîñòðàíñòâ

U1 = lin{xi|i ∈ I ∩ J}, U2 = lin{xi|i ∈ I ′}, U3 = lin{xi|i ∈ I ∩ Î},

V1 = lin{xi|i ∈ I ∩ J}, V2 = lin{xi|i ∈ J ′}, V3 = lin{xi|i ∈ J ∩ Ĵ}
âûïîëíÿþòñÿ ñîîòíîøåíèÿ èç óñëîâèÿ òåîðåìû. Ïðè ýòîì áîëåå îïòèìàëüíîãî
àëãîðèòìà äëÿ ϕ|U3×V3 íå ñóùåñòâóåò, òàê êàê çàìåíèâ òðîéêè (fs, gs, ws) ñ
s ∈ Î ∪ Ĵ , ñîñòàâëÿþùèå àëãîðèòì ðàíãà dimU3 + dimV3 + r −m − n + p, íà
áîëåå ýôôåêòèâíûé àëãîðèòì, ìû ïîëó÷èì áîëåå ýôôåêòèâíûé àëãîðèòì äëÿ
èñõîäíîãî îòîáðàæåíèÿ ϕ.

Ïðèìåíåíèÿ

Äîêàçàííàÿ òåîðåìà ïîëåçíà äëÿ èññëåäîâàíèÿ áèëèíåéíûõ îòîáðàæåíèé
ìàëîãî ðàíãà. Â ÷àñòíîñòè

Òåîðåìà 2. Íàä ïîëåì äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë ðàíã óìíîæåíèÿ êîìïëåêñíûõ
ìàòðèö ðàçìåðà 2 × 2 íà êîìïëåêñíûé âåêòîð ðàâåí 12, à ðàíã óìíîæåíèÿ
êâàòåðíèîíà íà ïàðó êâàòåðíèîíîâ ðàâåí 16.

Íèæíèå îöåíêè äîêàçûâàþòñÿ ïåðåáîðîì âîçìîæíûõ âàðèàíòîâ çíà÷åíèÿ
ïåðåêðûòèÿ áàçèñîâ â àëãîðèòìàõ ìåíüøåãî ðàíãà. Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû
óëó÷øàþò íèæíèå îöåíêè äëÿ óêàçàííûõ îòîáðàæåíèé, ñëåäóþùèå èç ðåçóëü-
òàòîâ [2].

Òàêæå óäàëîñü äîêàçàòü, ÷òî ïåðåêðûòèå áàçèñîâ â îïòèìàëüíûõ àëãîðèò-
ìàõ äëÿ óìíîæåíèÿ êâàäðàòíûõ ìàòðèö ìèíèìàëüíî.

Òåîðåìà 3. Â îïòèìàëüíîì àëãîðèòìå óìíîæåíèÿ êâàäðàòíûõ ìàòðèö ðàç-
ìåðà n× n ïðè n > 3 åñòü ïàðà áàçèñîâ ñ ïåðåêðûòèåì 0.

Íåáîëüøîé ìîäèôèêàöèåé äîêàçàòåëüñòâà ëåììû 5 èç [3] èç ýòîãî ôàêòà
ìîæíî ïîëó÷èòü íèæíþþ îöåíêó

Òåîðåìà 4. Ïóñòü U, V � ïîäïðîñòðàíñòâà Fn×n. Òîãäà

R(〈n, n, n〉) > dimU + dimV + min
U⊕X=Fn×n,
V⊕Y=Fn×n

dim lin({ϕ(x, y)|x ∈ X, y ∈ Y }).
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(6,3)-áèðåãóëÿðíûå ãðàôû, íåðàñêðàøèâàåìûå
èíòåðâàëüíî 6 öâåòàìè
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Äàãåñòàíñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò, Ìàõà÷êàëà

Â ñîîáùåíèè èñïîëüçóåòñÿ òåðìèíîëîãèÿ èç [1]. Èíòåðâàëüíîé ðàñêðàñêîé
ãðàôà G t öâåòàìè áóäåì íàçûâàòü ñþðúåêòèâíîå îòîáðàæåíèå ìíîæåñòâà
ðåáåð ãðàôà G â ìíîæåñòâî {1, 2, . . . , t} òàêîå, ÷òî â êàæäîé âåðøèíå G âñå
ïðåäñòàâëåííûå â íåé öâåòà ïîïàðíî ðàçëè÷íû è îáðàçóþò öåëî÷èñëåííûé
èíòåðâàë.

Â [2] äîêàçàíà NP-ïîëíîòà çàäà÷è îá èíòåðâàëüíîé ðàñêðàøèâàåìîñòè 6
öâåòàìè äâóäîëüíîãî ãðàôà G = (X,Y,E), â êîòîðîì ñòåïåíè âñåõ âåðøèí X
ðàâíû 6, à ñòåïåíè âñåõ âåðøèí Y ðàâíû 3. Òàêèå ãðàôû áóäåì íàçûâàòü
(6, 3)-áèðåãóëÿðíûìè èëè, êðàòêî, (6, 3)-ãðàôàìè; (6, 3)-ãðàôG = (X,Y,E), ãäå
|X| = n, áóäåì íàçûâàòü (6, 3)n-ãðàôîì. (6, 3)-ãðàô G áóäåì íàçûâàòü ðàñêðà-
øèâàåìûì (íåðàñêðàøèâàåìûì), åñëè G äîïóñêàåò (íå äîïóñêàåò) èíòåðâàëü-
íîé ðàñêðàñêè 6 öâåòàìè.

Èç ðåçóëüòàòà [2], î÷åâèäíî, ñëåäóåò ñóùåñòâîâàíèå íåðàñêðàøèâàåìûõ
(6, 3)n-ãðàôîâ. Â [3] ïîñòðîåí ïðèìåð íåðàñêðàøèâàåìîãî (6, 3)11-ãðàôà. Â
äàííîì ñîîáùåíèè óòî÷íåíî íàèìåíüøåå çíà÷åíèå n, äëÿ êîòîðîãî ñóùåñòâóåò
íåðàñêðàøèâàåìûé (6, 3)n-ãðàô. Áîëåå òî÷íî, äîêàçàíà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.
Òåîðåìà 1. Äëÿ ëþáîãî n > 6 ñóùåñòâóåò íåðàñêðàøèâàåìûé (6, 3)n-ãðàô.
Ïðè n < 5 ëþáîé (6, 3)n-ãðàô ðàñêðàøèâàåì.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ãîñ.çàäàíèÿ �2014/33 Ìè-
íîáðíàóêè ÐÔ.
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Ââåäåíèå

Ïóñòü k � íàòóðàëüíîå ÷èñëî, k > 2. Ìíîæåñòâî âñåõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë
îò 0 äî k − 1 îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç Ek: Ek = {0, . . . , k − 1}. Ôóíêöèåé k-çíà÷íîé
ëîãèêè íàçûâàåòñÿ îòîáðàæåíèå ϕ : Enk → Ek, ãäå Ek = {0, . . . , k − 1}.
Ìíîæåñòâî âñåõ ôóíêöèé k-çíà÷íîé ëîãèêè îò n ïåðåìåííûõ îáîçíà÷àåòñÿ
Pk(n). Ìíîæåñòâî âñåõ ôóíêöèé k-çíà÷íîé ëîãèêè (îò ëþáîãî êîëè÷åñòâà ïå-
ðåìåííûõ) îáîçíà÷àåòñÿ Pk. Âåêòîðîì çíà÷åíèé ôóíêöèè f , çàâèñÿùåé îò
ïåðåìåííûõ x1, . . . , xn, íàçûâàåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü çíà÷åíèé ôóíêöèè íà
âñåõ íàáîðàõ îò (0, . . . , 0) äî (k− 1, . . . , k− 1). Ïîëèíîìîì â k-çíà÷íîé ëîãèêå
íàçûâàåòñÿ ôîðìóëà âèäà

f(x1, . . . , xn) =
∑
α̃∈Enk

cαx
α1
1 xα2

2 . . . xαnn (mod k)

ãäå xα =

 1, α = 0
x · x · . . . · x︸ ︷︷ ︸

α

, α 6= 0 , cα ∈ Ek, à α̃ = {α1, . . . , αn}. ×èñëà cα íàçûâà-

þòñÿ êîýôôèöèåíòàìè ïîëèíîìà.
Ïðåîáðàçîâàíèå Ì¼áèóñà � ýòî îòîáðàæåíèå, ïåðåâîäÿùåå âåêòîð çíà÷åíèé

ôóíêöèè â âåêòîð êîýôôèöèåíòîâ ñîîòâåòñòâóþùåãî åé ïîëèíîìà.
Ql(n) = {f ∈ E3(n) | µ(f) ≡ l · f}, l ∈ {1, 2} � ýòî êëàññ ôóíêöèé, ÿâëÿþ-

ùèõñÿ íåïîäâèæíûìè òî÷êàìè ïðåîáðàçîâàíèÿ Ìåáèóñà. Ìû áóäåì íàçûâàòü
òàêèå ôóíêöèè ñòàöèîíàðíûìè ñ êîýôôèöèåíòîì l.

Êðîíåêåðîâûì ïðîèçâåäåíèåì A×B ìàòðèö A è B íàçûâàåòñÿ ìàòðèöà C
ðàçìåðà mp× nq ñëåäóþùåãî áëî÷íîãî ñòðîåíèÿ:

C =


a11B a12B . . . a1nB
a21B a22B . . . a2nB
. . . . . . . . . . . .

am1B am2B . . . amnB

 .
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Êðîíåêåðîâîé k-é ñòåïåíüþ êâàäðàòíîé ìàòðèöû A áóäåì íàçûâàòü âûðàæå-
íèå

A×k =
{

A, k = 1,
A×A[k−1], k > 2.

Ïîäñ÷åò ñòàöèîíàðíûõ ôóíêöèé

Ïåðåôîðìóëèðóÿ ðåçóëüòàòû, îïèñàííûå â [4], ïîëó÷àåì ñëåäóþùóþ òåî-
ðåìó.

Òåîðåìà 1. Ðàçìåðíîñòü ïîäïðîñòðàíñòâà ñòàöèîíàðíûõ ôóíêöèé òðåõ-
çíà÷íîé ëîãèêè ðàâíà

3n + (−1)n + 4 · 3n2 arccos( 1√
3
) + 2

8
.

Äîêàæåì ýòó òåîðåìó ïðè ïîìîùè äðóãèõ ðàññóæäåíèé.
Äîêàçàòåëüñòâî. Âåêòîðà çíà÷åíèé ñòàöèîíàðíûõ ôóíêöèé � ýòî ñîáñòâåí-
íûå âåêòîðà ïðîñòðàíñòâà âåêòîðîâ çíà÷åíèé âñåõ ôóíêöèé, ñîîòâåòñòâóþùèå
ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ 1 ìàòðèöû ïðåîáðàçîâàíèÿ. Ïîñêîëüêó ìàòðèöà ïðå-
îáðàçîâàíèÿ äëÿ ôóíêöèé n ïåðåìåííûõ ÿâëÿåòñÿ êðîíåêåðîâîé n-é ñòåïåíüþ
ìàòðèöû T1 ( [1]), æîðäàíîâà ôîðìà êîòîðîé äèàãîíàëüíà, òî ìíîæåñòâî åå
ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ìîæíî íàéòè êàê êðîíåêåðîâó ñòåïåíü âåêòîðà, ñîñòî-
ÿùåãî èç ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ìàòðèöû T1 [2], ãäå

T1 =

1 0 0
0 2 1
2 2 2


Ýòîò âåêòîð èìååò âèä (1, x, 2x+ 1), ãäå x è 2x+ 1 ÿâëÿþòñÿ ýëåìåíòàìè ïîëÿ
F3|(x2+2x+2).

Òàêèì îáðàçîì ìíîæåñòâî ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé (áåç ó÷åòà êðàòíîñòè)
ìàòðèöû T×n1 ðàâíî (1, x, 2x + 1)×n. Âûïèñàâ òàáëèöó óìíîæåíèÿ ïîëÿ
F3|(x2+2x+2), ìîæíî ïîëó÷èòü ðåêóððåíòíóþ ñèñòåìó óðàâíåíèé äëÿ íàõîæ-
äåíèÿ ÷èñëà åäèíèö â ýòîì ìíîæåñòâå. Ïðèâåäåì ðàññóæäåíèÿ äëÿ ïåðâîãî
óðàâíåíèÿ, îñòàëüíûå ïîëíîñòüþ àíàëîãèíû.

Îáîçíà÷èì sy(n) � êîëè÷åñòâî ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé y ìàòðèöû Tn1 . ×òî-
áû ïîëó÷èòü ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå 1 â ìàòðèöå Tn1 , íóæíî ëèáî ñîáñòâåííîå
çíà÷åíèå 1 ìàòðèöû T1 óìíîæèòü íà (ëþáîå) ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå 1 ìàòðèöû
Tn−1, ëèáî x íà x+ 2, ëèáî 2x+ 1 íà 2x. Ïîýòîìó êîëè÷åñòâî ñ. ç. 1 ìàòðèöû
Tn1 ðàâíî

s1(n) = s1(n− 1) + sx+2(n− 1) + s2x+1(n− 1).

Òî÷íî òàêèì æå îáðàçîì ìîæíî ñîñòàâèòü îñòàëüíûå óðàâíåíèÿ ñèñòå-
ìû. Â èòîãå ïîëó÷àåì ñèñòåìó, êîòîðóþ ïðîùå çàïèñàòü â ìàòðè÷íîì âè-
äå: s̃(n) = Ls̃(n − 1), èëè, ÷òî òî æå ñàìîå, s̃(n) = Lns̃(0), ãäå s̃(n) =
(s1(n), sx+2(n), s2x(n), s2(n), s2x+2(n), sx+1(n), sx(n), s2x+1(n))T , à L � ìàòðèöà
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èç íóëåé è åäèíèö:

L =



1 0 0 0 1 1 0 0
0 1 1 0 0 0 1 0
1 0 1 0 0 0 0 1
0 0 1 1 1 0 0 0
0 1 0 0 1 0 0 1
0 1 0 1 0 1 0 0
1 0 0 1 0 0 1 0
0 0 0 0 0 1 1 1


.

Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî s̃(0) = (1, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0)T .
Òàêèì îáðàçîì, äëÿ íàõîæäåíèÿ êîëè÷åñòâà ñòàöèîíàðíûõ ôóíêöèé íóæ-

íî ïîëó÷èòü îáùèé âèä äëÿ Ln. Äëÿ ýòîãî âîñïîëüçóåìñÿ æîðäàíîâîé ôîðìîé
ýòîé ìàòðèöû: L = SJS−1, ãäå

S =



1 0 1 1 1 0 1 0
1 0 1 1 −1 0 −1 0
0 1 −1 1 0 1 0 1
−1 0 1 1 1

√
2 i 1 −

√
2 i

0 −1 −1 1 −
√

2 i 1
√

2 i 1
0 1 −1 1 0 −1 0 −1
0 −1 −1 1

√
2 i −1 −

√
2 i −1

−1 0 1 1 −1 −
√

2 i −1
√

2 i


,

à J � äèàãîíàëüíàÿ ìàòðèöà

J = diag(1, 1,−1, 3, 1− i
√

2, 1− i
√

2, 1 + i
√

2, 1 + i
√

2).

Âèä ýòèõ ìàòðèö ïîëó÷åí íà êîìïüþòåðå ïðè ïîìîùè ïàêåòà ñ îòêðûòûì
èñõîäíûì êîäîì Maxima [3].

Ïîëó÷àåì, ÷òî Ln = SJnS−1. Ñ ó÷åòîì òîãî, ÷òî s̃(0) = (1, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0)T ,
íàñ èíòåðåñóåò òîëüêî ïåðâûé ñòîëáåö, â êîòîðîì s1(n) ÿâëÿåòñÿ ïåðâûì ýëå-
ìåíòîì. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Ïîïóòíî áûëà òàêæå ïîëó÷åíà è ðàçìåðíîñòü êëàññà Q2(n) � ýòî ÷åòâåð-
òûé ýëåìåíò ñòîëáöà, ñîîòâåòñòâóþùèé s2(n). Âûðàæåíèå äëÿ íåãî îòëè÷àåòñÿ
òîëüêî çíàêîì ïðè êîìïëåêñíûõ ñëàãàåìûõ.

Çàêëþ÷åíèå

Â äàííîé ñòàòüå îïèñàí áîëåå ïðîñòîé ñïîñîá âû÷èñëåíèÿ ðàçìåðíîñòè
êëàññîâ ñòàöèîíàðíûõ ôóíêöèé, ïî ñðàâíåíèþ ñ ïðèâåäåííûì â [4]. Ïðè îïè-
ñàííîì ïîäõîäå òåðÿåòñÿ ñòðóêòóðà ñòàöèîíàðíûõ êëàññîâ è âçàèìîñâÿçè ìåæ-
äó íèìè, óêàçàííûå â [5], îäíàêî äàííûé ñïîñîá ïðîùå è óíèâåðñàëüíåå äëÿ
ïîäñ÷åòà êîëè÷åñòâà ñòàöèîíàðíûõ ôóíêöèé.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå ÐÔÔÈ, ïðîåêò �13-01-00684-à.
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ÌÃÓ èìåíè Ì.Â. Ëîìîíîñîâà, Ìîñêâà

Â çàäà÷àõ èíòåëëåêòóàëüíîãî àíàëèçà äàííûõ âñ¼ ÷àùå âñòðå÷àþòñÿ ñè-
òóàöèè, êîãäà íà îäíèõ è òåõ æå îáúåêòàõ ðàñïîçíàâàíèÿ çàäàíû ðàçëè÷íûå
ñïîñîáû èçìåðåíèÿ èõ ñõîäñòâà. Òàêèå ñèòóàöèè õàðàêòåðíû äëÿ çàäà÷ êîì-
ïüþòåðíîãî çðåíèÿ, áèîëîãèè, â ñîöèàëüíûõ ñèñòåìàõ. Îäíèì èç ñïîñîáîâ
ôîðìàëèçîâàòü ïîíÿòèå ñõîäñòâà ÿâëÿåòñÿ ìåòðèêà. Òîãäà ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî
îáúåêòû ðàñïîçíàâàíèÿ ÿâëÿþòñÿ ýëåìåíòàìè ìóëüòèìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàí-
ñòâà. Ïî àíàëîãèè ñ çàäà÷àìè ðàñïîçíàâàíèÿ, â êîòîðûõ îáúåêò îïèñûâàåòñÿ
íåñêîëüêèìè ïðèçíàêàìè, ïðè ðåøåíèè ïðèêëàäíûõ çàäà÷ â ñëó÷àå íàëè÷èÿ
íåñêîëüêèõ ìåòðèê ðàçóìíî íàäåÿòüñÿ, ÷òî äàæå åñëè îòäåëüíûå ìåòðèêè íå
î÷åíü êà÷åñòâåííî ðàçäåëÿþò êëàññû, òî èõ ñîâìåñòíîå èñïîëüçîâàíèå ïîçâî-
ëèò ïîâûñèòü êà÷åñòâî ðàçäåëåíèÿ.

Äëÿ ðåøåíèÿ ôóíäàìåíòàëüíûõ çàäà÷ èíòåëëåêòóàëüíîãî àíàëèçà äàí-
íûõ, â ïåðâóþ î÷åðåäü çàäà÷ îáó÷åíèÿ ñ ó÷èòåëåì, óæå êëàññè÷åñêèìè ñòàëè
íåêîòîðûå ìåòðè÷åñêèå èíôîðìàöèîííûå ìîäåëè, îñîáåííî ìåòîäû áëèæàé-
øèõ ñîñåäåé è ïàðçåíîâñêîãî îêíà, ìåòîäû ïîòåíöèàëüíûõ ôóíêöèé. Âàæíî
îòìåòèòü, ÷òî ýòè êëàññè÷åñêèå ìåòîäû ôîðìóëèðóþòñÿ, ïîëó÷àþò òåîðåòè-
÷åñêîå îáîñíîâàíèå, èññëåäóþòñÿ äëÿ ñèòóàöèé ñ îäíîé ìåòðèêîé. Ñëåäîâà-
òåëüíî, ïðèõîäèòñÿ ðåøàòü çàäà÷ó àãðåãèðîâàíèÿ ïåðâè÷íîé ìåòðè÷åñêîé èí-
ôîðìàöèè, ò.å. ïî íàáîðó ðàññòîÿíèé íà îäíèõ è òåõ æå îáúåêòàõ òðåáóåòñÿ
ïîñòðîèòü íîâóþ ìåòðèêó íà âñåé ãåíåðàëüíîé ñîâîêóïíîñòè. Â èíòåëëåêòó-
àëüíîì àíàëèçå äàííûõ àâòîðû îáû÷íî äîïóñêàþò ðàâåíñòâî ðàññòîÿíèÿ íóëþ
íà íåñîâïàäàþùèõ îáúåêòàõ. Òàêèì îáðàçîì, ôîðìàëüíî ïðàâèëüíî áûëî áû
âåçäå ãîâîðèòü î ïîëóìåòðèêàõ.

Ïðè êîíêðåòèçàöèè óêàçàííîé çàäà÷è, êàê è â ñëó÷àå ïðèçíàêîâûõ îïèñà-
íèé, ìîæíî èäòè ðàçíûìè ïóòÿìè. Ìåòðè÷åñêèå àíàëîãè ìåòîäîâ ðàçäåëåíèÿ
ñèãíàëîâ (blind signal separation), íàïðèìåð, ìåòðè÷åñêèé ìåòîä ãëàâíûõ êîì-
ïîíåíò, ìåòðè÷åñêàÿ íåîòðèöàòåëüíàÿ ìàòðè÷íàÿ ôàêòîðèçàöèÿ, ðàññìàòðè-
âàëèñü ðàíåå â ðàáîòàõ [1, 2, 3].
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Â äàííîé ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ ñëó÷àé, êîãäà èñõîäíûå ïîïàðíûå ðàñ-
ñòîÿíèÿ âû÷èñëåíû íà êîíå÷íîé âûáîðêå, äëÿ îáúåêòîâ ýòîé êîíå÷íîé âûáîð-
êè çàäàíû èñòèííûå ìåòêè êëàññîâ, òðåáóåòñÿ ïîñòðîèòü íîâóþ ìåòðèêó íà
âñåé ãåíåðàëüíîé ñîâîêóïíîñòè, êîòîðàÿ íàèëó÷øèì îáðàçîì ñîîòâåòñòâóåò
ðàñïðåäåëåíèþ ïðåöåäåíòîâ ïî êëàññàì. Ýòó çàäà÷ó ìîæíî îòíåñòè ê ãðóïïå
çàäà÷ îáó÷åíèÿ ìåòðèê (metric learning). Îò ðàñïðîñòðàíåííûõ â ëèòåðàòó-
ðå çàäà÷ îáó÷åíèÿ ìåòðèê îíà îòëè÷àåòñÿ òåì, ÷òî ñòðîèòñÿ íîâàÿ ìåòðèêà
ïî èñõîäíûì ìåòðèêàì, à íå ìåòðèêà ïî èñõîäíûì ïðèçíàêàì. Ïðåäëàãàåòñÿ
ïîäõîä, â êîòîðîì óêàçàííàÿ çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê çàäà÷å ëèíåéíîãî ïðîãðàììè-
ðîâàíèÿ. Ðàññìàòðèâàþòñÿ òåîðåòè÷åñêèå ñâîéñòâà çàäà÷è, ïðèâîäÿòñÿ ýìïè-
ðè÷åñêèå äàííûå.

Â ïîäàâëÿþùåì áîëüøèíñòâå ðàáîò ïîñëåäíåãî âðåìåíè, ïîñâÿùåííûõ îáó-
÷åíèþ ìåòðèê, îäíà ìåòðèêà ñòðîèòñÿ ïî ïðèçíàêîâîìó îïèñàíèþ êîíå÷íîãî
íàáîðà ïðåöåäåíòîâ. Ïðè ýòîì â êà÷åñòâå ìîäåëè ìåòðèêè âûáèðàåòñÿ ìåò-
ðèêà Ìàõàëàíîáèñà, ðàññìàòðèâàåìàÿ êàê îáîáùåíèå åâêëèäîâîé ìåòðèêè.
Íàèáîëüøóþ èçâåñòíîñòü â ýòîì íàïðàâëåíèè ïîëó÷èëè ìåòîäû, áàçèðóþùè-
åñÿ íà èäåÿõ Large-Margin nearest neighbor [4] è Information-theoretic metric
learning [5]. Ïîëîæèòåëüíîé ñòîðîíîé óêàçàííûõ ïîäõîäîâ ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî
îíè íàïðÿìóþ ïûòàþòñÿ ïîâûñèòü òó èëè èíóþ âåëè÷èíó, õàðàêòåðèçóþùóþ
"êîìïàêòíîñòü" êëàññîâ. Íàïðèìåð, òðåáóþò, ÷òîáû áëèæàéøèé ñîñåä áûë èç
ñâîåãî æå êëàññà. Îáîðîòíîé ñòîðîíîé ýòîé ìåäàëè ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî çàäà-
÷è ñâîäÿòñÿ ê íåóäîáíûì çàäà÷àì îïòèìèçàöèè, êîòîðûå òðóäíî èññëåäîâàòü
è ðåøàòü. Ñîîòâåòñòâåííî, ÷àñòî àâòîðû äîâîëüñòâóþòñÿ íåêîòîðûì êîëè÷å-
ñòâîì èòåðàöèé ãðàäèåíòíîãî ñïóñêà, äàæå íå ïðîâåðÿÿ ñõîäèìîñòü.

Â ðàññìàòðèâàåìîì â äàííîé ðàáîòå ñëó÷àå ðàçìåðû çàäà÷ åù¼ áîëüøå.
Ðàññòîÿíèÿ ñ÷èòàþòñÿ äëÿ ïàð îáúåêòîâ, ìíîãîîáðàçèå ñïîñîáîâ ñîïîñòàâèòü
îáúåêòû ìåæäó ñîáîé ïðèâîäèò ê áîëüøèì îáúåìàì ñðàâíèòåëüíîé èíôîðìà-
öèè. Ïîýòîìó îïðåäåëåííûé èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿþò òå ñïîñîáû ôîðìàëèçîâàòü
ðàññìàòðèâàåìóþ çàäà÷ó àãðåãèðîâàíèÿ ìåòðèê, êîòîðûå ñâîäÿò å¼ ê óäîáíîé
ñ òî÷êè çðåíèÿ îïòèìèçàöèè ìîäåëè. Îäíó òàêóþ ôîðìàëèçàöèþ ìû ñåé÷àñ
è ðàññìîòðèì.

Êîãäà ïûòàþòñÿ ôîðìàëèçîâàòü èäåþ î òîì, ÷òî âíóòðèêëàññîâûå ðàñ-
ñòîÿíèÿ äîëæíû áûòü ìàëåíüêèìè, à ìåæêëàññîâûå � áîëüøèìè, òî îáû÷íî
ïåðåõîäÿò ê îäíîé ñêàëÿðíîé âåëè÷èíå, õàðàêòåðèçóþùåé îòíîøåíèå âíóòðè-
êëàññîâûõ è ìåæêëàññîâûõ ðàññòîÿíèé, è ðåøàþò çàäà÷ó áåçóñëîâíîé îïòèìè-
çàöèè. Èëè, ïî àíàëîãèè ñ SVM, ìîæíî è âíóòðèêëàññîâûå, è ìåæêëàññîâûå
ðàññòîÿíèÿ ââåñòè â îãðàíè÷åíèÿ è òðåáîâàòü èõ íàèáîëüøåãî ðàçäåëåíèÿ. Ìû
ïðåäëàãàåì ðàññìîòðåòü âíóòðèêëàññîâûå è ìåæêëàññîâûå ðàññòîÿíèÿ àñèì-
ìåòðè÷íî: âíóòðèêëàññîâûå ðàññòîÿíèÿ èäóò â öåëåâóþ ôóíêöèþ, ìåæêëàñ-
ñîâûå ðàññòîÿíèÿ èäóò â îãðàíè÷åíèÿ.

Â ðàáîòàõ [6, 7] áûëî ïîêàçàíî, ÷òî óäîáíî òåîðåòè÷åñêè èññëåäîâàòü è
âû÷èñëèòåëüíî ýôôåêòèâíî ðåàëèçîâûâàòü ìåòîäû, â êîòîðûõ íîâàÿ ìåòðèêà
ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé èñõîäíûõ.

Ïóñòü x1, . . . , xM � îáúåêòû âûáîðêè. Ïóñòü íà ìíîæåñòâå îáúåêòîâ çàäà-
íû èñõîäíûå ìåòðèêè ρ1, . . . , ρN . Ïóñòü íîâàÿ ìåòðèêà r ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé
êîìáèíàöèåé èñõîäíûõ: r(x, y) = w1ρ1(x, y) + · · ·+ wNρN (x, y). Òðåáóåòñÿ ìè-
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íèìèçèðîâàòü ñðåäíåå âíóòðèêëàññîâîå ðàññòîÿíèå ïðè óñëîâèè òîãî, ÷òî âñå
ìåæêëàññîâûå ðàññòîÿíèÿ íå ìåíåå 1 è âåñà w íåîòðèöàòåëüíû. Ýòî çàäà÷à ëè-
íåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ, ñîîòâåòñòâåííî, ñóùåñòâóåò øèðîêèé ñïåêòð ïðî-
ãðàììíîãî îáåñïå÷åíèÿ, ïîçâîëÿþùèé ðåøèòü å¼. Áóäåò íàéäåí ãëîáàëüíûé
îïòèìóì.

Íåîòðèöàòåëüíîñòü âåñîâ ãàðàíòèðóåò âûïîëíåíèå àêñèîì ïîëóìåòðèêè.
Áîëåå òîãî, îíà ïîçâîëÿåò ñìîòðåòü íà äàííóþ çàäà÷ó êàê íà çàäà÷ó îòáîðà
ìåòðèê.

Õî÷åòñÿ îòìåòèòü, ÷òî â ïðåäëîæåííîé ïîñòàíîâêå íå òðåáóåòñÿ ââîäèòü
ïåðåìåííûå íàòÿæåíèÿ, ïðèâû÷íûå ïî SVM. Íàçîâ¼ì ïàðó îáúåêòîâ èç ðàç-
íûõ êëàññîâ íåïðîòèâîðå÷èâîé, åñëè õîòü â îäíîé èç èñõîäíûõ ìåòðèê ðàñ-
ñòîÿíèå ìåæäó íèìè íåíóëåâîå.

Òåîðåìà 1. Â óêàçàííîé çàäà÷å ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ âñåãäà ñóùå-
ñòâóåò äîïóñòèìûé ïëàí, åñëè òîëüêî â âûáîðêå íåò ïðîòèâîðå÷èâûõ îáúåê-
òîâ.

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó èç îáëàñòè êîìïüþòåðíîãî çðåíèÿ, â êîòîðîé íà ìíî-
æåñòâå îáúåêòîâ âû÷èñëÿåòñÿ 8 èñõîäíûõ ìåòðèê. Ðåøàåòñÿ çàäà÷à êëàññèôè-
êàöèè. Íîâàÿ ìåòðèêà íàñòðàèâàåòñÿ íà îáó÷åíèè. Äëÿ ñðàâíåíèÿ èñõîäíûõ
è íîâûõ ìåòðèê èñïîëüçóåòñÿ ïðîñòîé ìåòîä 1NN (ñðàâíåíèå ñ ýòàëîíîì),
ïîñêîëüêó íàøà öåëü � îöåíèòü êà÷åñòâî ìåòðèê, à íå ïîñòðîèòü ëó÷øèé
êëàññèôèêàòîð. Â òàáëèöå ïðåäñòàâëåíû ïðîöåíòû îøèáîê äëÿ êàæäîé èç
èñõîäíûõ ìåòðèê è äëÿ íîâîé ìåòðèêè. Êà÷åñòâî êëàññèôèêàöèè îöåíèâàåòñÿ
íà êîíòðîëå, âñ¼ îáó÷åíèå ÿâëÿåòñÿ ýòàëîíàìè.

ρ1 84.2 ρ2 89.7 ρ3 86.2 ρ4 89.5 ρ5 86.6
ρ6 84.8 ρ7 88.7 ρ8 85.0 r 23.0

Åñëè ëèíåéíóþ êîìáèíàöèþ íàñòðàèâàòü èìåííî ïîä 1NN, òî ìîæíî ïîëó-
÷èòü îøèáêó 19.4%. Ðàçóìååòñÿ, âðåìÿ îïòèìèçàöèè âûðàñòàåò íà 2 ïîðÿäêà,
íåò ãàðàíòèè, ÷òî áûë íàéäåí ãëîáàëüíûé îïòèìóì.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå ÐÔÔÈ, ïðîåêò �13-01-00751-à.
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Êëàññîì íàçûâàåòñÿ ëþáîå ìíîæåñòâî íåïîìå÷åííûõ îáûêíîâåííûõ ãðà-
ôîâ. Êëàññ ãðàôîâ íàçûâàåòñÿ íàñëåäñòâåííûì, åñëè îí çàìêíóò îòíîñèòåëü-
íî óäàëåíèÿ âåðøèí. Ëþáîé íàñëåäñòâåííûé êëàññ (è òîëüêî íàñëåäñòâåííûé
êëàññ) ãðàôîâ X ìîæåò áûòü çàäàí ìíîæåñòâîì ñâîèõ çàïðåùåííûõ ïîðîæ-
äåííûõ ïîäãðàôîâ S (ò.å. ãðàôîâ, êîòîðûå íåëüçÿ ïîëó÷èòü óäàëåíèåì âåðøèí
â ãðàôàõ èç X ), ïðè ýòîì ïðèíÿòà çàïèñü X = Free(S).

Ðàñêðàñêîé âåðøèí (ñîîòâåòñòâåííî, ðåáåð) ãðàôà G = (V,E) â k öâåòîâ
íàçûâàåòñÿ îòîáðàæåíèå c : V −→ {1, 2, . . . , k} (ñîîòâåòñòâåííî, c : E −→
{1, 2, . . . , k}), ãäå çíà÷åíèÿ ôóíêöèè c íàçûâàþòñÿ öâåòàìè. Ðàñêðàñêà âåð-
øèí (ñîîòâåòñòâåííî, ðåáåð) íàçûâàåòñÿ ïðàâèëüíîé, åñëè ñîñåäíèå âåðøèíû
(ñîîòâåòñòâåííî, ðåáðà) ïîêðàøåíû â ðàçíûå öâåòà. Õðîìàòè÷åñêèì ÷èñëîì
ãðàôà G íàçûâàåòñÿ íàèìåíüøåå êîëè÷åñòâî öâåòîâ, íåîáõîäèìîå äëÿ ïðàâèëü-
íîãî ðàñêðàøèâàíèÿ åãî âåðøèí. Îíî îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç χ(G).

Çàäà÷à î âåðøèííîé k-ðàñêðàñêå ñîñòîèò äëÿ çàäàííîãî ãðàôà G â òîì, ÷òî-
áû îïðåäåëèòü, èìååò ëè G ïðàâèëüíóþ ðàñêðàñêó âåðøèí â k öâåòîâ. Ïî àíà-
ëîãèè îïðåäåëÿåòñÿ çàäà÷à î ðåáåðíîé k-ðàñêðàñêå. Çàäà÷à î õðîìàòè÷åñêîì
÷èñëå (èíîãäà íàçûâàåìàÿ çàäà÷åé î ðàñêðàñêå) ñîñòîèò äëÿ çàäàííûõ ãðàôà
G è íàòóðàëüíîãî ÷èñëà k â òîì, ÷òîáû îïðåäåëèòü âûïîëíåíèå íåðàâåíñòâà
χ(G) 6 k. Ðåáåðíûì àíàëîãîì çàäà÷è î õðîìàòè÷åñêîì ÷èñëå ÿâëÿåòñÿ çàäà÷à
î õðîìàòè÷åñêîì èíäåêñå. Âñå ïåðå÷èñëåííûå çàäà÷è ÿâëÿþòñÿ NP-ïîëíûìè
â êëàññå âñåõ ãðàôîâ è îñòàþòñÿ òàêîâûìè äàæå ïðè çíà÷èòåëüíûõ ñóæåíèÿõ
ýòîãî ìíîæåñòâà. Íàïðèìåð, çàäà÷à î ðåáåðíîé 3-ðàñêðàñêå NP-ïîëíà â êëàñ-
ñå ãðàôîâ ñî ñòåïåíÿìè âñåõ âåðøèí íå áîëåå ÷åì 3 [1], à çàäà÷à î âåðøèííîé
3-ðàñêðàñêå NP-ïîëíà â êëàññå ïëàíàðíûõ ãðàôîâ [2].
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Ïî-âèäèìîìó, ïîëó÷åíèå ïîëíîé ñëîæíîñòíîé äèõîòîìèè â ñåìåéñòâå íà-
ñëåäñòâåííûõ êëàññîâ äëÿ çàäà÷ î âåðøèííîé è ðåáåðíîé k-ðàñêðàñêå (k > 2),
çàäà÷ î õðîìàòè÷åñêîì ÷èñëå è èíäåêñå íåâîçìîæíî â ïðèíöèïå [3, 4, 5, 6].
Íî, äëÿ íåêîòîðûõ èç ýòèõ çàäà÷ èçâåñòíû ïîëíûå êëàññèôèêàöèè â ñåìåéñòâå
íàñëåäñòâåííûõ êëàññîâ ñ çàïðåùåííûìè ôðàãìåíòàìè íåáîëüøîãî ðàçìåðà.

Êàê îáû÷íî, Pn, Cn, On îçíà÷àåò ïðîñòîé ïóòü, ïðîñòîé öèêë è ïóñòîé ãðàô
ñ n âåðøèíàìè ñîîòâåòñòâåííî. ÃðàôKp,q � ïîëíûé äâóäîëüíûé ãðàô ñ p âåð-
øèíàìè â îäíîé äîëå è q âåðøèíàìè â äðóãîé. Ôîðìóëà G1 + G2 îáîçíà÷àåò
îáúåäèíåíèå äâóõ ãðàôîâ G1 è G2 ñ íåïåðåñåêàþùèìèñÿ ìíîæåñòâàìè âåð-
øèí.

Òåîðåìà 1. [7] Â ñåìåéñòâå êëàññîâ {Free({H}) : |V (H)| 6 4} çàäà÷à î
õðîìàòè÷åñêîì ÷èñëå ÿâëÿåòñÿ ïîëèíîìèàëüíî ðàçðåøèìîé, åñëè H � ïîðîæ-
äåííûé ïîäãðàô ãðàôà C4 èëè ãðàôà P3 + P1. Îíà ÿâëÿåòñÿ NP-ïîëíîé äëÿ
âñåõ îñòàëüíûõ êëàññîâ äàííîãî ñåìåéñòâà.

Ëèíåéíûì ëåñîì íàçûâàåòñÿ ãðàô, êàæäàÿ êîìïîíåíòà ñâÿçíîñòè êîòîðî-
ãî ÿâëÿåòñÿ ïðîñòûì ïóòåì.

Òåîðåìà 2. [8] Â ñåìåéñòâå êëàññîâ {Free({H}) : |V (H)| 6 6} çàäà÷à î
âåðøèííîé 3-ðàñêðàñêå ÿâëÿåòñÿ ïîëèíîìèàëüíî ðàçðåøèìîé, åñëè H � ëè-
íåéíûé ëåñ. Îíà ÿâëÿåòñÿ NP-ïîëíîé äëÿ âñåõ îñòàëüíûõ êëàññîâ äàííîãî
ñåìåéñòâà.

Òåîðåìà 3. [9] Â ñåìåéñòâå êëàññîâ {Free({H}) : |V (H)| 6 5} çàäà÷à î
âåðøèííîé 4-ðàñêðàñêå ÿâëÿåòñÿ ïîëèíîìèàëüíî ðàçðåøèìîé, åñëè H � ëè-
íåéíûé ëåñ. Îíà ÿâëÿåòñÿ NP-ïîëíîé äëÿ âñåõ îñòàëüíûõ êëàññîâ äàííîãî
ñåìåéñòâà.

Äî íåäàâíåãî âðåìåíè äëÿ çàäà÷è î ðåáåðíîé k-ðàñêðàñêå è äëÿ çàäà÷è
î õðîìàòè÷åñêîì èíäåêñå àâòîðó íå áûëî èçâåñòíî óòâåðæäåíèé, ïîäîáíûõ
ïðèâåäåííûì âûøå òåîðåìàì. Ïî-âèäèìîìó, ïåðâûì ôàêòîì òàêîãî ðîäà ÿâ-
ëÿåòñÿ ïîëíàÿ ñëîæíîñòíàÿ äèõîòîìèÿ äëÿ çàäà÷è î ðåáåðíîé 3-ðàñêðàñêå â
ñåìåéñòâå {Free(S) : êàæäûé ãðàô èç S èìååò íå áîëåå 6-òè âåðøèí}.

×åðåç T áóäåì îáîçíà÷àòü ìíîæåñòâî ãðàôîâ, êàæäàÿ êîìïîíåíòà
ñâÿçíîñòè êîòîðûõ ÿâëÿåòñÿ äåðåâîì ñ íå áîëåå ÷åì òðåìÿ ëèñòüÿìè,
à D ìíîæåñòâî ðåáåðíûõ ãðàôîâ ê ãðàôàì èç T . Ãðàôû hantel è
barbell � ãðàôû íà ìíîæåñòâå âåðøèí {1, 2, 3, 4, 5, 6} ñ ìíîæåñòâàìè ðåáåð
{(1, 2), (1, 3), (4, 5), (4, 6), (1, 4)} è {(1, 2), (1, 3), (2, 3), (4, 5), (4, 6), (5, 6), (1, 4)} ñî-
îòâåòñòâåííî. Ãðàôû bull è butterfly � ãðàôû íà ìíîæåñòâå âåðøèí
{1, 2, 3, 4, 5} è èìåþò ìíîæåñòâà ðåáåð {(1, 2), (1, 3), (2, 3), (1, 4), (2, 5)}, {(1, 2),
(1, 3), (2, 3), (1, 4), (1, 5), (4, 5)} ñîîòâåòñòâåííî.
Òåîðåìà 4. [10] Ïóñòü S � ïðîèçâîëüíîå ìíîæåñòâî, ñîäåðæàùåå òîëüêî
ãðàôû ñ íå áîëåå ÷åì 6-þ âåðøèíàìè. Çàäà÷à î ðåáåðíîé 3-ðàñêðàñêå ïîëè-
íîìèàëüíî ðàçðåøèìà â êëàññå X = Free(S), åñëè T * X ,D ∪ {barbell} * X
èëè Free({hantel}) * X ,D ∩ Free({bull}) * X . Âî âñåõ îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ
îíà NP-ïîëíà â êëàññå Free(S).

Âåðíåìñÿ ê çàäà÷àì î âåðøèííîé k-ðàñêðàñêå è î õðîìàòè÷åñêîì ÷èñ-
ëå. Ïðèìåíèòåëüíî ê çàäà÷å î õðîìàòè÷åñêîì ÷èñëå ïîñòðîåíèå ïîëíîé
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êëàññèôèêàöèè íàòàëêèâàåòñÿ íà ñåðüåçíûå òðóäíîñòè óæå äëÿ ïàð çàïðå-
ùåííûõ ãðàôîâ ìàëåíüêîãî ðàçìåðà. Èìåííî, äëÿ âñåõ êëàññîâ ñåìåéñòâà
{Free(S) : êàæäûé ãðàô èç S èìååò íå áîëåå 4-õ âåðøèí} èçâåñòåí âû-
÷èñëèòåëüíûé ñòàòóñ çàäà÷è î õðîìàòè÷åñêîì ÷èñëå, çà èñêëþ÷åíèåì S =
{C4, O4},S = {K1,3, O4},S = {K1,3, P2 + P1 + P1, O4} [12]. Òàì æå ïîêàçàíî,
÷òî çàäà÷à î õðîìàòè÷åñêîì ÷èñëå â êëàññå Free({K1,3, O4}) ïîëèíîìèàëüíî
ýêâèâàëåíòíà òîé æå çàäà÷å â êëàññå Free({K1,3, P2 + P1 + P1, O4}). Ïî âñåé
âèäèìîñòè, îáà ýòèõ ñëó÷àÿ ÿâëÿþòñÿ NP-ïîëíûìè, à Free({C4, O4}) ÿâëÿåòñÿ
ïîëèíîìèàëüíûì. Â [11] áûëè ïîëó÷åíû íåêîòîðûå ðåçóëüòàòû, êàñàþùèåñÿ
ñëîæíîñòè çàäà÷è î õðîìàòè÷åñêîì ÷èñëå äëÿ íàñëåäñòâåííûõ êëàññîâ ñ äâó-
ìÿ ïÿòèâåðøèííûìè ñâÿçíûìè çàïðåòàìè.

Íåäàâíî àâòîðó óäàëîñü ïîëó÷èòü ïîëíóþ õàðàêòåðèçàöèþ ñëîæíîñòè çà-
äà÷è î âåðøèííîé 3-ðàñêðàñêå äëÿ íàñëåäñòâåííûõ êëàññîâ ñ äâóìÿ çàïðåòà-
ìè, ñîäåðæàùèìè 5 âåðøèí.

Òåîðåìà 5. [13] Ïóñòü G1 è G2 � ïðîèçâîëüíûå ãðàôû ñ íå áîëåå ÷åì 5-þ
âåðøèíàìè. Çàäà÷à î âåðøèííîé 3-ðàñêðàñêå ÿâëÿåòñÿ ïîëèíîìèàëüíî ðàç-
ðåøèìîé â êëàññå Free({G1, G2}), åñëè ñðåäè G1, G2 îäèí èç ãðàôîâ ÿâëÿ-
åòñÿ ëåñîì, à äðóãîé ïðèíàäëåæèò D ∪ {butterfly} è ïðè ýòîì {G1, G2} 6=
{K1,4, bull}. Âî âñåõ îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ äàííàÿ çàäà÷à áóäåò NP-ïîëíîé â
êëàññå Free({G1, G2}).

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå ÐÔÔÈ, ïðîåêò �14-01-00515-a; ïðè ïîä-
äåðæêå ãðàíòà Ïðåçèäåíòà ÐÔ ÌÊ-1148.2013.1; ïðè ïîääåðæêå ëàáîðàòîðèè
àëãîðèòìîâ è òåõíîëîãèé àíàëèçà ñåòåâûõ ñòðóêòóð ÍÈÓ ÂØÝ, ãðàíò ïðàâè-
òåëüñòâà ÐÔ, äîã. 11.G34.31.0057. Èññëåäîâàíèå îñóùåñòâëåíî â ðàìêàõ Ïðî-
ãðàììû "Íàó÷íûé ôîíä ÍÈÓ ÂØÝ" â 2013-2014 ãã., ïðîåêò � 12-01-0035.
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Àëãîðèòìè÷åñêèå çàäà÷è, ñâÿçàííûå ñ ïîëíîòîé
â ôóíêöèîíàëüíîé ñèñòåìå L(Z)

À.È.Ìàìîíòîâ, Ä. Ã.Ìåùàíèíîâ
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Ìîñêîâñêèé ýíåðãåòè÷åñêèé èíñòèòóò, Ìîñêâà

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå èññëåäóåòñÿ ôóíêöèîíàëüíàÿ ñèñòåìà L(Z) ëèíåéíûõ
ïîëèíîìîâ íàä êîëüöîì Z ñ îïåðàöèÿìè ñóïåðïîçèöèè [1]. Âàæíåéøèìè â ëþ-
áîé óíèâåðñàëüíîé àëãåáðå ÿâëÿþòñÿ âîïðîñû ïîëíîòû è âûðàçèìîñòè. Ôóíê-
öèîíàëüíàÿ ñèñòåìà L(Z) (çàìêíóòûé êëàññ â ñ÷åòíîçíà÷íîé ëîãèêå) êîíå÷íî-
ïîðîæäàåìà, ìíîæåñòâî {1, x − y} îáðàçóåò å¼ áàçèñ, ïîýòîìó êðèòåðèé ïîë-
íîòû â ýòîé àëãåáðå ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü â òåðìèíàõ ïðåäïîëíûõ êëàññîâ
(ìàêñèìàëüíûõ ñîáñòâåííûõ ïîäàëãåáð). Óñòàíîâëåíî, ÷òî â ôóíêöèîíàëüíîé
ñèñòåìå L(Z) ïðåäïîëíûå êëàññû îáðàçóþò ñ÷åòíîå ìíîæåñòâî, âñå îíè îïèñà-
íû â [1], ÷òî ïîçâîëèëî âûâåñòè êðèòåðèé ïîëíîòû â ýòîé àëãåáðå. Íåñìîòðÿ
íà áåñêîíå÷íîñòü ìíîæåñòâà âñåõ ïðåäïîëíûõ êëàññîâ, ïðîáëåìà ïîëíîòû â
L(Z) îêàçàëàñü àëãîðèòìè÷åñêè ðàçðåøèìîé.

Îñíîâíûìè îáúåêòàìè íàøåãî ðàññìîòðåíèÿ ÿâëÿþòñÿ ôóíêöèè f : Zn →
Z, çàäàâàåìûå ïîëèíîìàìè

f(x1, . . . , xn) = a0 + a1x1 + . . .+ anxn, a0, a1, . . . , an ∈ Z. (1)

Êàæäûé òàêîé ïîëèíîì ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿåòñÿ âåêòîðîì êîýôôèöèåí-
òîâ (a0, a1, . . . , an) è ïðåäñòàâëÿåò ðîâíî îäíó ôóíêöèþ Ìû îòîæäåñòâëÿåì
ôóíêöèþ f , ðåàëèçóþùèé åå ïîëèíîì âèäà (1) è âñå êîíãðóýíòíûå è ðàâíûå
f ôóíêöèè (ò. å. ïîëó÷àåìûå èç f ïåðåèìåíîâàíèåì ïåðåìåííûõ, à òàêæå ââå-
äåíèåì è èçúÿòèåì ôèêòèâíûõ ïåðåìåííûõ). Ìíîæåñòâî âñåõ òàêèõ ôóíêöèé
ìû îáîçíà÷àåì êàê L(Z). Òàêîå æå îáîçíà÷åíèå ïðèìåíÿåì è äëÿ ôóíêöè-
îíàëüíîé ñèñòåìû (àëãåáðû) L(Z) ñ îïåðàöèÿìè ñóïåðïîçèöèè. Áóêâàìè p,
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âîçìîæíî, ñ èíäåêñàìè, îáîçíà÷àåì ïðîñòûå ÷èñëà, ÍÎÄ(c1, . . . , ck) � íàè-
áîëüøèé îáùèé äåëèòåëü öåëûõ c1, . . . , ck.

Â [1] íàéäåíû âñå ïðåäïîëíûå â L(Z) êëàññû. Ïåðå÷èñëèì èõ.
1. Êëàññ L+ ôóíêöèé, ó êîòîðûõ âñå êîýôôèöèåíòû ïðè ïåðåìåííûõ íåîò-

ðèöàòåëüíû.
2. Êëàññ D, ñîäåðæàùèé âñå êîíñòàíòû è óíàðíûå ôóíêöèè, à òàêæå âñå

n-ìåñòíûå (n > 2) ôóíêöèè, èìåþùèå ÍÎÄ(a1, . . . , an) > 1.
3. Êëàññû C(p1 · · · pr), ãäå p1, . . . , pr � ðàçëè÷íûå ïðîñòûå ÷èñëà, r > 1,

ñîñòîÿò èç ôóíêöèé, ó êîòîðûõ âñå êîýôôèöèåíòû a1, . . . , an êðàòíû íåêîòî-
ðîìó pi, 1 6 i 6 r, èëè âñå êîýôôèöèåíòû a1, . . . , an êðîìå, âîçìîæíî, îäíîãî
êðàòíû p1 · · · pr. Êàæäûé êëàññ C(p1 · · · pr) ñîäåðæèò âñå êîíñòàíòû è óíàðíûå
ôóíêöèè.

4. Êëàññû S(p) ôóíêöèé, ó êîòîðûõ a1 + · · ·+ an ≡ 1 (mod p).
5. Êëàññû U(b, p), b = 0, 1, . . . , p − 1, ñîñòîÿò èç ôóíêöèé, ñîõðàíÿþùèõ

ìíîæåñòâî {c ∈ Z | c ≡ b (mod p)}.
Ïóñòü äàëåå F = {f1, . . . , fm} � êîíå÷íàÿ ñèñòåìà ôóíêöèé èç L(Z). Òðå-

áóåòñÿ îïðåäåëèòü, ïîëíà ëè ñèñòåìà F â L(Z) (âûäàòü îòâåò ”Äà“èëè ”Íåò“).
Êàæäóþ èç ôóíêöèé ñèñòåìû F ñ÷èòàåì çàâèñÿùåé îò îäíîãî ìíîæåñòâà ïå-
ðåìåííûõ {x1, . . . , xn} è ïðåäñòàâëÿåì â âèäå

fi(x̃) = ai0 + ai1x1 + . . .+ ainxn,

i = 1, . . . ,m, ïðè ýòîì íåêîòîðûå èç êîýôôèöèåíòîâ aij , j = 0, . . . , n, ìîãóò
áûòü íóëåâûìè.

Íàìè ïîëó÷åí àëãîðèòì (áóäåì íàçûâàòü åãî A) ðàñïîçíàâàíèÿ ïîëíîòû â
L(Z) è
Òåîðåìà 1. Åñëè âñå êîýôôèöèåíòû ôóíêöèé ñèñòåìû F îãðàíè÷åíû ïî
àáñîëþòíîé âåëè÷èíå êîíñòàíòîé t è ìàêñèìàëüíîå êîëè÷åñòâî ïåðåìåííûõ
ôóíêöèé åñòü n, òî ðàçìåðîì çàäà÷è ÿâëÿåòñÿ N = mnt è àëãîðèòì èìååò ïðè
ðåàëèçàöèè ìàøèíîé ñ ïðîèçâîëüíûì äîñòóïîì ê ïàìÿòè âðåìåííóþ ñëîæ-
íîñòü O(N2 log2N) (äâîè÷íûõ îïåðàöèé) è åìêîñòíóþ ñëîæíîñòü O(N logN)
(áèòîâ).

Àëãîðèòì ìîæíî ïðèìåíèòü è äëÿ ðàñïîçíàâàíèÿ îòíîñèòåëüíîé ïîëíîòû.
Ïðîáëåìà ïîëíîòû îòíîñèòåëüíî çàäàííîãî êëàññà K (íå îáÿçàòåëüíî çà-

ìêíóòîãî) ñîñòîèò â âûÿñíåíèè ïîëíîòû ñèñòåìû, ñîäåðæàùåé êëàññ K. Ðàñ-
ñìîòðèì ýòó ïðîáëåìó â L(Z) äëÿ êëàññîâ K = K0,K1,KE ,KM , KS , Kc, ãäå
K0 � êëàññ âñåõ ôóíêöèé ñ êîýôôèöèåíòîì a0 = 0 (êëàññ âñåõ íå÷åòíûõ
ôóíêöèé f(x1, . . . , xn) = −f(−x1, . . . ,−xn));
KE � êëàññû âñåõ ôóíêöèé ñ êîýôôèöèåíòîì a0, êðàòíûì E, E > 2;
K1 � êëàññ âñåõ ôóíêöèé, çàâèñÿùèõ íå áîëåå ÷åì îò îäíîé ïåðåìåííîé;
KM � êëàññ âñåõ ôóíêöèé, ñîõðàíÿþùèõ ìîäóëü, ò. å. ýêâèâàëåíòíîñòü
x ∼ y ⇔ |x| = |y| íà Z;
KS � êëàññ âñåõ ñþðúåêöèé (îí íå çàìêíóò);
KC � êëàññ ôóíêöèé, ñîõðàíÿþùèõ ôèêñèðîâàííóþ êîíñòàíòó c èç Z.
Òåîðåìà 2. Åñëè K0 ⊂ F , òî ñèñòåìà F ïîëíà â L(Z) òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà îíà íå ñîäåðæèòñÿ íè â îäíîì èç êëàññîâ U(0, p).
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Åñëè KE ⊂ F , òî ñèñòåìà F ïîëíà â L(Z) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíà
íå ñîäåðæèòñÿ íè â îäíîì èç êëàññîâ U(0, p). äëÿ êîòîðûõ p|E.

Åñëè K1 ⊂ F èëè KM ⊂ F , òî ñèñòåìà F ïîëíà â L(Z) òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà îíà íå ñîäåðæèòñÿ íè â îäíîì èç êëàññîâ D è C(p1 · · · pr).

Åñëè KS ⊂ F , òî ñèñòåìà F ïîëíà â L(Z).
Åñëè KC ⊂ F , òî ñèñòåìà F ïîëíà â L(Z) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíà

íå ñîäåðæèòñÿ íè â îäíîì èç êëàññîâ U(b, p) òàêèõ. ÷òî c ≡ b (mod p).
Òåîðåìà 3. Ïóñòü êîíå÷íàÿ ñèñòåìà F1 ôóíêöèé èç L(Z) èìååò ðàçìåð N ,
K � îäèí èç êëàññîâ K0 èëè KE , K

′ � îäèí èç êëàññîâ K1, KM , KC . Òîãäà
ðàñïîçíàâàíèå ïîëíîòû â L(Z) ñèñòåìû K ∪ F1 èìååò âðåìåííóþ ñëîæíîñòü
O(N) è åìêîñòíóþ ñëîæíîñòü O(1), à äëÿ âðåìåííîé è åìêîñòíîé ñëîæíîñòè
ðàñïîçíàâàíèÿ ïîëíîòû ñèñòåìû K ′ ∪ F1 ñïðàâåäëèâû îöåíêè O(N2 log2N) è
O(N logN) .

Ðàññìîòðèì åùå îäíó ãðóïïó ïðîáëåì, ðåøàåìûõ ñ ïðèìåíåíèåì íåêî-
òîðûõ ôðàãìåíòîâ àëãîðèòìà A. Ýòè ïðîáëåìû ñâÿçàíû ñ ðàñïîçíàâàíèåì
ñâîéñòâ îäíîé ôèêñèðîâàííîé ôóíêöèè èç L(Z), à èìåííî ïðèíàäëåæíîñòè åå
íåêîòîðûì èç ïðåäïîëíûõ â L(Z) êëàññîâ. Ïîñòàâèì ñëåäóþùèå âîïðîñû.

1. Ñóùåñòâóåò ëè êëàññ C(p1 · · · pr), ñîäåðæàùèé ôóíêöèþ f?
2. Ñóùåñòâóåò ëè êëàññ S(p), ñîäåðæàùèé ôóíêöèþ f?
3. Ñóùåñòâóåò ëè êëàññ U(b, p), ñîäåðæàùèé ôóíêöèþ f?
Ýòè ñâîéñòâà íå îáÿçàòåëüíî ïðîâåðÿòü, ïîëüçóÿñü îïðåäåëåíèÿìè êëàñ-

ñîâ. Äëÿ îòâåòà íà âîïðîñû 1 è 2 ìîæíî ïðèìåíèòü ôðàãìåíòû àëãîðèòìà
A, ïðè ýòîì îñòàþòñÿ â ñèëå îöåíêè ñëîæíîñòè, ïîëó÷åííûå â òåîðåìå 1, ñ
ó÷åòîì óñëîâèÿ m = 1. Îòâåò æå íà âîïðîñ 3 ìîæíî ïîëó÷èòü ïðîùå, åñëè
èñïîëüçîâàòü ñëåäóþùóåå óòâåðæäåíèå.

Òåîðåìà 4. Ôóíêöèÿ âèäà (1) íå ñîäåðæèòñÿ íè â îäíîì èç êëàññîâ U(b, p)
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà a0 = ±1 è a1 + · · ·+ an = 1.
Ñëåäñòâèå 1. Åñëè t åñòü ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå àáñîëþòíîé âåëè÷èíû êî-
ýôôèöèåíòîâ ôóíêöèè f âèäà (1), òî îòâåò íà âîïðîñ 3 ìîæíî ïîëó÷èòü ñ
âðåìåííîé ñëîæíîñòüþ O(n log t) è åìêîñòíîé ñëîæíîñòüþ O(1).

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå ÐÔÔÈ, ïðîåêò � 13-01-00684.
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ñòåìå ëèíåéíûõ ïîëèíîìîâ ñ öåëûìè êîýôôèöèåíòàìè // Äèñêðåòíàÿ ìàòåìà-
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Î ðàñïðåäåëåíèè íåòåðìèíàëîâ â äåðåâüÿõ
âûâîäà ñòîõàñòè÷åñêîé ÊÑ-ãðàììàòèêè âèäà
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Â ðàáîòå èññëåäóþòñÿ âåðîÿòíîñòíûå ñâîéñòâà äåðåâüåâ âûâîäà ñòîõàñòè-
÷åñêîé ÊÑ-ãðàììàòèêè ñïåöèàëüíîãî âèäà. Ðàññìàòðèâàåòñÿ ñëó÷àé, êîãäà
ìàòðèöà ïåðâûõ ìîìåíòîâ A ãðàììàòèêè ðàçëîæèìà è èìååò ïåððîíîâ êî-
ðåíü ðàâíûé 1. Öåëüþ ðàáîòû ÿëâëÿåòñÿ èññëåäîâàíèå ðàñïðåäåëåíèÿ íåòåð-
ìèíàëüíûõ ñèìâîëîâ â äåðåâüÿõ âûâîäà âûñîòû t, ïðè t→∞.

Ñòîõàñòè÷åñêîé ÊÑ�ãðàììàòèêîé íàçûâàåòñÿ ñèñòåìà G = 〈VN , VN , R, s〉,
ãäå VT è VN � êîíå÷íûå àëôàâèòû òåðìèíàëüíûõ è íåòåðìèíàëüíûõ ñèìâîëîâ
ñîîòâåòñòâåííî, s ∈ VN � àêñèîìà, R = ∪ki=1Ri, ãäå k � ìîùíîñòü àëôàâèòà
VN è Ri � ìíîæåñòâî ïðàâèë ñ îäèíêàîâîé ëåâîé ÷àñòüþ âèäà

rij : Ai
pij−−→ βij , j = 1, 2, . . . , n,

ãäå Ai ∈ VN , βij ∈ (VT ∪ VN )∗ è pij � âåðîÿòíîñòü ïðèìåíåíèÿ ïðàâèëà rij ,
ïðè÷¼ì 0 < pij 6 1 è

∑ni
j=1 pij = 1.

Ïðèìåíåíèå ïðàâèëà ãðàììàòèêè ê ñëîâó ñîñòîèò â çàìåíå âõîæäåíèÿ
íåòåðìèíàëà èç ëåâîé ÷àñòè ïðàâèëà íà ñëîâî, ñòîÿùåå â åãî ïðàâîé ÷àñòè.

Êàæäîìó ñëîâó α ÊÑ-ÿçûêà ñîîòâåòñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïðàâèë
ãðàììàòèêè (âûâîä), ñ ïîìîùüþ êîòîðîé α âûâîäèòñÿ èç àêñèîìû s. Âûâîäó
ñëîâà ñîîòâåòñòâóåò äåðåâî âûâîäà, âåðîÿòíîñòü êîòîðîãî îïðåäåëÿåòñÿ êàê
ïðîèçâåäåíèå âåðîÿòíîñòåé ïðàâèë, îáðàçóþùèõ âûâîä.

Ïî ñòîõàñòè÷åñêîé ÊÑ-ãðàììàòèêå ñòðîèòñÿ ìàòðèöà A ïåðâûõ ìîìåíòîâ.
Äëÿ íå¼ ýëåìåíò aij îïðåäåëÿåòñÿ êàê

∑ni
l=1 pils

j
il, ãäå âåëè÷èíà s

j
il ðàâíà ÷èñëó

íåòåðìèíàëüíûõ ñèìâîëîâ Aj â ïðàâîé ÷àñòè ïðàâèëà ril. Ïåððîíîâ êîðåíü
ìàòðèöû A îáîçíà÷èì ÷åðåç r.

Ââåä¼ì îòíîøåíèå íà ìíîæåñòâå íåòåðìèíàëîâ. Áóäåì îáîçíà÷àòü Ai →
Aj , åñëè â ãðàììàòèêå ñóùåñòâóåò ïðàâèëî âèäà Ai

pil−−→ α1Ajα2, ãäå α1, α2 ∈
(VT ∪ VN )∗. Ðåôëåêñèâíîå òðàíçèòèâíîå çàìûêàíèå îòíîøåíèÿ → îáîçíà÷èì
→∗.

Êëàññîì íåòåðìèíàëîâ íàçîâ¼ì ìàêñèìàëüíîå ïî âêëþ÷åíèþ ïîäìíîæå-
ñòâî K ∈ VN òàêîå, ÷òî Ai →∗ Aj äëÿ ëþáûõ Ai, Aj ∈ K. Îòíîøåíèå →∗
íà ìíîæåñòâå íåòåðìèíàëîâ ïîðîæäàåò îòíîøåíèå íà ìíîæåñòâå èõ êëàññîâ.
Áóäåì îáîçíà÷àòü K1 ≺ K2, åñëè ñóùåñòâóþò A1 ∈ K1 è A2 ∈ K2, òàêèå, ÷òî
A1 → A2. Ðåôëåêñèâíîå òðàíçèòèâíîå çàìûêàíèå îòíîøåíèÿ ≺ îáîçíà÷èì
÷åðåç ≺∗.

Ïóñòü K = {K1,K2, . . . ,Km} � ìíîæåñòâî êëàññîâ íåòåðìèíàëîâ ãðàììà-
òèêè, m > 2. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ãðàììàòèêà èìååò âèä ¾öåïî÷êè¿, åñëè
Ki ≺ Kj òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà i+ 1 = j.
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Ìàòðèöà ïåðâûõ ìîìåíòîâ ãðàììàòèêè âèäà ¾öåïî÷êè¿ èìååò âèä:

A =


A11 A12 0 · · · 0 0
0 A22 A23 · · · 0 0
...

...
...

. . .
...

...
0 0 0 · · · An−1,n−1 An−1,n

0 0 0 · · · 0 An,n


Îäèí êëàññ íåòåðìèíàëîâ ïðåäñòàâëåí â ìàòðèöå ìíîæåñòâîì ïîäðÿä èäóùèõ
ñòðîê è ñîîòâåòñòâóþùèì ìíîæåñòâîì ñòîëáöîâ ñ òåìè æå íîìåðàìè. Äëÿ
êëàññàKi êâàäðàòíàÿ ïîäìàòðèöà, îáðàçîâàííàÿ ñîîòâåòñòâóþùèìè ñòðîêàìè
è ñòîëáöàìè, îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåçAii. ÏîäìàòðèöàAij (i 6= j) ÿâëÿåòñÿ íóëåâîé,
åñëèKi ⊀ Kj . Áëîêè, ðàñïîëîæåííûå íèæå ãëàâíîé äèàãîíàëè, íóëåâûå â ñèëó
óïîðÿäî÷åííîñòè êëàññîâ.

Äëÿ êàæäîãî êëàññàKi ìàòðèöà Aii íåðàçëîæèìà. Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíî-
ñòè áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî îíà ñòðîãî ïîëîæèòåëüíà è íåïåðèîäè÷íà. Îáîçíà÷èì
÷åðåç ri ïåððîíîâ êîðåíü ìàòðèöû Aii. Äëÿ íåðàçëîæèìîé ìàòðèöû ïåððîíîâ
êîðåíü ÿâëÿåòñÿ âåùåñòâåííûì è ïðîñòûì [1]. Î÷åâèäíî, r = max

i
{ri}.

Ïóñòü J = {i1, i2, . . . , il} � ìíîæåñòâî âñåõ íîìåðîâ ij êëàññîâ, äëÿ êî-
òîðûõ rij = 1. Êëàññû Kl òàêèå, ÷òî l ∈ J , áóäåì íàçûâàòü êðèòè÷åñêè-
ìè. Òàêæå îáîçíà÷èì ÷åðåç ql ÷èñëî êðèòè÷åñêèõ êëàññîâ ñðåäè ïîäöåïî÷êè
Kl,Kl+1, . . . ,Km. Òîãäà âåðíà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà 1. Ìàòåìàòè÷åñêèå îæèäàíèÿ Mi(t) ÷èñëà íåòåðìèíàëîâ Ai â äå-
ðåâüÿõ âûâîäà âûñîòû t, ïîðîæä¼ííûõ ñòîõàñòè÷åñêîé ÊÑ-ãðàììàòèêîé âèäà
¾öåïî÷êè¿, ïðè t→∞ óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ:

Mi(t) ∼ di · t(
1
2 )q
∗
l −1

,

ãäå q∗l = ql − 1 ïðè l ∈ J , è q∗l = ql ïðè l /∈ J , Ai ∈ Kl, è di � íåêîòîðûå
êîíñòàíòû.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç qi(t) ÷èñëî íåòåðìèíàëîâ Ai â ñëó÷àéíîì äåðåâå âûñîòû t,
ïîðîæä¼ííîì ãðàììàòèêîé. Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíóþ ïàðó íåòåðìèíàëîâ Ai
è Aj òàêèõ, ÷òî ìàòåìàòè÷åñêèå îæèäàíèÿMi(t) èMj(t) èìåþò îäèí ïîðÿäîê
ïî t, ïðè t→∞. Âåðíà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.
Òåîðåìà 2. Äëÿ ëþáûõ äâóõ íåòåðìèíàëîâ Ai ∈ Kl, Aj ∈ Ks òàêèõ, ÷òî
q∗l = q∗s , ïðè t→∞ âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå:

D

(
qi(t)
qj(t)

− di
dj

)
→ 0,

ãäå qi(t), qj(t) � êîëè÷åñòâî íåòåðìèíàëîâ Ai, Aj ñîîòâåòñòâåííî â äåðåâüÿõ
âûñîòû t, di è dj � íåêîòîðûå êîíñòàíòû.

Äðóãèìè ñëîâàìè, ïðè t → ∞ ñîîòíîøåíèå ÷àñòîò ìåæäó äâóìÿ íåòåð-
ìèíàëàìè, èìåþùèìè îäèíàêîâóþ àñèìïòîòèêó ìàòåìàòè÷åñêèõ îæèäàíèé,
ñòàíîâèòñÿ âñ¼ áëèæå ê ôèêñèðîâàííîìó çíà÷åíèþ.



OBDD íåêîòîðûõ êëàññîâ áåíò-ôóíêöèé 197

Ëèòåðàòóðà

[1] Ãàíòìàõåð Ô.Ð. Òåîðèÿ ìàòðèö. 5-å èçä. �Ì.: ÔÈÇÌÀÒËÈÒ, 2010. � 560 ñ.
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Ââåäåíèå

Íåëèíåéíîñòü áóëåâîé ôóíêöèè � ýòî ðàññòîÿíèå Õýììèíãà äî âñåõ àô-
ôèííûõ áóëåâûõ ôóíêöèé. Áóëåâñêèå áåíò-ôóíêöèè � ìàêñèìàëüíî íåëèíåé-
íûå áóëåâû ôóêíöèè, èìåþùèå ìíîãî÷èñëåííûå òåîðåòè÷åñêèå è ïðàêòè÷å-
ñêèå ïðèëîæåíèÿ. Äîñòàòî÷íî ïîëíûé îáçîð ðåçóëüòàòîâ ïî áåíò-ôóíêöèÿì
ïðåäñòàâëåí â ðàáîòå [1].

Âåòâÿùèåñÿ ïðîãðàììû ÿâëÿþòñÿ èçâåñòíîé ìîäåëüþ ïðåäñòàâëåíèÿ áóëå-
âûõ ôóíêöèé. Ñîêðàùåííûå óïîðÿäî÷åííûå îäèí ðàç ÷èòàþùèå âåòâÿùèåñÿ
ïðîãðàììû (ROBDD) [2] ÿâëÿþòñÿ êîìïàêòíûì êàíîíè÷åñêèì ïðåäñòàâëå-
íèåì áóëåâûõ ôóíêöèé(ïðè ôèêñèðîâàííîì ïîðÿäêå) è ïîçâîëÿþò äîáèòüñÿ
ýôôåêòèâíîé ðåàëèçàöèè îïåðàöèé íàä íèìè. Êîëè÷åñòâî âíóòðåííèõ âåð-
øèí â OBDD ôóíêöèè f ïðè ïîðÿäêå ñ÷èòûâàíèÿ ïåðåìåííûõ π îáîçíà÷àåòñÿ
πOBDD(f). OBDD(f) = min

π
(πOBDD(f)), ãäå ìèíèìóì áåðåòñÿ ïî âñåì ïî-

ðÿäêàì ñ÷èòûâàíèÿ ïåðåìåííûõ. Ïîäðîáíóþ èíôîðìàöèþ î âåòâÿùèõñÿ ïðî-
ãðàììàõ ìîæíî íàéòè â ðàáîòå [3].

Ñëîæíîñòü ïðåäñòàâëåíèÿ áåíò-ôóêíöèé â OBDD

Â äàííîé ðàáîòå ðàññìàòðèâàþòñÿ âîïðîñû ñëîæíîñòè ïðåäñòàâëåíèÿ
â ìîäåëè ñîêðàùåííîé äåòåðìèíèðîâàííîé OBDD äâóõ âàæíûõ êîíñòðóê-
öèé áåíò-ôóíêöèé: èòåðàòèâíîé êîíñòðóêöèè è êîíñòðóêöèè Ìýéîðàíà-
ÌàêÔàðëàíäà. Ïåðâàÿ ïîçâîëÿåò ñòðîèòü áåíò-ôóíêöèè íà îñíîâå èçâåñòíûõ
áåíò-ôóíêöèé îò ìåíüøåãî ÷èñëà ïåðåìåííûõ, à âòîðàÿ ïîçâîëÿåò ñòðîèòü
áåíò-ôóíêöèè íàïðÿìóþ.

Èòåðàòèâíàÿ êîíñòðóêöèÿ áåíò-ôóíêöèé [4] ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé êîí-
êàòåíàöèþ1 äâóõ áåíò-ôóíêöèé, íå èìåþùèõ îáùèõ ïåðåìåííûõ. Ïîëó÷àþ-
ùàÿñÿ â ðåçóëüòàòå ïðèìåíåíèÿ êîíñòðóêöèè ôóíêöèÿ f(u,v) = g(u) ⊕ h(v),
|u|+ |v| = n ÿâëÿåòñÿ áåíò-ôóíêöèåé îò n ïåðåìåííûõ.

Ïîñêîëüêó ó ôóíêöèé g è h íåò îáùèõ ïåðåìåííûõ, f = gh∨gh. Âåòâÿùàÿñÿ
ïðîãðàììà òàêîé êîíêàòåíàöèè áóäåò èìåòü âèä ðèñ.1, íî ìîæåò îêàçàòüñÿ íå
ñîêðàùåííîé.

1Ñóììó ïî ìîäóëþ 2 ñîîòâåòñòâóþùèõ ïîëèíîìîâ Æåãàëêèíà
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Ðèñ. 1. OBDD êîíêàòåíàöèè ôóíêöèé íå èìåþùèõ îáùèõ ïåðåìåííûõ.

Ñëîæíîñòü OBDD ôóíêöèè f(u,v) = g(u)⊕ h(v) íå ïðåâûñèò

min{OBDD(g) +OBDD(h, h), OBDD(h) +OBDD(g, g)} (1)

ãäå OBDD(ϕ,ϕ)-ñðåç OBDD, ðåàëèçóþùèé ôóíêöèþ ϕ è å¼ îòðèöàíèå ϕ,
èìåþùèé äâå íà÷àëüíûõ è äâå êîíå÷íûõ âåðøèíû. Ïðè÷åì, OBDD(ϕ,ϕ) 6
2 · OBDD(ϕ). À OBDD(ϕ,ϕ) = 2 · OBDD(ϕ) â òîì ñëó÷àå, êîãäà ïîëèíîì
Æåãàëêèíà ôóíêöèè ϕ � êîíêàòåíàöèÿ ìîíîìà è êîíñòàíòû.

Ïóñòü êëàññ ôóíêöèé, ïîëó÷àþùèõñÿ ïðèìåíåíèåì èòåðàòèâíîé êîí-
ñòðóêöèè ê ïàðàì áåíò-ôóíêöèé èç íåêîòîðûõ êëàññîâ C1, C2, îáîçíà÷àåòñÿ
IT(C1, C2).

Êâàäðàòè÷íûå áåíò-ôóíêöèè
Èçâåñòíîé êâàäðàòè÷íîé áåíò-ôóíêöèåé ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèÿ ñêàëÿðíîãî

ïðîèçâåäåíèÿ âåêòîðîâ: IP (x,y) = 〈x,y〉 =
⊕n

i=1 xiyi, |x| = |y| = n.
Âñå êâàäðàòè÷íûå áåíò-ôóíêöèè àôôèííî ýêâèâàëåíòíû IP è îáðàçóþò

êëàññ B2 [5].
Â ðàáîòå [6] ïîëó÷åíà ñëåäóþùàÿ îöåíêà äëÿ ôóíêöèè IP : OBDD(IP ) =

2n− 2. Ýòó îöåíêó ìîæíî ïîëó÷èòü, ðàññìîòðåâ IP êàê ðåçóëüòàò ïîñëåäîâà-
òåëüíîãî ïðèìåíåíèÿ èòåðàòèâíîé êîíñòðóêöèè.

Ñòîèò îòìåòèòü, ÷òî ëèíåéíàÿ ñëîæíîñòü OBDD ôóíêöèè ñêàëÿðíîãî ïðî-
èçâåäåíèÿ äîñòèãàåòñÿ ïðè �õîðîøåì� ïîðÿäêå ñ÷èòûâàíèÿ ïåðåìåííûõ. Ïðè
�ïëîõîì� ïîðÿäêå ñëîæíîñòü ìîæåò äîñòèãàòü O(2n/2).

Èçâåñòíî, ÷òî OBDD îòðèöàíèÿ ôóíêöèè f ïîëó÷àåòñÿ èç OBDD ôóíê-
öèè f ïåðåìåíîé ìåñò òåðìèíàëüíûõ âåðøèí 0 è 1. Òàêæå èçâåñòíî [3, 6], ÷òî
äëÿ ïðîèçâîëüíîé áóëåâîé ôóíêöèè âûïîëíÿåòñÿ:

Óòâåðæäåíèå 1. OBDD(f(x)) = OBDD(f(a ∗x)), ãäå a�êîíñòàíòíûé äâî-
è÷íûé âåêòîð, à �∗� � ïîêîìïîíåíòíîå óìíîæåíèå âåêòîðîâ.

Òàê êàê, ïîñëå èíâåðñèè íåêîòîðûõ ïåðåìåííûõ, èíâåðòèðóþòñÿ âûõîäÿ-
ùèå ðåáðà èç âåðøèí OBDD, ïîìå÷åííûõ ýòèìè ïåðåìåííûìè.

Íåñëîæíî çàìåòèòü, ÷òî OBDD êâàäðàòè÷íûõ áåíò-ôóíêöèé îáëàäàþò
ñëåäóþùèì ñâîéñòâîì:

Óòâåðæäåíèå 2. OBDD(f(x)) = OBDD(f(x) ⊕ 〈a,x〉 ⊕ b), ãäå f ∈ B2, a�
êîíñòàíòíûé äâîè÷íûé âåêòîð, b�êîíñòàíòà.

Ïîñêîëüêó äîáàâëåíèå àôôèííîé ôóíêöèè ê êâàäðàòè÷íîé ñâîäèòñÿ ê ñëó÷àþ
óòâåðæäåíèÿ 1 è äîáàâëåíèÿ êîíñòàíòû, îíî íå âëèÿåò íà ðàçìåð OBDD.
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Êîíñòðóêöèÿ Ìýéîðàíà-ÌàêÔàðëàíäà [7] ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé êîí-
êàòåíàöèþ 〈u, h(v)〉 ⊕ g(v), ãäå h-ïåðåñòàíîâêà âåêòîðà v, g�ïðîèçâîëüíàÿ
ôóíêöèÿ îò n/2 ïåðåìåííûõ. Ðåçóëüòàòîì ïðèìåíåíèÿ êîíñòðóêöèè ÿâëÿþòñÿ
áåíò-ôóíêöèè îò n ïåðåìåííûõ.

Ïóñòü êëàññ áåíò-ôóíêöèé îò n ïåðåìåííûõ, ïîëó÷àþùèõñÿ â ðåçóëüòàòå
ïðèìåíåíèÿ êîíñòðóêöèè Ìýéîðàíà-ÌàêÔàðëàíäà, îáîçíà÷àåòñÿ MMn.

Äëÿ êîíñòðóêöèè ïîëó÷åíû ñëåäóþùèå îöåíêè ñëîæíîñòè ðåàëèçàöèè â
OBDD:

Òåîðåìà 1. Åñëè f ∈ MMn, òî 2n − 2 6 OBDD(f) 6 C · 2(n/2), ãäå C-
íåêîòîðàÿ êîíñòàíòà.

Äîêàçàòåëüñòâî.
1)Ïîñêîëüêó OBDD(IP ) = 2n − 2, à êîíêàòåíàöèÿ IP (u,v) ñ ëþáîé áó-

ëåâîé ôóíêöèåé g(v) íå ìîæåò óìåíüøèòü ÷èñëî ïîäôóíêöèé, äëÿ âñåõ áåíò-
ôóíêöèé f ∈MMn OBDD(f) > 2n− 2.

2) Èçâåñòíî [3], ÷òî äëÿ ïðîèçâîëüíîé áóëåâîé îïåðàöèè ⊗ è ôóíêöèé g, h
îò n ïåðåìåííûõ âûïîëíÿåòñÿ OBDD(g(x) ⊗ h(x)) 6 OBDD(g) · OBDD(h).
Òàê êàê OBDD(ϕ) 6 C · 2(n−logn), ãäå ϕ : Zn2 7→ Z2, à C-êîíñòàíòà è
OBDD(IP (u,v)) = 2n − 2, òî äëÿ f ∈MMn âûïîëíÿåòñÿ OBDD(f(x,y)) 6
(2n− 2) · C1 · 2(n/2)−log (n/2) 6 C2 · 2(n/2), ãäå |x|+ |y| = n, à C1, C2-íåêîòîðûå
êîíñòàíòû, ïðè÷åì C2 < 12.

Òåîðåìà 2. Åñëè g ∈MMr, h ∈MMk, r+ k = n, f = g⊕ h, òî OBDD(f) >
2n− 2.

Íèæíÿÿ îöåíêà äîñòèãàåòñÿ ïðè êîíêàòåíàöèè ôóíêöèé ñ ìèíèìàëüíî âîç-
ìîæíûìè ðàçìåðàìè OBDD èç êëàññà Ìýéîðàíà-ÌàêÔàðëàíäà, òî åñòü ïðè
êîíêàòåíàöèè ôóíêöèé ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ, âîçìîæíî, ñ äîáàâëåííûìè
ê íèì àôôèííûìè ôóíêöèÿìè.

Âåðõíÿÿ îöåíêà IT(MMk,MMr) áóäåò ñîîòâåòñòâîâàòü âûðàæåíèþ 1.
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Îá àâòîìàòè÷åñêîì ïîñòðîåíèè
Âàòåðëîî-ïîäîáíûõ êîíå÷íûõ àâòîìàòîâ

Á.Ô.Ìåëüíèêîâ

bormel@rambler.ru

ÑàìÃÓ, Òîëüÿòòè

Â ñòàòüå ïîêàçàíî, êàê íà îñíîâå èçâåñòíîãî àâòîìàòà Âàòåðëîî (äëÿ êîòî-
ðîãî ò.í. ñîêðàù¼ííûé óíèâåðñàëüíûé àâòîìàò íåýêâèâàëåíòåí èñõîäíîìó), à
òàêæå ò.í. àâòîìàòà L# ïîñòðîèòü ïîäîáíóþ êîíñòðóêöèþ àâòîìàòè÷åñêè. Áî-
ëåå òîãî, ïîäîáíûå ïîñòðîåíèÿ âîçìîæíû äëÿ ëþáîãî âàðèàíòà íåýêâèâàëåíò-
íîñòè ñîêðàù¼ííîãî óíèâåðñàëüíîãî àâòîìàòà èñõîäíîìó. Ýòî äà¼ò âîçìîæ-
íîñòü îïèñàíèÿ ïåðåáîðíîãî àëãîðèòìà ïîëó÷åíèÿ òàêèõ êîíñòðóêöèé. Êðîìå
òîãî, óäà¼òñÿ îïèñàòü ïåðåáîðíûé àëãîðèòì ïðîâåðêè íåîáõîäèìîãî óñëîâèÿ
òàêîé êîíñòðóêöèè äëÿ ïðîèçâîëüíîãî íåäåòåðìèíèðîâàííîãî àâòîìàòà.

Âàòåðëîî-ïîäîáíûå àâòîìàòû

Â çàäà÷àõ ìèíèìèçàöèè íåäåòåðìèíèðîâàííûõ êîíå÷íûõ àâòîìàòîâ ìîæåò
âîçíèêàòü ñèòóàöèÿ, êîãäà ïîêðûâàþùåå ìíîæåñòâî áëîêîâ (ñì. [1]) îïðåäåëÿ-
åò àâòîìàò, íåýêâèâàëåíòíûé èñõîäíîìó. Âïåðâûå ïîäîáíûé ïðèìåð áûë ïîëó-
÷åí â 1970 ã. Êàìåäîé è Âàéíåðîì, è, ñîãëàñíî îïóáëèêîâàííîé èìè ñòàòüå [2],
ïîëó÷èë íàçâàíèå Âàòåðëîî. Â íàøåé òåðìèíîëîãèè ïîäðîáíîå îïèñàíèå ýòî-
ãî ôàêòà ïðèâåäåíî â [3]; ïîäîáíóþ êîíñòðóêöèþ ìû íàçûâàåì Waterloo-like
badness (walibad), à ëþáîå ïîêðûâàþùåå ïîäìíîæåñòâî ìíîæåñòâà áëîêîâ,
âêëþ÷àþùåå íå âñå áëîêè, íàçûâàåì ïðîòî-walibad. Íàëè÷èå walibad'îâ ñèëü-
íî óñëîæíÿåò îïèñàíèå ïðàêòè÷åñêèõ àëãîðèòìîâ âåðøèííîé ìèíèìèçàöèè
àâòîìàòîâ � ïîýòîìó âîçíèêàþò çàäà÷è ïîèñêà è îïèñàíèÿ òàêèõ êîíñòðóêöèé,
ïðè÷¼ì, ïî âîçìîæíîñòè, äî ïðèìåíåíèÿ ñàìèõ àëãîðèòìîâ ìèíèìèçàöèè.

Â äàííîé ñòàòüå âïåðâûå ïîêàçàíî, êàê ïîñòðîèòü êîíñòðóêöèþ walibad
àâòîìàòè÷åñêè � íà îñíîâå:

� íåêîòîðîãî êîíêðåòíîãî çàðàíåå èçâåñòíîãî ïðèìåðà walibad'à, è, ñëåäîâà-
òåëüíî, ñîîòâåòñòâóþùåé åìó òàáëèöå áèíàðíîãî îòíîøåíèÿ #, ñì. [1];

� à òàêæå àâòîìàòà L#, îïðåäåë¼ííîãî íà îñíîâå òàêîé òàáëèöû â [4].

Ýòî äà¼ò âîçìîæíîñòü ïîëó÷åíèÿ íà îñíîâå òîëüêî îäíîé òàáëèöû îòíîøåíèÿ
#, îáëàäàþùåé ñâîéñòâîì ïðîòî-walibad:

� âî-ïåðâûõ, ïåðåáîðíîãî àëãîðèòìà ïîëó÷åíèÿ êîíñòðóêöèè walibad;
� âî-âòîðûõ, ïåðåáîðíîãî àëãîðèòìà ïðîâåðêè íåîáõîäèìîãî óñëîâèÿ òàêîé

êîíñòðóêöèè äëÿ ïðîèçâîëüíîãî íåäåòåðìèíèðîâàííîãî àâòîìàòà;
� è, â-òðåòüèõ, êëàññèôèêàöèè âñåõ âîçìîæíûõ òàáëèö îòíîøåíèÿ # (îáëà-

äàþùèõ ýòèì ñâîéñòâîì) ïî óñëîâèþ ñóùåñòâîâàíèÿ êîíñòðóêöèè walibad,
ñîîòâåòñòâóþùåé ýòîé òàáëèöå.

Êðàòêîå îïèñàíèå ïðèìåðà

Îïèñàíèå ïðèìåðà áàçèðóåòñÿ íà îñíîâå ìàòåðèàëà, ïðèâåä¼ííîãî â [3, 4].
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X Y Z U V W P Q R S
A # #
B # #
C # #
D # #
E # # #
F # # # #
G # # #
H # #

Ìû ïîâòîðèëè òàáëèöó îòíîøåíèÿ #, ñîîòâåòñòâóþùåãî àâòîìàòó Âàòåðëîî.
Â ñëåäóþùåé òàáëèöå ïðèâåä¼ì òîëüêî íåîáõîäèìûå äëÿ äàëüíåéøåãî ïîñòðî-
åíèÿ áóêâû àâòîìàòà L#.

a a a a b a a a a b a a a b a
E
Y

F
Y

A
Z

B
Z

B
U

G
U

F
V

G
V

C
W

H
W

B
P

C
P

E
Q

D
R

A
S

→ A E F E
B E F F G
C B G F G
D C H B C
← E C H B C
← F A B B C D
G A B D A
H A B A

Äàëåå ïðîèçâîäèì îäèí èç âîçìîæíûõ âàðèàíòîâ îáúåäèíåíèÿ íåêîòîðûõ
ñòîëáöîâ (ïðè÷¼ì ñ ¾ïîãëîùåíèåì¿ ¾ïðîñòûõ¿ ñîñòîÿíèé ¾æèðíûìè¿).

a b c d e f g h i j k
→ A E F E
B E F F G
C B G F G
D C H
← E C H
← F A B D
G A A D
H A A

(Ìû ïåðåîáîçíà÷èëè 11 áóêâ ïîëó÷èâøåãîñÿ àëôàâèòà ñèìâîëàìè a, b, . . . , k.)
Èòàê, òåïåðü ìû ñ÷èòàåì ïîñëåäíèé àâòîìàò çàäàííûì.

COM(L) a b c d e f g h i j k
→ (1) A× Y Q 6 7

8 14
8 9 10
13 14

6 7
8 14

→ (2) AB × Y 6 7
8 14

8 9 10
13 14

(3) B × Y V 6 7
8 14

8 9 10
13 14

8 9 10
13 14 10 13

(4) BC × V 8 9 10
13 14 10 13

(5) C × UV 2 3 4 10 11
12 13

8 9 10
13 14

10 11
12 13

(6) DE ×WP 4 5 12 13

← (7) E ×XWP 4 5 12 13

← (8) EF ×XP 4

← (9) F ×XZPR 1 2 2 3 4

(10) FG× ZR 1 2 2 6 14

(11) G× ZRS 1 2 1 2 6

(12) GH × ZS 1 2 1 2

(13) FGH × Z 1 2 2

(14) DEF × P 4
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Îïèñàíèå ïðîöåññà åãî äåòåðìèíèçàöèè ìû îïóñêàåì; ïðè ýòîì åãî ïîëó-
÷àåìàÿ òàáëèöà îòíîøåíèÿ # (ïðè îáîçíà÷åíèè ïîëó÷àþùèõñÿ ñîñòîÿíèé êà-
íîíè÷åñêîãî àâòîìàòà äëÿ èíâåðñíîãî ÿçûêà LR ñîâåðøåííî òàê æå, êàê áûëî
ñäåëàíî â [3]) ñîâïàäàåò ñ èñõîäíîé, ò.å. ïðèâåä¼ííîé âûøå.

Ïîñëå äàëüíåéøèõ ïðåîáðàçîâàíèé (òàêæå àíàëîãè÷íûõ [3]) ìû ïîëó÷àåì
ñëåäóþùèé óíèâåðñàëüíûé àâòîìàò, ïðèâåä¼ííûé â ïðåäûäóùåé òàáëèöå. Íà
îñíîâå óíèâåðñàëüíîãî àâòîìàòà ñòðîèì ñëåäóþùèé ñîêðàù¼ííûé � âûáèðàÿ
áëîêè óíèâåðñàëüíîãî àâòîìàòà {1, 3, 5, 6, 8, 10, 12} òàêæå àíàëîãè÷íî [3]:

a b c d e f g h i j k
→ (1) A× Y Q 6 8 8 10 6 8
(3) B × Y V 6 8 8 10 8 10 10
(5) C × UV 3 10 12 8 10 10 12
(6) DE ×WP 5 12

← (8) EF ×XP
(10) FG× ZR 1 6
(12) GH × ZS 1 1

Ïîñëåäíèé àâòîìàò íåýêâèâàëåíòåí èñõîäíîìó: â í¼ì îòñóòñòâóåò öèêë, ñîîò-
âåòñòâóþùèé öèêëó áàçèñíîãî àâòîìàòà

B#Y a−→ F#P d−→ B#V
g−→ F#Z c−→ B#Y .

Îòìåòèì, ÷òî äóãè ýòîãî ¾îòñóòñòâóþùåãî¿ öèêëà ñîîòâåòñòâóþò äóãàì ¾îò-
ñóòñòâóþùåãî¿ öèêëà â ñîêðàù¼ííîì àâòîìàòå èç [3] � äëÿ ïîëó÷åíèÿ ýòîãî
ðåçóëüòàòà è âûïîëíÿëèñü âñå ïîñòðîåíèÿ íàñòîÿùåé ñòàòüè.

Êðàòêàÿ ôîðìóëèðîâêà ðåçóëüòàòîâ

Ñòðîãèå ôîðìóëèðîâêè îñíîâûâàþòñÿ íà îïðåäåëåíèÿõ ñîîòâåòñòâóþùèõ
äóã, ïðèâåä¼ííûõ â [3, 4]; â ñâÿçè ñ îãðàíè÷åííûì îáú¼ìîì ïóáëèêàöèè ïðè-
âåä¼ì ëèøü êðàòêîå îïèñàíèå ðåçóëüòàòîâ.

Òåîðåìà 1. Äëÿ íåêîòîðîé çàäàííîé òàáëèöû áèíàðíîãî îòíîøåíèÿ #, îá-
ëàäàþùåãî ñâîéñòâîì ïðîòî-walibad, ñóùåñòâóåò ïåðåáîðíûé àëãîðèòì, îïè-
ñûâàåìûé íà îñíîâå îáúåäèíåíèÿ äóã àâòîìàòà L#, îïðåäåëÿþùèé, ñóùåñòâó-
åò ëè walibad ñ çàäàííîé òàáëèöåé.
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We study the model of projective simulation (PS), a novel approach to arti�cial
intelligence (AI) based on the stochastic processing of episodic memory, which was
�rst introduced in [1]. The model is applied to reinforcement learning problems,
but at the same time, the notion of PS is more general and can be seen as a
building block for complete agent architectures. Episodic memory is a central
component of the PS agent and is composed of so called �clips�, which are the
units of episodic memory. Inputs are represented by percept-clips, and actions are
represented by action-clips. Once a percept-clip is excited, the excitation hops
between clips probabilistically until the excitation reaches an action-clip. Then, at
the end of a random walk through the clip network, the �nal action clip couples out,
and the PS agent makes a real action. At the beginning no action is preferred over
the other, but as experience is built up the clip-network is dynamically changed
according to rewards from the environment, such that the probability to take
rewarded actions is increased.

The PS performance on a number of discrete toy-problems has been studied
in a previous work [2] where it was compared with those of Q-learning [3] and
learning classi�er systems [4], two popular representatives of AI models. For these
problems the PS agent was shown to perform very well, thereby suggesting the PS
as a competitive AI model.

In this work we study the PS model in more complicated, real-world, scenarios.
To that end we chose two canonical, well studied tasks, namely the �grid world� [5]
and �mountain car� [6]. The grid world task is to �nd a path to a �xed goal in
a maze of size 6 by 9, where in each trial the agent starts from a �xed position.
After reaching the goal, the agent is rewarded. The performance in this game is
measured by the number of steps the agent makes on average before it reaches the
goal. We compared the performances of the PS model with those of Dyna-PI [5]
after the same number of trials and found that the PS agent �nds the goal with
number of steps comparable to the reference model.

In the mountain car task we test how PS handles the situation of continuous
variable inputs. The agent needs to go up the hill by pushing a car back and forth in
order to gain su�cient potential energy. At each step, the agent perceives a position
coordinate and velocity, and chooses among three actions, which correspond to
forward thrust, no thrust, and reverse thrust. After arriving at the top of the hill
the PS agent is rewarded once. We have shown that in this game the PS agent
manages to go up the hill twice as fast as with the SARSA algorithm [7], after the
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same number of trials. We thus conclude that the PS model performs well also in
real world scenarios with large and even continuous input space.
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Íàöèîíàëüíûé èññëåäîâàòåëüñêèé óíèâåðñèòåò ¾Âûñøàÿ øêîëà ýêîíîìèêè¿,

Ìîñêâà

Èçâåñòíî [1], ÷òî âñå çàìêíóòûå êëàññû áóëåâûõ ôóíêöèé èìåþò êîíå÷íûé
áàçèñ. Â [2] ïðèâåäåíû ïðèìåðû ìíîæåñòâ ôóíêöèé k-çíà÷íîé ëîãèêè, k > 3,
êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ ïîðîæäàþùèìè ñèñòåìàìè êëàññà áåç áàçèñà è êëàññà ñî
ñ÷åòíûì áàçèñîì. Ôóíêöèè èç ýòèõ ìíîæåñòâ ÿâëÿþòñÿ ñèììåòðè÷åñêèìè,
ïðèíèìàþò çíà÷åíèÿ èç ìíîæåñòâà {0, 1} è ïðèíèìàþò íóëåâîå çíà÷åíèå íà
íàáîðàõ, ñîäåðæàùèõ õîòÿ áû îäíó íóëåâóþ êîìïîíåíòó. Â [3, 4, 5] ðàññìîòðå-
íû íåêîòîðûå ñåìåéñòâà çàìêíóòûõ êëàññîâ, ïîðîæäàþùèå ñèñòåìû êîòîðûõ
îáëàäàþò àíàëîãè÷íûìè ñâîéñòâàìè; äëÿ íèõ ïðèâåäåíû êðèòåðèè áàçèðóå-
ìîñòè è êîíå÷íîé ïîðîæäåííîñòè. Â äàííîé ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ ñåìåé-
ñòâî çàìêíóòûõ êëàññîâ, ïîðîæäåííûõ (1, 2)-ñàìîäâîéñòâåííûìè äâóõñëîé-
íûìè ñèììåòðè÷åñêèìè ôóíêöèÿìè ïðèíèìàþùèìè çíà÷åíèÿ èç ìíîæåñòâà
{0, 1, 2}. Âñå íåîáõîäèìûå îïðåäåëåíèÿ ìîæíî íàéòè â [3, 4, 5].

Ôóíêöèè f è g íàçûâàþòñÿ êîíãðóýíòíûìè (îáîçíà÷åíèå f ∼= g), åñëè
îäíà èç íèõ ïîëó÷àåòñÿ èç äðóãîé ïåðåèìåíîâàíèåì ïåðåìåííûõ áåç îòîæ-
äåñòâëåíèÿ. Ïóñòü f(x1, . . . , xn) ∈ P3, n ∈ N. Áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç N1

f ìíî-
æåñòâî âñåõ íàáîðîâ èç En3 , íà êîòîðûõ ôóíêöèÿ f ïðèíèìàåò çíà÷åíèå 1, à
÷åðåç N2

f � ìíîæåñòâî âñåõ íàáîðîâ èç En3 , íà êîòîðûõ ôóíêöèÿ f ïðèíèìàåò
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çíà÷åíèå 2. Ìíîæåñòâî L âñåõ íàáîðîâ èç En3 , êîòîðûå ïîëó÷àþòñÿ äðóã èç
äðóãà ïåðåñòàíîâêîé êîìïîíåíò, íàçûâàåòñÿ ñëîåì. Ñëîé L ⊆ {1, 2}n, ñîäåðæà-
ùèé e åäèíèö è d äâîåê, e + d = n, áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç L(e, d). Ôóíêöèþ
f(x1, . . . , xn) èç P3 áóäåì íàçûâàòü ñèììåòðè÷åñêîé, åñëè äëÿ ëþáîãî ñëîÿ
L ⊆ En3 è ëþáûõ äâóõ íàáîðîâ α̃, β̃ ∈ L âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî f(α̃) = f(β̃).
Ôóíêöèþ f(x1, . . . , xn), n ∈ N, èç P3 áóäåì íàçûâàòü (1, 2)-ñàìîäâîéñòâåííîé
äâóõñëîéíîé ñèììåòðè÷åñêîé ôóíêöèåé, åñëè äëÿ íåêîòîðîé ïàðû ÷èñåë e, d,
òàêèõ, ÷òî e + d = n è e 6= d, N1

f = L(e, d), N2
f = L(d, e). Ìíîæåñòâî âñåõ

òàêèõ ôóíêöèé, äëÿ êîòîðûõ e > 1, d > 1, îáîçíà÷èì ÷åðåç QNS1
1,2. Ïóñòü

f(x1, . . . , xn), g(x1, . . . , xn) ∈ QNS1
1,2. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ôóíêöèÿ g ÿâëÿ-

åòñÿ (1, 2)-èíâåðñèåé ôóíêöèè f (îáîçíà÷åíèå f = not1,2(g)), åñëè N1
f = N2

g ,

N2
f = N1

g . Ïóñòü F ⊆ QNS1
1,2. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî êëàññ F ÿâëÿåòñÿ (1, 2)-

ñàìîèíâåíðñíûì åñëè äëÿ ëþáîé ôóêíöèè f èç F ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ g èç
F, òàêàÿ, ÷òî g = not1,2(f).

Ïóñòü f, g ∈ QNS1
1,2. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ôóíêöèÿ f íå ïðåâîñõîäèò ôóíê-

öèþ g îòíîñèòåëüíî ÷àñòè÷íîãî ïîðÿäêà � (îáîçíà÷åíèå f � g), åñëè f ∈ [{g}].
Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ôóíêöèÿ f íå ïðåâîñõîäèò ôóíêöèþ g îòíîñèòåëüíî ÷à-
ñòè÷íîãî ïîðÿäêà E (îáîçíà÷åíèå f E g), åñëè f ∈ [{g} ∪ {not1,2(f)}]. Áóäåì
ãîâîðèòü, ÷òî ôóíêöèÿ f ñòðîãî ìåíüøå g îòíîñèòåëüíî ÷àñòè÷íîãî ïîðÿäêà C
(îáîçíà÷åíèå f C g), åñëè f E g è f 6∼= g. Ìíîæåñòâî H ⊂ QNS1

1,2 íàçûâàåòñÿ
öåïüþ îòíîñèòåëüíî ïîðÿäêà � (ñîîòâåòñòâåííî, îòíîñèòåëüíî ïîðÿäêà E),
åñëè ëþáûå äâà ýëåìåíòà ìíîæåñòâà H ñðàâíèìû îòíîñèòåëüíî ÷àñòè÷íîãî
ïîðÿäêà � (ñîîòâ. E). Öåïü H ⊂ QNS1

1,2 íàçûâàåòñÿ ìàêñèìàëüíîé öåïüþ
ìíîæåñòâà G, åñëè äëÿ ëþáîé öåïè H1 ⊂ QNS1

1,2 òàêîé, ÷òî H ⊆ H1, H 6= H1,
öåïü H1 íå ÿâëÿåòñÿ ïîäìíîæåñòâîì ìíîæåñòâà G. Ôóíêöèÿ f ∈ H íàçûâà-
åòñÿ âåðõíåé ãðàíüþ öåïè H, åñëè äëÿ ëþáîé ôóíêöèè g ∈ H âûïîëíÿåòñÿ
íåðàâåíñòâî g � f . Öåïü íàçûâàåòñÿ îãðàíè÷åííîé, åñëè îíà èìååò âåðõíþþ
ãðàíü. Ïóñòü G ⊆ QNS1

1,2. Îáîçíà÷èì ÷åðåç U(G) ìíîæåñòâî âñåõ âåðõíèõ
ãðàíåé ìíîæåñòâà G.

Ëåììà 1. Ïóñòü f(x1, . . . , xn) ∈ QNS1
1,2, Φ � ôîðìóëà íàä QNS1

1,2, ðåàëè-
çóþùàÿ ôóíêöèþ f, à Φ1 � íåêîòîðàÿ ïîäôîðìóëà ôîðìóëû Φ, èìåþùàÿ
âèä g(B1, . . . ,Bm), ãäå B1, . . . ,Bm � ôîðìóëû íàä QNS1

1,2, g ∈ QNS1
1,2. Òîãäà

ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ.

1. Ñðåäè ôîðìóë B1, . . . ,Bm ñèìâîë êàæäîé ïåðåìåííîé èç ìíîæåñòâà
{x1, . . . , xn} âñòðå÷àåòñÿ îäèíàêîâîå ÷èñëî ðàç (â òîì ÷èñëå íè ðàçó).

2. Ôîðìóëà Φ1 ðåàëèçóåò ëèáî ôóíêöèþ f, ëèáî ôóíêöèþ not1,2(f).
Îñíîâíûì ðåçóëüòàòîì ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà 2. Ïóñòü G � íåêîòîðîå ìíîæåñòâî ïîïàðíî íåêîíãðóýíòíûõ
ôóíêöèé èç QNS1

1,2, F = [G]. Òîãäà èìåþò ìåñòî ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ.
1. Êëàññ F èìååò êîíå÷íûé áàçèñ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ìíîæåñòâî G

êîíå÷íî.
2. Êëàññ F èìååò ñ÷åòíûé áàçèñ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà êàæäàÿ ôóíêöèÿ

f èç ìàêñèìàëüíîãî (1, 2)-ñàìîèíâåðñíîãî ïîäìíîæåñòâà ìíîæåñòâà U(G)
ñîäåðæèòñÿ â îãðàíè÷åííîé ìàêñèìàëüíîé öåïè ýòîãî ïîäìíîæåñòâà îòíî-
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ñèòåëüíî ÷àñòè÷íîãî ïîðÿäêàE è äëÿ êàæäîé ôóíêöèè g èçG âûïîëíÿåòñÿ
ïî êðàéíåé ìåðå îäíî èç óñëîâèé:
� ôóíêöèÿ g ñîäåðæèòñÿ â îãðàíè÷åííîé ìàêñèìàëüíîé öåïè ìíîæåñòâà

G îòíîñèòåëüíî �;
� ôóíêöèÿ not1,2(g) ñîäåðæèòñÿ â îãðàíè÷åííîé ìàêñèìàëüíîé öåïè ìíî-

æåñòâà G è ïðè ýòîì ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ h èç G, òàêàÿ, ÷òî g C h è
ôóíêöèÿ h ñîäåðæòñÿ â îãðàíè÷åííîé ìàêñèìàëüíîé öåïè ìíîæåñòâà
G îòíîñèòåëüíî ÷àñòè÷íîãî ïîðÿäêà � .

3. Êëàññ F íå èìååò áàçèñà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ëèáî ñóùåñòâóåò
ôóíêöèÿ f èç ìàêñèìàëüíîãî (1, 2)-ñàìîèíâåðñíîãî ïîäìíîæåñòâà ìíîæå-
ñòâà U(G), êîòîðàÿ íå ñîäåðæèòñÿ íè â êàêîé îãðàíè÷åííîé ìàêñèìàëüíîé
öåïè ýòîãî ïîäìíîæåñòâà îòíîñèòåëüíî ïîðÿäêà E, ëèáî ñóùåñòâóåò ôóíê-
öèÿ g èç G, íå ñîäåðæàùàÿñÿ íè â êàêîé îãðàíè÷åííîé ìàêñèìàëüíîé öåïè
ìíîæåñòâà G, äëÿ êîòîðîé âûïîëíÿåòñÿ ïî êðàéíåé ìåðå îäíî èç óñëîâèé:
� ôóíêöèÿ not1,2(g) íå ñîäåðæèòñÿ íè â êàêîé îãðàíè÷åííîé ìàêñèìàëü-

íîé öåïè ìíîæåñòâà G îòíîñèòåëüíî ÷àñòè÷íîãî ïîðÿäêà �;
� ìíîæåñòâî G íå ñîäåðæèò ôóíêöèþ h, òàêóþ, ÷òî g C h;
� äëÿ ëþáîé ôóíêöèè h ∈ G, òàêîé, ÷òî gCh,ôóíêöèÿ h íå ñîäåðæèòñÿ íè

â êàêîé îãðàíè÷åííîé ìàêñèìàëüíîé öåïè ìíîæåñòâà G îòíîñèòåëüíî
÷àñòè÷íîãî ïîðÿäêà � .

Äîñòàòî÷íîñòü óòâåðæäåíèÿ 1 òåîðåìû î÷åâèäíà. Äîêàçàòåëüñòâî íåîáõî-
äèìîñòè óòâåðæäåíèÿ 1 òåîðåìû îïèðàåòñÿ íà ïåðâóþ ÷àñòü ëåììû 1.

Äîêàçàòåëüñòâî äîñòàòî÷íîñòè óòâåðæäåíèÿ 2 òåîðåìû ïðîâîäèòñÿ àíàëî-
ãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó äîñòàòî÷íîñòè óòâåðæäåíèÿ 2 òåîðåìû èç [3]. Äîêàçà-
òåëüñòâî íåîáõîäèìîñòè óòâåðæäåíèÿ 2 òåîðåìû îïèðàåòñÿ íà ëåììó 1.

Äîêàçàòåëüñòâî óòâåðæäåíèÿ 3 òåîðåìû ñëåäóåò èç óòâåðæäåíèé 1 è 2.

Äàííîå íàó÷íîå èññëåäîâàíèå âûïîëíåíî ïðè ïîääåðæêå Ïðîãðàììû ¾Íà-
ó÷íûé ôîíä ÍÈÓ ÂØÝ¿ (ïðîåêò �14-01-0144) â 2014/2015ãã.
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Õàðàêòåðèçóåòñÿ êëàññ ãðàôîâ, ó êîòîðûõ äëÿ êàæäîãî ïîðîæä¼ííîãî ïîä-
ãðàôà ìàêñèìàëüíîå ÷èñëî íåïåðåñåêàþùèõñÿ ïîðîæä¼ííûõ ïóòåé ñ ÷åòûðü-
ìÿ âåðøèíàìè ðàâíî ìèíèìàëüíîìó ÷èñëó âåðøèí, ïîêðûâàþùèõ âñå òàêèå
ïóòè.

Ââåäåíèå

Ïóñòü X � ìíîæåñòâî ãðàôîâ. Ìíîæåñòâî ïîïàðíî íåïåðåñåêàþùèõñÿ ïî-
ðîæäåííûõ ïîäãðàôîâ ãðàôà G, ïðèíàäëåæàùèõ X , íàçûâàåòñÿ X -óïàêîâêîé
ãðàôà G. Ïîäìíîæåñòâî ìíîæåñòâà âåðøèí ãðàôà G, ïîêðûâàþùåå âñå ïî-
ðîæäåííûå ïîäãðàôû èç X íàçûâàåòñÿ åãî X -ïîêðûòèåì. Ê¼íèãîâûì ãðàôîì
îòíîñèòåëüíî X íàçûâàåòñÿ ãðàô, êàæäûé ïîðîæäåííûé ïîäãðàô êîòîðî-
ãî îáëàäàåò ñâîéñòâîì: íàèáîëüøàÿ ìîùíîñòü X -óïàêîâêè ðàâíà íàèìåíüøåé
ìîùíîñòè X -ïîêðûòèÿ. Êëàññ âñåõ ê¼íèãîâûõ ãðàôîâ îòíîñèòåëüíî ìíîæå-
ñòâà X îáîçíà÷àåì ÷åðåç K(X ). Åñëè X ñîñòîèò èç åäèíñòâåííîãî ãðàôà H,
òî áóäåì ãîâîðèòü îá H-óïàêîâêàõ è ò.ï.

Çàäà÷å îá óïàêîâêå ãðàôà ïîñâÿùåíî íåìàëî ðàáîò, îñîáåííî å¼ àëãîðèò-
ìè÷åñêèì àñïåêòàì (ñì., íàïðèìåð, [1, 2]). Èçâåñòíî, ÷òî çàäà÷à ïîèñêà ìîù-
íîñòè ìàêñèìàëüíîé H-óïàêîâêè NP-ïîëíà äëÿ ëþáîãî ãðàôà H, èìåþùåãî
êîìïîíåíòó ñâÿçíîñòè ñ òðåìÿ èëè áîëåå âåðøèíàìè. Áóäó÷è ñôîðìóëèðî-
âàíû êàê çàäà÷è ÖËÏ, çàäà÷è î X -óïàêîâêå è X -ïîêðûòèè îáðàçóþò ïàðó
äâîéñòâåííûõ çàäà÷. Ê¼íèãîâû ãðàôû, òàêèì îáðàçîì, ñóòü ãðàôû, ó êîòî-
ðûõ äëÿ ëþáîãî ïîðîæä¼ííîãî ïîäãðàôà îòñóòñòâóåò ðàçðûâ äâîéñòâåííîñòè,
÷òî ñïîñîáñòâóåò ýôôåêòèâíîìó ðåøåíèþ ýòèõ çàäà÷ äëÿ òàêèõ ãðàôîâ.

Êëàññ K(X ) ïðè ëþáîì X ÿâëÿåòñÿ íàñëåäñòâåííûì è, ñëåäîâàòåëüíî, ìî-
æåò áûòü îïèñàí ìíîæåñòâîì çàïðåùåííûõ ãðàôîâ (ìèíèìàëüíûõ ïî îòíîøå-
íèþ ¾áûòü ïîðîæäåííûì ïîäãðàôîì¿ ãðàôîâ, íå ïðèíàäëåæàùèõ X ). Äëÿ P2

òàêóþ õàðàêòåðèçàöèþ äà¼ò òåîðåìà Ê¼íèãà âìåñòå ñ èçâåñòíûì êðèòåðèåì
äâóäîëüíîñòè. Êðîìå ýòîé êëàññè÷åñêîé òåîðåìû àâòîðó èçâåñòíû ñëåäóþùèå
ðåçóëüòàòû òàêîãî ðîäà äëÿ îáûêíîâåííûõ ãðàôîâ: â [3] ýòà çàäà÷à ðåøåíà äëÿ
êëàññà K(P3); â [4] � äëÿ êëàññà K(C), ãäå C � ìíîæåñòâî âñåõ ïðîñòûõ öèêëîâ.

Öåëü íàñòîÿùåé ðàáîòû îõàðàêòåðèçîâàòü êëàññ ãðàôîâ K(P4). Ïðèìåíÿ-
åòñÿ äâà ïîäõîäà ê îïèñàíèþ ýòîãî êëàññà. Îäèí èç íèõ � êîíñòðóêòèâíûé:
ïîêàçàíî, êàê ìîæíî ïîñòðîèòü ãðàôû äàííîãî êëàññà ñ ïîìîùüþ îïåðàöèé
ïîäðàçáèåíèÿ ð¼áåð è çàìåíû êîãðàôàìè âåðøèí è âèñÿ÷èõ ïóòåé. Ïðè äðóãîì
ïîäõîäå èùåòñÿ ñòàíäàðòíîå îïèñàíèå íàñëåäñòâåííîãî êëàññà çàïðåù¼ííûìè
ïîäãðàôàìè. Íàéäåííîå ìíîæåñòâî çàïðåù¼ííûõ ïîäãðàôîâ ñîñòîèò èç ïÿòè
áåñêîíå÷íûõ ñåìåéñòâ è 64 îòäåëüíûõ ãðàôîâ.

Äàëåå ïîä ê¼íèãîâûì ãðàôîì ïîäðàçóìåâàåì ê¼íèãîâ ãðàô îòíîñèòåëüíî
P4. Ðàññìàòðèâàÿ öèêë Cn, ïðåäïîëàãàåì, ÷òî åãî âåðøèíû ïðîíóìåðîâàíû
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âäîëü öèêëà ÷èñëàìè 0, 1, . . . , n − 1. Êàæäûé êëàññ âû÷åòîâ íîìåðîâ âåðøèí
ïî ìîäóëþ 4 íàçûâàåì 4-êëàññîì.

Ñâîéñòâà êëàññà

Íàçîâ¼ì êëàññ ãðàôîâ ñàìîäîïîëíèòåëüíûì, åñëè âìåñòå ñ êàæäûì ñâîèì
ãðàôîì îí ñîäåðæèò òàêæå äîïîëíåíèå ýòîãî ãðàôà.

Ëåììà 1. Êëàññ ê¼íèãîâûõ ãðàôîâ ÿâëÿåòñÿ ñàìîäîïîëíèòåëüíûì.

Çàìåòèì, ÷òî ñâîéñòâî ñàìîäîïîëíèòåëüíîñòè âûïîëíÿåòñÿ è äëÿ ìíîæå-
ñòâà ìèíèìàëüíûõ çàïðåù¼ííûõ ïîäãðàôîâ. Åñëè ãðàô F ÿâëÿåòñÿ ìèíèìàëü-
íûì çàïðåù¼ííûì äëÿ êëàññà K(P4), òî F̄ � òîæå ìèíèìàëüíûé çàïðåù¼ííûé
ãðàô äëÿ ýòîãî êëàññà.

Áóäåì íàçûâàòü ñâÿçíûé ãðàô G ïðèâåä¼ííûì, åñëè åãî äîïîëíåíèå ñâÿçíî
è ÷åðåç êàæäóþ åãî âåðøèíó ïðîõîäèò õîòÿ áû îäèí ïîðîæä¼ííûé 4-ïóòü.

Ëåììà 2. ×òîáû ïîëó÷èòü îòâåò íà âîïðîñ, ÿâëÿåòñÿ ëè ãðàô ê¼íèãîâûì,
äîñòàòî÷íî ïîëó÷èòü ýòîò îòâåò äëÿ êàæäîãî èç åãî ìàêñèìàëüíûõ ïî âêëþ-
÷åíèþ ïðèâåä¼ííûõ ïîäãðàôîâ.

Ðàñøèðåííûå ïîäðàçáèåíèÿ äâóäîëüíûõ ãðàôîâ

Îïåðàöèÿ çàìåíû êîãðàôîì âåðøèíû x ñîñòîèò â ñëåäóþùåì: ýòà âåðøèíà
óäàëÿåòñÿ èç ãðàôà, ê íåìó äîáàâëÿþòñÿ íåñêîëüêî íîâûõ âåðøèí. Êàæäàÿ
èç íèõ ñîåäèíÿåòñÿ ðåáðîì ñ êàæäîé âåðøèíîé, ñìåæíîé x â èñõîäíîì ãðàôå.
Íîâûå âåðøèíû ñîåäèíåíû ìåæäó ñîáîé òàê, ÷òî îáðàçóþò êîãðàô.

Íàçîâ¼ì ïóòü ãðàôà âèñÿ÷èì, åñëè ñòåïåíü îäíîé èç åãî âåðøèí 1, à îñòàëü-
íûõ � 2. Ñìåæíîé âåðøèíîé âèñÿ÷åãî ïóòè íàçîâ¼ì âåðøèíó ãðàôà, ñìåæíóþ
îäíîé èç âåðøèí ïóòè, íî åìó íå ïðèíàäëåæàùóþ.

Îïåðàöèÿ çàìåíû êîãðàôîì âèñÿ÷åãî ïóòè èç 3 âåðøèí, ñìåæíîãî âåðøèíå
y ñîñòîèò â òîì, ÷òî âåðøèíû ýòîãî ïóòè óäàëÿþòñÿ èç ãðàôà, çàòåì ê ãðàôó
äîáàâëÿåòñÿ íåñêîëüêî íîâûõ âåðøèí. Íîâûå âåðøèíû ñîåäèíåíû ìåæäó ñî-
áîé òàê, ÷òî îáðàçóþò êîãðàô. Òàêæå íîâûå âåðøèíû ñîåäèíåíû ñ âåðøèíîé y
òàê, ÷òîáû ìàêñèìàëüíûé ïóòü, ñîäåðæàùèé y è äîáàâëåííûå âåðøèíû èìåë
äëèíó 3.

Ïóñòü H � äâóäîëüíûé ãðàô. Êàæäîå ðåáðî ýòîãî ãðàôà, ïðèíàäëåæàùåå
êàêîìó-íèáóäü öèêëó, ïîäðàçîáü¼ì îäíîé âåðøèíîé. Çàìåíèì ïðîèçâîëüíûìè
êîãðàôàìè íåêîòîðûå âåðøèíû, äîáàâëåííûå ïðè ïîäðàçáèåíèè è âåðøèíû
ñòåïåíè 1 èëè 2, íå ïðèíàäëåæàùèå íè îäíîìó öèêëó. Çàìåíèì êîãðàôàìè
òàêæå íåêîòîðûå ñòàðûå âåðøèíû ñòåïåíè 2, ïðèíàäëåæàùèå öèêëàì, íî ïðè
ýòîì åñëè â öèêëå åñòü âåðøèíà u, ñìåæíàÿ ñ òðåìÿ è áîëåå âåðøèíàìè ñòåïå-
íè áîëüøå 1, â ýòîì öèêëå âåðøèíû 4-êëàññà, ñîäåðæàùåãî u, íå ìîãóò áûòü
ïîäâåðãíóòû çàìåíå, à òàê æå åñëè â öèêëå åñòü âåðøèíà v ñòåïåíè 3 è áîëåå,
íå ìîãóò áûòü ïîäâåðãíóòû çàìåíå îäíîâðåìåííî âåðøèíà 4-êëàññà, ñîäåð-
æàùåãî v è âåðøèíà 4-êëàññà, ñîäåðæàùàÿ v + 2. Ïîñëåäíèì øàãîì çàìåíèì
íåêîòîðûå âèñÿ÷èå ïóòè äëèíû 3 ïðîèçâîëüíûìè êîãðàôàìè. Ïîëó÷åííûé
òàêèì îáðàçîì ãðàô áóäåì íàçûâàòü ðàñøèðåííûì ïîäðàçáèåíèåì èñõîäíîãî
äâóäîëüíîãî ãðàôà.
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Òåîðåìà 3. Ëþáîé ñóùåñòâåííûé ãðàô, ïîëó÷åííûé ðàñøèðåííûì ïîäðàç-
áèåíèåì ïðîèçâîëüíîãî äâóäîëüíîãî ãðàôà, îòëè÷íîãî îò ïðîñòîãî öèêëà, ÿâ-
ëÿåòñÿ ê¼íèãîâûì.

Çàïðåù¼ííûå ãðàôû

Îáîçíà÷èì A ìíîæåñòâî öèêëîâ è èõ äîïîëíåíèé ñ ÷èñëîì âåðøèí áîëü-
øèì 5 è íå êðàòíûì 4.

Îáîçíà÷èì B ìíîæåñòâî ãðàôîâ è äîïîëíåíèé ãðàôîâ, ïîëó÷åííûõ èç öèê-
ëà äëèíû êðàòíîé 4 äîáàâëåíèåì äâóõ âåðøèí, íå ñìåæíûõ ìåæäó ñîáîé,
êàæäàÿ èç êîòîðûõ ñîåäèíÿåòñÿ ðåáðîì ñ îäíîé âåðøèíîé öèêëà, ïðè÷¼ì ðàñ-
ñòîÿíèå ìåæäó äîáàâëåííûìè âåðøèíàìè íå÷¼òíî.

Îáîçíà÷èì C ìíîæåñòâî ãðàôîâ è äîïîëíåíèé ãðàôîâ, ïîëó÷åííûõ èç öèê-
ëà äëèíû êðàòíîé 4 äîáàâëåíèåì âèñÿ÷åãî ïóòè äëèíû 2, ñìåæíîãî ñ âåðøè-
íîé ñ íîìåðîì 0 è çàìåíîé êîãðàôîì èç äâóõ âåðøèí (K2 èëè O2) âåðøèíû
öèêëà ñ íîìåðîì 4k, k ∈ N, à òàê æå ïîëó÷åííûõ èç öèêëà äëèíû êðàòíîé
4 äîáàâëåíèåì âåðøèíû, ñìåæíîé ñ âåðøèíîé ñ íîìåðîì 0 è çàìåíîé êîãðà-
ôàìè èç äâóõ âåðøèí (K2 èëè O2) âåðøèí öèêëà ñ íîìåðàìè 4k, k ∈ N è
4l + 2, l ∈ N ∪ {0}.

Îáîçíà÷èì D ìíîæåñòâî ãðàôîâ è äîïîëíåíèé ãðàôîâ, ïîëó÷åííûõ èç öèê-
ëà äëèíû k1 + k2 + k3 + k4 çàìåíîé êîãðàôàìè èç äâóõ âåðøèí (K2 èëè O2)
âåðøèí ñ íîìåðàìè 0, k1, k1 + k2, k1 + k2 + k3, ïðè÷¼ì k1 ≡ k2 ≡ k3 ≡ k4 ≡
1(mod4), ki > 5, i = 2, 3, 4 èëè k1 ≡ 1(mod4), k1 > 5, k2 ≡ k4 ≡ 2(mod4), k3 ≡
3(mod4).

Îáîçíà÷èì E ìíîæåñòâî ãðàôîâ è äîïîëíåíèé ãðàôîâ, ïîëó÷åííûõ èç öèê-
ëà äëèíû êðàòíîé 4 äîáàâëåíèåì âåðøèíû, ñìåæíîé ñ âåðøèíàìè, èìåþùèìè
íîìåðà 0 è 4k + 2, k ∈ N, è çàìåíîé êîãðàôàìè èç äâóõ âåðøèí (K2 èëè O2)
âåðøèíû öèêëà ñ íîìåðàìè 4p, p ∈ N, p 6 k è 4q + 2, q ∈ N, q > k.

Òåîðåìà 4. Ãðàôû ìíîæåñòâà A ∪ B ∪ C ∪ D ∪ E ÿâëÿþòñÿ ìèíèìàëüíûìè
çàïðåù¼ííûìè ãðàôàìè äëÿ êëàññà K(P4). Ñóùåñòâóåò ðîâíî 4 ãðàôà èç 6
âåðøèí è 60 ãðàôîâ èç 7 âåðøèí, íå âõîäÿùèõ â äàííîå ìíîæåñòâî, êîòîðûå
òàê æå ÿâëÿþòñÿ ìèíèìàëüíûìè çàïðåù¼ííûìè ãðàôàìè äëÿ êëàññà K(P4).

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ëàáîðàòîðèè ËÀÒÀÑ, ÍÈÓ
ÂØÝ, ãðàíò ïðàâèòåëüñòâà ag. 11.G34.31.0057; ãðàíòà ïðåçèäåíòà Ðîññèè ÌÊ-
1148.2013.1; ÐÔÔÈ, ãðàíò �14-01-00515-à.
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ÌÃÓ, Ìîñêâà

Â äîêëàäå èññëåäóþòñÿ àëãåáðàè÷åñêèå ìîäåëè ïðîãðàìì, èññëåäîâàâøèå-
ñÿ â ðàáîòàõ [1] è [2] êàê àáñòðàêöèÿ ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïðîãðàìì. Ñóùåñòâóþò
êëàññû ìîäåëåé ïðîãðàìì, ïîçâîëÿþùèå ïåðåíîñèòü âûÿâëåííûå ñâîéñòâà íà
ðåàëüíûå ïðîãðàììû.

Ìîäåëü ïðîãðàìì ñòðîèòñÿ íàä çàäàííûì áàçèñîì îïåðàòîðíûõ ñèìâîëîâ
è ïðåäèêàòîâ. Àëãåáðàè÷åñêàÿ ìîäåëü ïðîãðàìì � ýòî ìíîæåñòâî ñõåì ïðî-
ãðàìì ñî ââåäåííûì îòíîøåíèåì ýêâèâàëåíòíîñòè. Ïîä ñõåìîé ïðîãðàììû
çäåñü ïîíèìàåòñÿ àáñòðàêòíûé âû÷èñëèòåëü, çàäàííûé ãðàôîì ïåðåõîäîâ, â
êîòîðîì âåðøèíàì ïðèïèñàíû îïåðàòîðíûå ñèìâîëû, à ïåðåõîäàì � âñå âîç-
ìîæíûå çíà÷åíèÿ ïðåäèêàòîâ. Äâå âåðøèíû ãðàôà âûäåëåíû îñîáî è íàçâàíû
âõîäîì è âûõîäîì.

Âû÷èñëåíèå ñõåìû ïðîãðàììû çàäàåòñÿ íà ôóíêöèè ðàçìåòêè � îöåíêå
ïðåäèêàòîâ íà âñåõ ñëîâàõ èç àëôàâèòà îïåðàòîðíûõ ñèìâîëîâ. Ïðè âû÷èñ-
ëåíèè ñõåìû ïåðåõîä âûáèðàåòñÿ èñõîäÿ èç òåêóùåãî îïåðàòîðíîãî ñëîâà èëè
öåïî÷êè � ïîñëåäîâàòåëüíîñòè óæå ïðîéäåííûõ îïåðàòîðíûõ ñèìâîëîâ. Äëÿ
âûáîðà ïåðåõîäà âû÷èñëÿåòñÿ çíà÷åíèå ôóíêöèè ðàçìåòêè íà òåêóùåé öå-
ïî÷êå, è îñóùåñòâëÿåòñÿ ïåðåõîä â âåðøèíó, ñâÿçàííóþ ñ òåêóùåé ðåáðîì,
ïîìå÷åííûì ýòèìè çíà÷åíèÿìè ïðåäèêàòîâ.

Ýêâèâàëåíòíîñòü ñõåì � ýòî ýêâèâàëåíòíîñòü èõ ðåçóëüòàòîâ âû÷èñëåíèé
íà ëþáîé ôóíêöèè ðàçìåòêè èç çàäàííîãî ìíîæåñòâà L äîïóñòèìûõ ôóíêöèé
ðàçìåòêè. Òàê êàê ðåçóëüòàòîì âû÷èñëåíèÿ ñõåìû ÿâëÿåòñÿ îïåðàòîðíîå ñëî-
âî, ïîëó÷åííîå â ìîìåíò äîñòèæåíèÿ âûõîäà èëè íåîïðåäåëåííîñòü, åñëè âû-
õîä íå áûë äîñòèãíóò, òî ýêâèâàëåíòíîñòü ââîäèòñÿ íà ìíîæåñòâå Y ∗∪{ω}, ãäå
Y � ìíîæåñòâî îïåðàòîðíûõ ñèìâîëîâ, à ω � îáîçíà÷åíèå íåîïðåäåëåííîñòè.
Íà îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè íàêëàäûâàåòñÿ îãðàíè÷åíèå: ω ∼ h ⇒ h = ω.
Òî åñòü, åñëè îäíà èç ñõåì íå îñòàíîâèëàñü, òî äðóãàÿ åé ýêâèâàëåíòíàÿ òîæå
äîëæíà çàöèêëèòüñÿ. Ýêâèâàëåíòíîñòü ñõåì îáîçíà÷èì ν.

Ïðè çàäàíèè ïàðàìåòðîâ ν, L (áàçèñ ñ÷èòàåòñÿ ôèêñèðîâàííûì) àëãåáðàè-
÷åñêàÿ ìîäåëü ïðîãðàìì ïîëíîñòüþ îïðåäåëåíà.

Òàê ââåäåííûå ñõåìû ïðîãðàìì èñïîëüçóþò âñå òðàäèöèîííûå êîìïîçèöèè
îïåðàòîðîâ ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïðîãðàìì, êðîìå ïðîöåäóð. Äëÿ îïèñàíèÿ ðå-
êóðñèâíûõ ïðîãðàìì ïðèìåíÿþòñÿ ìîäåëè ïðîãðàìì ñ ïðîöåäóðàìè. Â ýòîì
ñëó÷àå áàçèñ äîïîëíÿåòñÿ ìíîæåñòâàìè ñèìâîëîâ âûçîâîâ è âîçâðàòîâ, à ñõå-
ìà ñîäåðæèò îïèñàíèå ïðîöåäóð (â êà÷åñòâå ïîäãðàôîâ). Îäèí ïîäãðàô âû-
äåëåí êàê ãëàâíûé, îñòàëüíûå íàçûâàþòñÿ ïðîöåäóðíûìè. Â ïðîöåäóðíûõ
ïîäãðàôàõ âìåñòî âõîäà âûäåëåíà èíèöèàëüíàÿ âåðøèíà, âìåñòî âûõîäà �
ôèíàëüíàÿ. Â ãëàâíîì ïîäãðàôå îñòàþòñÿ âõîä è âûõîä ñõåìû. Êðîìå òî-
ãî, âåðøèíàì ìîãóò áûòü ïðèïèñàíû âìåñòî îïåðàòîðíûõ ñèìâîëîâ ñèìâîëû
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âûçîâà è âîçâðàòà. Â òàêîì ñëó÷àå âåðøèíû íàçûâàþòñÿ âûçîâàìè è âîçâðà-
òàìè, ñîîòâåòñòâåííî. Åñòåñòâåííî, ÷òî âûçîâû è âîçâðàòû îáðàçóþò ïàðû, è
äóãè èç âûçîâîâ âåäóò â èíèöèàëüíûå âåðøèíû, à â âîçâðàòû âåäóò äóãè èç
ôèíàëüíûõ âåðøèí.

Ñîîòâåòñòâóþùèì îáðàçîì ìåíÿåòñÿ îïðåäåëåíèå ôóíêöèè ðàçìåòêè � òå-
ïåðü îíà îïðåäåëÿåò çíà÷åíèå ïðåäèêàòîâ íà öåïî÷êàõ ñèìâîëîâ èç îïåðàòîð-
íûõ, âûçîâîâ è âîçâðàòîâ. Âûïîëíåíèå òîæå èçìåíÿåòñÿ: èñïîëüçóåòñÿ ìà-
ãàçèí, â êîòîðûé çàãðóæàþòñÿ íîìåðà ïðîõîäèìûõ âûçîâîâ è èçâëåêàþòñÿ
íîìåðà äëÿ ïðàâèëüíîãî âûõîäà èç ôèíàëüíûõ âåðøèí � ýòî íóæíî äëÿ òîãî,
÷òîáû ïîñëå âûçîâà ïðîöåäóðû âåðíóòüñÿ â ïàðíûé âîçâðàò.

Îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè ν çàäàåòñÿ òåïåðü íà ñëîâàõ èç (Y ∪C ∪R)∗∪
{ω}, ãäå C,R � ìíîæåñòâà ñèìâîëîâ âûçîâîâ è âîçâðàòîâ, ñîîòâåòñòâåííî.
Ýêâèâàëåíòíîñòü ñõåì ââîäèòñÿ òàê æå, êàê è äëÿ ñõåì áåç ïðîöåäóð.

Ñõåìû è ìîäåëè ïðîãðàìì áåç ïðîöåäóð áóäåì íàçûâàòü ïðîñòûìè.
Äëÿ ìîäåëåé ïðîãðàìì, ïðîñòûõ è ñ ïðîöåäóðàìè, ôóíäàìåíòàëüíîé ÿâ-

ëÿåòñÿ ïðîáëåìà ýêâèâàëåíòíîñòè � îïðåäåëèòü ïî ïàðå ñõåì, ÿâëÿþòñÿ ëè
îíè ýêâèâàëåíòíûìè â ìîäåëè èëè íåò. Â îáùåì ñëó÷àå (áåç îãðàíè÷åíèÿ íà
ïàðàìåòðû ìîäåëè) ýòà ïðîáëåìà íåðàçðåøèìà. Îäíàêî, ïîêàçàíî, ÷òî ïðè
íåêîòîðûõ îãðàíè÷åíèÿõ ýòà ïðîáëåìà ðàçðåøèìà (ñì., íàïðèìåð, [3], [4]) è,
ïðè åùå áîëåå ñòðîãèõ îãðàíè÷åíèÿõ, ìîæåò ñâîäèòüñÿ ê ïðîáëåìå ýêâèâà-
ëåíòíîñòè êîíå÷íûõ àâòîìàòîâ ( [5]).

Ïðîáëåìà ýêâèâàëåíòíîñòè äîñòàòî÷íî õîðîøî èçó÷åíà äëÿ ïðîñòûõ ìî-
äåëåé ïðîãðàìì, ïîýòîìó èíòåðåñíà çàäà÷à ïåðåíîñà ðåçóëüòàòîâ ñ ïðîñòûõ
ìîäåëåé ïðîãðàìì íà ìîäåëè ïðîãðàìì ñ ïðîöåäóðàìè. Îäèí èç ñïîñîáîâ ýòî
ñäåëàòü � ââåäåíèå òàê íàçûâàåìûõ ïåðåãîðîä÷àòûõ ìîäåëåé ïðîãðàìì, ñòðî-
ÿùèõñÿ ïî çàäàííîé ïðîñòîé ìîäåëè ïðîãðàìì, íàçûâàåìîé èíäóöèðóþùåé.

Ýêâèâàëåíòíîñòü ν ïåðåãîðîä÷àòîé ìîäåëè îïðåäåëÿåòñÿ ïî ýêâèâàëåíòíî-
ñòè τ ïîðîæäàþùåé ìîäåëè, à ìíîæåñòâî äîïóñòèìûõ ôóíêöèé ðàçìåòêè L �
ïî ìíîæåñòâó äîïóñòèìûõ ôóíêöèé ðàçìåòêè ïîðîæäàþùåé ìîäåëè l. Îïðå-
äåëåíèå ïàðàìåòðîâ òàêîâî, ÷òî ñõåìû ìîäåëè íà âñåõ ó÷àñòêàõ, íà êîòîðûõ
îíè ìîãóò ñ÷èòàòüñÿ ïðîñòûìè ñõåìàìè, âåäóò ñåáÿ êàê ñõåìû èç èíäóöèðóþ-
ùåé ìîäåëè.

Ôîðìàëüíîå îïðåäåëåíèå ïåðåãîðîä÷àòîé ìîäåëè ïðîãðàìì äàíî â [6].
Òðàäèöèîííî èññëåäîâàëñÿ ñëó÷àé îäíîïàðàìåòðè÷åñêèõ ìîäåëåé, â êîòî-

ðûõ ìíîæåñòâî ôóíêöèé ðàçìåòêè l ñòðîèòñÿ ïî îòíîøåíèþ ýêâèâàëåíòíîñòè.
Â äàííîì äîêëàäå, îäíàêî, ðàññìàòðèâàþòñÿ äâóõïàðàìåòðè÷åñêèå ìîäåëè, â
êîòîðûõ τ è l ìîãóò âûáèðàòüñÿ íåçàâèñèìî. Ýòîò ñëó÷àé ÿâëÿåòñÿ îáîáùå-
íèåì îäíîïàðàìåòðè÷åñêèõ ìîäåëåé ïðîãðàìì.

Ïåðåä òåì êàê ðåøàòü ïðîáëåìó ýêâèâàëåíòíîñòè, íóæíî îáåñïå÷èòü ïðî-
öåäóðíóþ ñâîáîäó ñõåì. Òî åñòü, óäàëèòü èç ñõåìû âñå íåâûçûâàåìûå ïðî-
öåäóðíûå ïîäãðàôû è áåñïîëåçíûå âûçîâû è âîçâðàòû. Äëÿ ýòîãî äîêàçàíà
ñëåäóþùàÿ òåîðåìà:

Òåîðåìà 1. Åñëè â èíäóöèðóþùåé ïðîñòîé ìîäåëè ïðîãðàìì ðàçðåøèìà
ïðîáëåìà ýêâèâàëåíòíîñòè, ñóùåñòâóåò àëãîðèòì, êîòîðûé äëÿ ñõåìû èç ïåðå-
ãîðîä÷àòîé ìîäåëè ïðîãðàìì ñòðîèò ýêâèâàëåíòíóþ åé ïðîöåäóðíî ñâîáîäíóþ
ñõåìó.
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Äîêàçàòåëüñòâî çàêëþ÷àåòñÿ â ñâåäåíèè ïîñòàâëåííîé çàäà÷è ê çàäà÷å
îñâîáîæäåíèÿ êîíòåêñòíî-ñâîáîäíîé ãðàììàòèêè îò áåñïîëåçíûõ ñèìâîëîâ.
Ïîñëåäíÿÿ ðåøåíà, â ÷àñòíîñòè, â [7]. Êàæäûé íåòåðìèíàë ïîëó÷àåìîé ÊÑ
ãðàììàòèêè ñîîòâåòñòâóåò êàêîìó-ëèáî âûçîâó, âîçâðàòó èëè ïðîöåäóðå èñ-
õîäíîé ñõåìû, è òîãäà áåñïîëåçíûå ñèìâîëû îòðàæàþò íåôóíêöèîíèðóþùèå
ýëåìåíòû ñõåìû. Òåðìèíàëû æå ñîîòâåòñòâóþò ó÷àñòêàì ñõåìû, íà êîòîðûõ
îíà ôóíêöèîíèðóåò êàê ïðîñòàÿ.

Ïîñëå ïðèâåäåíèÿ ñõåì ê ïðîöåäóðíî ñâîáîäíîìó âèäó âîçìîæíî äîêàçà-
òåëüñòâî ñëåäóþùåé òåîðåìû:

Òåîðåìà 2. Â ïåðåãîðîä÷àòîé ìîäåëè ïðîãðàìì ýêâèâàëåíòíîñòü ðàçðåøè-
ìà, åñëè â èíäóöèðóþùåé ïðîñòîé ìîäåëè ðàçðåøèìû ïðîáëåìû ýêâèâàëåíò-
íîñòè è íåïóñòîòû ïåðåñå÷åíèÿ.

Ïðîáëåìà íåïóñòîòû ïåðåñå÷åíèÿ, óïîìÿíóòàÿ â òåîðåìå � âîïðîñ î ñóùå-
ñòâîâàíèè êàêîé-ëèáî äîïóñòèìîé ôóíêöèè ðàçìåòêè, íà êîòîðîé îáå ñõåìû
îñòàíàâëèâàþòñÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû ñîñòîèò â ïîñòðîåíèè òàêîãî àëãîðèòìà. Ïðè ðà-
áîòå àëãîðèòìà èññëåäóþòñÿ ïàðû âûçîâîâ ñõåì, è íà íèõ ââîäèòñÿ îòíîøåíèå,
ïîêàçûâàþùåå, ÷òî ýòè âûçîâû äîëæíû áûòü ñâÿçàíû ñ ýêâèâàëåíòíûìè ïîä-
ãðàôàìè. Âñå òàêèå ïàðû ïîäãðàôîâ äâóõ ñõåì ïðîâåðÿþòñÿ íà ýêâèâàëåíò-
íîñòü. Ïðè îáíàðóæåíèè íåýêâèâàëåíòíîé ïàðû ïîäãðàôîâ ñõåìû ÿâëÿþòñÿ
íåýêâèâàëåíòíûìè. Åñëè âñå ïàðû âûçîâîâ, íàõîäÿùèõñÿ â óêàçàííîì îòíî-
øåíèè, ñâÿçàíû ñ ýêâèâàëåíòíûìè ïîäãðàôàìè, òî ñõåìû ýêâèâàëåíòíû.

Îáà óêàçàííûå àëãîðèòìà, ðàññìàòðèâàåìûå êàê àëãîðèòìû ñ îðàêóëàìè,
ÿâëÿþòñÿ ïîëèíîìèàëüíûìè.

Â çàêëþ÷åíèå îòìåòèì, ÷òî ïðè äîïîëíèòåëüíîì îãðàíè÷åíèè íà ñõåìû
ìîæíî ïîñòðîèòü àëãîðèòì, êîòîðîìó íå òðåáóåòñÿ ðàçðåøèìîñòü ïðîáëåìû
íåïóñòîòû ïåðåñå÷åíèÿ â èíäóöèðóþùåé ìîäåëè.
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Ãîñóäàðñòâåííîãî Óíèâåðñèòåòà èì. Ì. Â. Ëîìîíîñîâà, Ìîñêâà

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî â áóëåâîé ôóíêöèè f(x1, ..., xn) ïðîèçîøëî Φ-
ñëèïàíèå ïåðåìåííûõ xi1 , ..., xik , åñëè âìåñòî èñõîäíîé ôóíêöèè ðåàëè-
çóåòñÿ áóëåâà ôóíêöèÿ, ïîëó÷åííàÿ èç íåå ïîäñòàíîâêîé âìåñòî êàæäîé
èç ïåðåìåííûõ xi1 , ..., xik ôóíêöèè ϕ(xi1 , ..., xik) îò xi1 , ..., xik , ãäå ôóíê-
öèÿ ϕ ∈ Φ, ϕ áóäåì òàêæå íàçûâàòü ôóíêöèåé ñëèïàíèÿ. Ïóñòü q, p ∈
N, q 6 p 6 n, i1, i2, ..., ij1 , ij1+1, ..., ij2 , ..., ijq−1 , ijq−1+1, ..., ijq � ïîïàðíî ðàç-
ëè÷íûå íàòóðàëüíûå ÷èñëà èç îòðåçêà [1, n]. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî â áóëå-
âîé ôóíêöèè f(x1, ..., xn) ïðîèçîøëî ìíîæåñòâåííîå Φ-ñëèïàíèå ïåðåìåííûõ
xi1 , ..., xij1 , ..., xijq−1+1 , ..., xijq , åñëè âìåñòî èñõîäíîé ôóíêöèè ðåàëèçóåòñÿ áó-
ëåâà ôóíêöèÿ, ïîëó÷åííàÿ èç íåå ïîäñòàíîâêîé âìåñòî êàæäîé èç ïåðåìåííûõ
xi1 , xi2 , ..., xij1 ôóíêöèè ϕ1(xi1 , xi2 , ..., xij1 ) ∈ Φ, âìåñòî êàæäîé èç ïåðåìåí-
íûõ xij1+1 , ..., xij2 ôóíêöèè ϕ2(xij1+1 , ..., xij2 ) ∈ Φ è òàê äàëåå, âìåñòî êàæ-
äîé èç ïåðåìåííûõ xijq−1+1 , ..., xijq ôóíêöèè ϕq(xijq−1+1 , ..., xijq ) ∈ Φ, ôóíê-
öèè ϕ1, ..., ϕq òàêæå áóäåì íàçûâàòü ôóíêöèÿìè ñëèïàíèÿ. ×åðåç Ψ = Ψn,f,ϕ

îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî ôóíêöèé, â êîòîðîå âõîäèò f(x1, ..., xn) è âñåâîçìîæ-
íûå áóëåâû ôóíêöèè, ïîëó÷àþùèåñÿ èç f(x1, ..., xn) â ðåçóëüòàòå ìíîæå-
ñòâåííûõ Φ-ñëèïàíèé ïåðåìåííûõ ïðè ëþáûõ äîïóñòèìûõ çíà÷åíèÿõ ÷èñåë
p, q, i1, i2, ..., ij1 , ij1+1, ..., ij2 , ..., ijq−1 , ijq−1+1, ..., ijq . Ìíîæåñòâî íàáîðîâ T íàçî-
âåì ïðîâåðÿþùèì (äèàãíîñòè÷åñêèì) òåñòîì äëÿ ôóíêöèè f(x1, ..., xn), åñëè
äëÿ ôóíêöèè f è ëþáîé g ∈ Ψ, îòëè÷íîé îò f , (ñîîòâåòñòâåííî, äëÿ ëþáîé ïà-
ðû íåðàâíûõ ôóíêöèé èç Ψ∪ f) â T íàéäåòñÿ íàáîð, íà êîòîðîì ýòè ôóíêöèè
ïðèíèìàþò ðàçíûå çíà÷åíèÿ. Òðàäèöèîííûì îáðàçîì ââåäåì ôóíêöèþ Øåí-
íîíà äëèíû ïðîâåðÿþùåãî (äèàãíîñòè÷åñêîãî) òåñòà îòíîñèòåëüíî ìíîæå-
ñòâåííûõ Φ-ñëèïàíèé ïåðåìåííûõ Ldetect(n) (ñîîòâåòñòâåííî Ldiagn(n)), êàê
ìàêñèìóì ïî âñåì áóëåâûì ôóíêöèÿì äëèíû ìèíèìàëüíîãî ïðîâåðÿþùåãî
(äèàãíîñòè÷åñêîãî) òåñòà îòíîñèòåëüíî ìíîæåñòâåííûõ Φ-ñëèïàíèé. Ìíîæå-
ñòâî íàáîðîâ, ó êîòîðûõ ðîâíî p åäèíèö, íàçûâàåòñÿ p-ì ñëîåì áóëåâà êóáà.
Áóëåâà ôóíêöèÿ ϕ(xi1 , ..., xik) íàçûâàåòñÿ ñèììåòðè÷åñêîé, åñëè íà âñÿêèõ
äâóõ íàáîðàõ, ïðèíàäëåæàùèõ îäíîìó ñëîþ áóëåâà êóáà, çíà÷åíèÿ ôóíêöèè
ñîâïàäàþò. Âñå íåîïðåäåëåííûå ïîíÿòèÿ ìîæíî íàéòè â [1]. Â äàííîé ðàáîòå
ðàññìàòðèâàåòñÿ ñëó÷àé, êîãäà Φ � âñåâîçìîæíûå ìîíîòîííûå ñèììåòðè÷å-
ñêèå ôóíêöèè, à ñëèïàíèÿ, ñîîòâåòñòâåííî, íàçûâàþòñÿ ìîíîòîííûìè ñèì-
ìåòðè÷åñêèìè. Ïîëó÷åíû íåòðèâèàëüíûå âåðõíÿÿ è íèæíÿÿ îöåíêà ôóíêöèè
Øåííîíà äëèíû ïðîâåðÿþùåãî òåñòà è òî÷íîå çíà÷åíèå ôóíêöèè Øåííî-
íà äëèíû äèàãíîñòè÷åñêîãî òåñòà îòíîñèòåëüíî ìîíîòîííûõ ñèììåòðè÷åñêèõ
ñëèïàíèé.
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Òåîðåìà 1. Ïðè n −→∞ èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî:

2n 6 Ldetect(n) 6
n2

2
+O(n log n).

Äîêàçàòåëüñòâî.
Ïóñòü èìååòñÿ íåêîòîðàÿ áóëåâà ôóíêöèÿ f(x1, ..., xn).
Ñíà÷àëà çàìåòèì, ÷òî åñëè â êàêîì-ëèáî êîíñòàíòíîì ñëèïàíèè ó÷àñòâóåò

ñóùåñòâåííàÿ ïåðåìåííàÿ xi, òî íåèñïðàâíîñòü îáíàðóæèâàåòñÿ íà îäíîì èç
äâóõ íàáîðîâ, ñîñåäíèõ ïî xi, íà êîòîðûõ ôóíêöèÿ ïðèíèìàåò ðàçíûå çíà÷å-
íèÿ. Åñëè â êîíñòàíòíûõ ñëèïàíèÿõ ó÷àñòâóþò òîëüêî ôèêòèâíûå ïåðåìåí-
íûå, ýòî íå âëèÿåò íà ðåàëèçóåìóþ ôóíêöèþ. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Texist ìíî-
æåñòâî íàáîðîâ, ñîäåðæàùåå äëÿ êàæäîé ñóùåñòâåííîé ïåðåìåííîé ñîîòâåò-
ñòâóþùóþ ïàðó íàáîðîâ è äàëåå áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî êîíñòàíòíûõ ñëèïàíèé
íåò.

Ïðîâåðÿþùåé ïàðîé äëÿ ïåðåìåííûõ xi, xj , i 6= j, íàçîâåì ïàðó íàáîðîâ
α̃ = (α1, ..., αn), β̃ = (β1, ..., βn) òàêèõ, ÷òî f(α̃) 6= f(β̃), ai 6= aj è ïðè k ∈ {i, j}
αk 6= βk, à ïðè âñåõ îñòàëüíûõ k èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî αk = βk.

Ââåäåì íà ìíîæåñòâå áóëåâûõ ïåðåìåííûõ x1,...,xn áèíàðíîå îòíîøåíèå
Qf . Âñåãäà âåðíî, ÷òî xiQfxi. Åñëè i 6= j, òî xiQfxj òîãäà è òîëüêî òîãäà, êî-
ãäà äëÿ ïåðåìåííûõ xi, xj ôóíêöèè f(x̃n) íå ñóùåñòâóåò ïðîâåðÿþùåé ïàðû.
Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî Qf � îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè, ñëåäîâàòåëüíî, ìíî-
æåñòâî ïåðåìåííûõ x1,...,xn ðàçáèâàåòñÿ íà êëàññû ýêâèâàëåíòíîñòè. Êàæäûé
êëàññ ýêâèâàëåíòíîñòè íàçîâåì ìíîæåñòâîì ñèììåòðè÷íîñòè.

Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ïåðåìåííûå x1, ..., xm1 îáðà-
çóþò ïåðâîå ìíîæåñòâî ñèììåòðè÷íîñòè, xm1+1, ..., xm2 � âòîðîå ìíîæåñòâî
ñèììåòðè÷íîñòè, ..., xmr−1+1, ..., xmr � r-å ìíîæåñòâî ñèììåòðè÷íîñòè, à, íà-
÷èíàÿ ñ xmr+1, êàæäàÿ ïåðåìåííàÿ îáðàçóåò îòäåëüíîå ìíîæåñòâî ñèììåòðè÷-
íîñòè.

Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî äëÿ ìíîæåñòâà Tdetect, ñîäåðæàùåãî ïðîâåðÿþùèå
ïàðû äëÿ âñåõ ïàð ïåðåìåííûõ èç ðàçíûõ ìíîæåñòâî ñèììåòðè÷íîñòè, èìå-

åò ìåñòî íåðàâåíñòâî |Tdetect| 6 C2
n −

r∑
i=0

C2
mi+1−mi + O(n log n), ãäå m0 = 0.

Ìíîæåñòâî Tdetect îáíàðóæèâàåò âñåâîçìîæíûå íåèñïðàâíîñòè, ïðè êîòîðûõ
â íåêîòîðîì ñëèïàíèè ó÷àñòâóþò ïåðåìåííûå èç ðàçíûõ ìíîæåñòâ ñèììåò-
ðè÷íîñòè.

Ïîñòðîèì ìíîæåñòâî T1, êîòîðîå îáíàðóæèâàåò âñåâîçìîæíûå ñëèïàíèÿ
ñðåäè ïåðåìåííûõ ïåðâîãî ìíîæåñòâà ñèììåòðè÷íîñòè x1, ..., xm1 .

Ðàññìîòðèì ñëó÷àè.
Ñëó÷àé 0. Ïåðåìåííûå x1, ..., xm1 ôèêòèâíû. Èõ ñëèïàíèÿ íå ìåíÿþò èñ-

õîäíóþ ôóíêöèþ, ïåðåõîäèì ê ñëåäóþùåìó ìíîæåñòâó ñèììåòðè÷íîñòè.
Ñëó÷àé 1. Ñóùåñòâóþò òàêèå ÷èñëà am1+1, ..., an, ÷òî ôóíêöèÿ h(x1, ..., xm1)

= f(x1, ..., xm1 , am1+1, ..., an) íå ÿâëÿåòñÿ íè ìîíîòîííîé, íè àíòèìîíîòîííîé.
Ïîäñëó÷àé 1a. Ôóíêöèÿ h(x1, ..., xm1) íà k-ì ñëîå êóáà ðàâíà a, íà âñåõ

îñòàëüíûõ ñëîÿõ � ā. Çàìåòèì, ÷òî k íå ìîæåò ðàâíÿòüñÿ 0 èëè n.
Ïðîâåðÿþùåé òðîéêîé äëÿ ïåðåìåííûõ xi, xj íàçîâåì íàáîðû α̃1, α̃2, α̃3

òàêèå, ÷òî: 1) h(α̃1) = h(α̃3) 6= h(α̃2); 2) â ïîçèöèÿõ i, j íàáîðà α̃1 ñòîÿò íóëè;
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3) íàáîð α̃2 ÿâëÿåòñÿ ñîñåäíèì ñ α̃2 ïî îäíîé èç êîìïîíåíò i èëè j, à íàáîð α̃3

ñîñåäíèé ñ α̃2 ïî äðóãîé êîìïîíåíòå.
Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ñóùåñòâóåò ìíîæåñòâî íàáîðîâ, ñîäåðæàùåå âñå

ïðîâåðÿþùèå òðîéêè äëÿ ôóíêöèè h(x1, ..., xm1), ìîùíîñòè íå áîëåå, ÷åì
m2

1
2 +O(m1). Ïðèïèñàâ ê êàæäîìó íàáîðó ÷èñëà am1+1, ..., an, ïîëó÷èì ìíîæå-
ñòâî T1 òîé æå ìîùíîñòè, ñîäåðæàùåå ïðîâåðÿþùèå òðîéêè äëÿ ïåðåìåííûõ
x1, ..., xm1 ôóíêöèè f(x1, ..., xn). Íåñëîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ìíîæåñòâî T1 ïðîâå-
ðÿåò âñåâîçìîæíûå ñëèïàíèÿ ñðåäè ïåðåìåííûõ ïåðâîãî ìíîæåñòâà ñèììåò-
ðè÷íîñòè.

Ïîäñëó÷àé 1b. Ñóùåñòâóþò ÷èñëà k0, k1, k0 < k1 òàêèå, ÷òî ôóíêöèÿ
h(y1, ..., ym1) ïðèíèìàåò çíà÷åíèå a íà ñëîÿõ 0, 1, ..., k0 − 1, çíà÷åíèå ā íà ñëîå
k0, çíà÷åíèå b íà ñëîå k1 è çíà÷åíèå b̄ íà ñëîÿõ k1 + 1, ..., n.

Ïðîâåðÿþùåé ÷åòâåðêîé äëÿ ïåðåìåííûõ xi, xj íàçîâåì íàáîðû α̃1, α̃2, α̃3,
α̃4 òàêèå, ÷òî: 1) h(α̃1) 6= h(α̃2), h(α̃3) 6= f(α̃4); 2) ó íàáîðà α̃1 ñòîÿò íóëè â
ðàçðÿäàõ i, j, à ó α̃3 ñòîèò íóëü â îäíîì èç ðàçðÿäîâ i, j (îáîçíà÷èì ýòîò ðàçðÿä
÷åðåç t) è åäèíèöà â äðóãîì ðàçðÿäå; 3) íàáîðû α̃1 è α̃2 ÿâëÿþòñÿ ñîñåäíèìè
ïî êîìïîíåíòå t, íàáîðû α̃3 è α̃4 òàêæå ÿâëÿþòñÿ ñîñåäíèìè ïî êîìïîíåíòå t;
4) α̃1 ≺ α̃2 ≺ α̃4, α̃1 ≺ α̃3 ≺ α̃4.

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó ïîäñëó÷àþ ìíîæåñòâî T1 ñîäåðæèò ïðîâåðÿþ-
ùèå ÷åòâåðêè äëÿ âñåõ ïåðåìåííûõ èç ïåðâîãî ìíîæåñòâà ñèììåòðè÷íîñòè,

èìååò ìîùíîñòè íå áîëåå, ÷åì m2
1

2 +O(m1) è ïðîâåðÿåò âñåâîçìîæíûå ñëèïà-
íèÿ ïåðåìåííûõ èç ïåðâîãî ìíîæåñòâà ñèììåòðè÷íîñòè.

Ñëó÷àé 2. Ïðè ëþáûõ bm1+1, ..., bn ôóíêöèÿ f(x1, ..., xm1 , bm1+1, ..., bn) áó-
äåò ìîíîòîííîé èëè àíòèìîíîòîííîé ñèììåòðè÷åñêîé ôóíêöèåé.

Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå ñòðîèòñÿ ìíîæåñòâî T1 ìîùíîñòè íå

áîëåå, ÷åì m2
1

2 +O(m1 logm1), êîòîðîå ïðîâåðÿåò âñåâîçìîæíûå ñëèïàíèÿ ïå-
ðåìåííûõ ïåðâîãî ìíîæåñòâà ñèììåòðè÷íîñòè.

Îñòàëüíûå ìíîæåñòâà ñèììåòðè÷íîñòè ðàññìàòðèâàþòñÿ àíàëîãè÷íî.
Îáúåäèíèâ ìíîæåñòâà Texist,Tdetect,T1,...,Tr, ïîëó÷àåì ïðîâåðÿþùèé òåñò

òðåáóåìîé ìîùíîñòè.
Íèæíÿÿ îöåíêà äîñòèãàåòñÿ íà ôóíêöèè x1...xn ∨ x̄1...x̄n. Ýòà æå ôóíê-

öèÿ áûëà èñïîëüçîâàíà â [2] äëÿ îöåíêè äëèíû òåñòà íà êîíúþíêòèâíî-
äèçúþíêòèâíûå ñëèïàíèÿ.

Òåîðåìà 2.
Ldiagn(n) = 2n.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âåðõíÿÿ îöåíêà òðèâèàëüíà, íèæíÿÿ äîñòèãàåòñÿ íà ôóíê-
öèè x1...xn.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå ÐÔÔÈ, ïðîåêò �12-01-00964-à.
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Êàçàíñêèé Ôåäåðàëüíûé óíèâåðñèòåò, Êàçàíü

Àâòîíîìíûå êîíå÷íûå âåðîÿòíîñòíûå àâòîìàòû ïîðîæäàþò ñëó÷àéíûå ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòè. ×òîáû îöåíèòü êîëè÷åñòâî ñîñòîÿíèé òàêîé ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòè, òðåáóåòñÿ ðåøàòü ðàçëè÷íûå çàäà÷è. Â äàííîé ðàáîòå ïðèâîäÿòñÿ îöåí-
êè, ñâÿçàííûå ñ èññëåäîâàíèåì ïåðåñå÷åíèÿ êîíóñà è ïîäïðîñòðàíñòâà.

Ââåäåíèå

Àâòîíîìíûé êîíå÷íûé âåðîÿòíîñòíûé àâòîìàò (ÊÂÀ) ñ n ñîñòîÿíèÿìè
îïðåäåëÿåòñÿ ìíîæåñòâîì ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ â n-ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå Rn.
Ïðè ìèíèìèçàöèè ÊÂÀ ýòî ìíîæåñòâî ìîæåò ìåíÿòüñÿ, íî äëÿ èñõîäíîãî
è ïîëó÷àåìîãî ìíîæåñòâî áóäåò ñóùåñòâîâàòü èíâàðèàíòíûé ïîëèýäðàëüíûé
êîíóñ. Èñõîäíûé êîíóñ îáîçíà÷èì ÷åðåç R+

n .

Îïðåäåëåíèå 1. [1, 2] Âûïóêëûé îñòðîêîíå÷íûé êîíóñ Kr â Rn áóäåì íà-
çûâàòü r-êîíóñîì, åñëè îí îáðàçîâàí r âåêòîðàìè, ò.å. äëÿ íåêîòîðûõ µ1, . . . µr

Kr = {
r∑
i=1

αiµi|αi > 0, i = 1, r} è ïðè ýòîì íèêàêîå ìíîæåñòâî èç (r− 1) âåêòî-

ðà íå îáðàçóåò Kr. Ïî îïðåäåëåíèþ êîíóñ îòðîêîíå÷åí, åñëè èç {−µ, µ} ⊂ Kr

ñëåäóåò, ÷òî µ = 0.
Â äàííîé ðàáîòå ïðèâîäÿòñÿ îöåíêè ÷èñëà KO(r, n) � ìàêñèìàëüíî âîçìîæ-

íîãî êîëè÷åñòâà îáðàçóþùèõ êîíóñà, ÿâëÿþùåãîñÿ ïåðåñå÷åíèåì íåêîòîðîãî
r-êîíóñà Kr, òî åñòü îñòðîêîíå÷íîãî êîíóñà, ëåæàøåãî â ïåðåñå÷åíèè r ïî-
ëóïðîñòðàíñòâ, è ïîäïðîñòðàíñòâà ðàçìåðíîñòè n, à òàêæå ÷èñëà KOÃ(r, n) �
ìàêñèìàëüíî âîçìîæíîãî êîëè÷åñòâà îáðàçóþùèõ êîíóñà, ÿâëÿþùåãîñÿ ïåðå-
ñå÷åíèåì íåêîòîðîãî r-ãðàííîãî êîíóñà K∗r (òî åñòü îñòðîêîíå÷íîãî êîíóñà, ÿâ-
ëÿþùèìñÿ ïåðåñå÷åíèåì r ïîëóïðîñòðàíñòâ) è ïîäïðîñòðàíñòâà ðàçìåðíîñòè
n. Èñõîäíûé êîíóñ R+

n èìååò êàê n îáðàçóþùèõ, òàê è n ãðàíåé. Ïðè ïåðåõîäå
ê ïðåäåëüíî ìèíèìàëüíîìó àâòîìàòó ñîîòâåòñòâóþùåå ëèíåéíîå ïðåîáðàçî-
âàíèå ïåðåâîäèò R+

n , â êîíóñ, èìåþùèé ïî-ïðåæíåìó n ãðàíåé.
Ïóñòü ÊÂÌ(r, n) � ìàêñèìàëüíîå êîëè÷åñòâî âåðøèí âûïóêëîãî r-

ãðàííèêà, òî åñòü îãðàíè÷åííîãî r (n− 1)-ìåðíûìè ãðàíÿìè, â n-ìåðíîì ïðî-
ñòðàíñòâå. Â [3] ïðèâåäåíà ôóíêöèÿ, ðàâíàÿ ìàêñèìàëüíîìó ÷èñëó k-ìåðíûõ
ãðàíåé n-ìåðíîãî ìíîãîãðàííèêà ñ r âåðøèíàìè (îáîçíà÷èì åå ÊÃÌ(r, n, k)).

Îöåíêà, ñâÿçàííàÿ ñ êîëè÷åñòâîì îáðàçóþùèõ

Òåîðåìà 1. ÊÂÌ(r, n− 1) 6 KO(r, n), r > n.
Äîêàçàòåëüñòâî. Âûïóêëûé r-ãðàííèê â (n − 1)-ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå
âçàèìíî-îäíîçíà÷íî ñîîòâåñòâóåò ðåøåíèþ ñèñòåìû r ëèíåéíûõ íåðàâåíñòâ
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S. Íåîòðèöàòåëüíûé îðòàíò R+
r îáðàçîâàí r âåêòîðàìè. Ëèíåéíàÿ êîìáèíà-

öèÿ ýòèõ âåêòîðîâ ñ èñïîëüçîâàíèåì êîýôôèöèåíòîâ ñèñòåìû íåðàâåíñòâ S
ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü íåêîòîðîå n-ìåðíîå ïðîñòðàíñòâî. Ëþáîé âåêòîð µ ýòîãî
ïðîñòðàíñòâà îäíîçíà÷íî ñîîòâåòñòâóåò íåêîòîðîìó âåêòîðó (x1, . . . , xn). Ïðè-
÷åì µ ïðèíàäëåæèò R+

r òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà (x1, . . . , xn) ñîîòâåòñòâóåò
ðåøåíèþ ñèñòåìû S. Ñëåäîâàòåëüíî, ÊÂÌ(r, n− 1) 6 KO(r, n).

Òåîðåìà îïðîâåðãàåò ðåçóëüòàò ðàáîòû [4], óòâåðæäàþùèé, ÷òî âñåãäà
KO(r, n) 6 r. Íàïðèìåð, 4-ìåðíîå ïðîñòðàíñòâî ñ áàçèñîì:

(−1, 0, 0, 1, 0, 0), (0,−1, 0, 0, 1, 0), (0, 0,−1, 0, 0, 1), (1, 1, 1, 0, 0, 0),

ïåðåñåêàÿñü ñ 6-êîíóñîì R+
6 , äàåò 8-êîíóñ ñ îáðàçóþùèìè

(1, 1, 1, 0, 0, 0), (1, 1, 0, 0, 0, 1), (1, 0, 1, 0, 1, 0), (1, 0, 0, 0, 1, 1),

(0, 1, 0, 1, 0, 1), (0, 1, 1, 1, 0, 0), (0, 0, 1, 1, 1, 0), (0, 0, 0, 1, 1, 1).

Îöåíêà, ñâÿçàííàÿ ñ êîëè÷åñòâîì ãðàíåé

Îøèáêà ðàáîòû [4], îñíîâàíà íà íåâåðíîì óòâåðæäåíèè, ÷òî r-êîíóñ âñåãäà
îãðàíè÷åí r ãèïåðïëîñêîñòÿìè. Ñëåäóþùèå 5 ãèïåðïëîñêîñòåé:

x > 0, y > 0, z > 0, t > 0, x 6 y + z + t

îáðàçóþò 6-êîíóñ ñ îáðàçóþùèìè

(0, 1, 0, 0), (0, 0, 1, 0), (0, 0, 0, 1), (1, 0, 1, 0), (1, 1, 0, 0), (1, 0, 0, 1).

Òåîðåìà 2. KOÃ(r, n) = ÊÂÌ(r, n− 1) =

= ÊÃÌ(r, n− 1, n− 2) =

{
2 r
n−1

(
r−(n+1)/2

(n−3)/2

)
, åñëè n íå÷åòíî,

2
(
r−n/2
n/2−1

)
, åñëè n ÷åòíî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îñíîâíàÿ èäåÿ äîêàçàòåëüñòâà ñîñòîèò â òîì, ÷òî â ïðî-
ñòðàíñòâå Rn ìîæåò áûòü ïðîâåäåíà (n − 1)-ìåðíàÿ ãèïåðïëîñêîñòü, ïåðåñå-
êàþùàÿ âñå îáðàçóþùèå r-ãðàííîãî êîíóñà K∗r è, ñëåäîâàòåëüíî, äàþùàÿ â
ïåðåñå÷åíèè ñ K∗r âûïóêëûé ìíîãîãðàííèê, âåðøèíû êîòîðîãî îäíîçíà÷íî ñî-
îòâåòñòâóþò îáðàçóþùèì íåêîòîðîãî ïîëèýäðàëüíîãî êîíóñà.

Òî, ÷òî KOÃ(r, n) > ÊÂÌ(r, n− 1), áûëî ïîêàçàíî â Òåîðåìå 1. Íåîòðèöà-
òåëüíûé îðòàíò R+

r ÿâëÿåòñÿ r-ãðàííûì êîíóñîì.
Ïîêàæåì, ÷òî KOÃ(r, n) 6 ÊÂÌ(r, n− 1). Ðàññìîòðèì â Rh ïðîèçâîëüíûé

îñòðîêîíå÷íûé r -ãðàííûé êîíóñ K∗r .

Ëåììà 3. Äëÿ îñòðîêîíå÷íîãî ïîëèýäðàëüíîãî êîíóñà K, çàäàííîãî â ïðî-
ñòðàíñòâå ðàçìåðíîñòè h, ñóùåñòâóåò ïîäïðîñòðàíñòâî ðàçìåðíîñòè (h − 1),
ïåðåñåêàþùååñÿ ñ K òîëüêî â íà÷àëå êîîðäèíàò.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîëèýäðàëüíûé îñòðîêîíå÷íûé êîíóñ çàäàåòñÿ ïðè ïîìîùè
êîíå÷íîãî ÷èñëà íåðàâåíñòâ âèäà cx > 0, ãäå c åñòü h-âåêòîð, îïðåäåëÿþùèé
ãðàíü êîíóñà. Ñóùåñòâóåò ìíîæåñòâî âåêòîðîâ {x1, . . . , xh−1} òàêîå, ÷òî cixi >
0, 1 6 i 6 (h − 1); cixj = 0 ïðè i 6= j. Äëÿ îáðàçóþùåé x0 ñóùåñòâóåò ãðàíü,
åå íå ñîäåðæàùàÿ. Ïóñòü ýòà ãðàíü ñîîòâåòñòâóåò c0. Òîãäà c0x0 = a > 0.
Ïóñòü c0xi = ai > 0, 1 6 i 6 (h − 1). Ðàññìîòðèì ëþáîå ÷èñëî a0 > ai, 1 6
i 6 (h − 1). Äëÿ âåêòîðà y0 = x0

a0
a âåðíî c0y0 = a0 > ai, 1 6 i 6 (h − 1),

ciy0 = 0, 1 6 i 6 (h − 1). Ðàññìîòðèì ïðîñòðàíñòâî ðàçìåðíîñòè (h − 1):
Q = Lin{xi − y0|1 6 i 6 (h− 1)}.

Ðàññìîòðèì ïðîñòðàíñòâî Q ñ áàçèñíûìè âåêòîðàìè {x1, . . . , xh−1}, ïå-
ðåñåêàþùååñÿ ñ K∗r òîëüêî â íà÷àëå êîîðäèíàò. Ïóñòü íåêîòîðîå ïðîñòðàí-
ñòâî S ðàçìåðíîñòè n ïåðåñåêàåòñÿ ñ êîíóñîì K∗r . Î÷åâèäíî, âåêòîð x ∈
K∗r ∩ S − {0} ëèíåéíî íåçàâèñèì ñ {x1, . . . , xh−1}. Ãèïåðïëîñêîñòü Q′ =
{x +

∑
16i6(h−1) αixi|αi ∈ R1} ïåðåñåêàåò âñå îáðàçóþùèå êîíóñà. Äåéñòâè-

òåëüíî, äëÿ ëþáîé îáðàçóþùåé y êîíóñà K∗r ñóùåñòâóåò ðàçëîæåíèå y =
βx +

∑
16i6(h−1) αixi, β 6= 0. Åñëè β > 0, òî Q′ ïåðåñåêàåò y. Ïóñòü β < 0,

òîãäà âåêòîð y − βx ïðèíàäëåæèò Q ∩K∗r . Ïîýòîìó y = βx è èç îòðèöàòåëü-
íîñòè β è îñòðîêîíå÷íîñòè K∗r ñëåäóåò y = x = 0.

Ïåðåñå÷åíèå Q ∩K∗r = M ′ åñòü âûïóêëûé r-ãðàííèê ðàçìåðíîñòè (h − 1).
Ãðàíè ýòîãî ìíîãîãðàííèêà ñîîòâåòñòâóþò ãðàíÿì èñõîäíîãî êîíóñà (ÿâëÿþò-
ñÿ ïåðåñå÷åíèÿìè ýòèõ ãðàíåé ñ Q′), à âåðøèíû � îáðàçóþùèì êîíóñà.

Â S ìîæíî âûáðàòü áàçèñ {x, s1, s2, . . . , sn−1} òàê, ÷òî si ∈ Q, 1 6 i 6 (n−1).
Î÷åâèäíî, ÷òîQ′∩K∗r∩S = M ′∩S = M åñòü âûïóêëûé ìíîãîãðàííèê íå áîëåå,
÷åì ñ r ãðàíÿìè. Ìíîæåñòâî âåðøèí M âçàèìíî îäíîçíà÷íî ñîîòâåòñòâóåò
ìíîæåñòâó îáðàçóþùèõ êîíóñà K∗r ∩S = K∗r,S . Ïîýòîìó KO(r, n) 6 ÊÂÌ(r, n−
1).

Ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî òåîðåìû ÊÂÌ(r, n− 1) = K(r, n− 1, n− 2) îçíà÷àåò,
÷òî ìàêñèìàëüíîå êîëè÷åñòâî âåðøèí âûïóêëîãî r-ãðàííèêà â (n−1)-ìåðíîì
ïðîñòðàíñòâå ðàâíî ìàêñèìàëüíîìó ÷èñëó ãðàíåé ìíîãîãðàííèêà ñ r âåðøè-
íàìè â òîì æå ïðîñòðàíñòâå (åãî çíà÷åíèå, êàê óæå óïîìÿíàëîñü, ïîëó÷åíî
Êëè [3]). Ýòî ñëåäóåò èç äâîéñòâåííîñòè ìíîãîãðàííèêà: ëþáîìó n-ãðàííèêó
â ñ r âåðøèíàìè ìîæíî ïîñòàâèòü â ñîîòâåòñòâèå r-ãðàííèê â ñ n âåðøèíàìè
â òîì æå ïðîñòðàíñòâå [5].
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Ïóñòü Ek = {0, 1, . . . , k− 1}, Pk � ìíîæåñòâî âñåõ êîíå÷íîìåñòíûõ ôóíê-
öèé íà Ek. Èçâåñòíî [1], ÷òî âñå êëàññû ôóíêöèé èç Pk, ñîõðàíÿþùèõ íåòðè-
âèàëüíûå ðàçáèåíèÿ ìíîæåñòâà Ek, ÿâëÿþòñÿ ïîïàðíî ðàçëè÷íûìè, çàìêíó-
òûìè (îòíîñèòåëüíî îïåðàöèè ñóïåðïîçèöèè) è ïðåäïîëíûìè â Pk ïðè ëþáîì
k > 3. Îáîçíà÷èì ÷åðåç U5 ñåìåéñòâî âñåõ òàêèõ êëàññîâ äëÿ k = 5.

Â ñòàòüå èçó÷àåòñÿ âîïðîñ î ìèíèìàëüíîì ÷èñëå êëàññîâ èç U5, ïåðåñå÷å-
íèå êîòîðûõ ìîæåò áûòü òðèâèàëüíûì (ò.å. ñîñòîÿòü òîëüêî èç êîíñòàíòíûõ
è ñåëåêòîðíûõ ôóíêöèé), à òàêæå âîïðîñ î òîì, â êàêèõ ñëó÷àÿõ ïåðåñå÷å-
íèå äâóõ êëàññîâ èç U5 âëîæåíî â êàêîé-íèáóäü äðóãîé êëàññ èç U5. Íà îáà
âîïðîñà â ðàáîòå ïîëó÷åí èñ÷åðïûâàþùèé îòâåò.

Îñíîâíûå îáîçíà÷åíèÿ

Îáîçíà÷èì êëàññû ôóíêöèé ïÿòèçíà÷íîé ëîãèêè, ñîõðàíÿþùèå ðàçáèå-
íèÿ {{0}, {1, 2, 3, 4}}, {{0, 1}, {2, 3, 4}}, {{0}, {1}, {2, 3, 4}}, {{0}, {1, 2}, {3, 4}}
è {{0}, {1}, {2}, {3, 4}} ìíîæåñòâà E5, ÷åðåç U0{1234}, U{01}{234}, U01{234},
U0{12}{34} è U012{34}, ñîîòâåòñòâåííî. Àíàëîãè÷íî îáîçíà÷àþòñÿ âñå îñòàëüíûå
êëàññû ñåìåéñòâà U5 (ëåãêî âèäåòü, ÷òî âñå îíè ïîëó÷àþòñÿ èç ïåðå÷èñëåííûõ
êëàññîâ ñ ïîìîùüþ íåêîòîðîé ïîäñòàíîâêè èíäåêñîâ íà E5, òàêèå âëîæåíèÿ
áóäåì íàçûâàòü äâîéñòâåííûìè). Ñåìåéñòâî U5 ñîäåðæèò ðîâíî 50 êëàññîâ.

Òðèâèàëüíûå ïåðåñå÷åíèÿ

Ñåëåêòîðíîé ôóíêöèåé íàçîâåì ôóíêöèþ èç Pk, ðàâíóþ îäíîé èç ñâîèõ
ïåðåìåííûõ. Êëàññ ôóíêöèé èç Pk íàçîâåì òðèâèàëüíûì, åñëè îí ñîäåðæèò
òîëüêî âñå êîíñòàíòíûå è âñå ñåëåêòîðíûå ôóíêöèè èç Pk. Ëåãêî äîêàçàòü,
÷òî êëàññ, ðàâíûé ïåðåñå÷åíèþ âñåõ êëàññîâ èç ñåìåéñòâà U5, ÿâëÿåòñÿ òðè-
âèàëüíûì. Îäíàêî òðèâèàëüíûì ìîæåò áûòü è ïåðåñå÷åíèå ìåíüøåãî ÷èñëà
òàêèõ êëàññîâ.
Òåîðåìà 1. Íè îäíî ïåðåñå÷åíèå äâóõ êëàññîâ èç ñåìåéñòâà U5 íå ÿâëÿåòñÿ
òðèâèàëüíûì.

Òåîðåìà 2. Âñå òðèâèàëüíûå ïåðåñå÷åíèÿ òðåõ êëàññîâ èç ñåìåéñòâà U5

ñóòü ïåðåñå÷åíèÿ äâóõ âèäîâ U{ab}{cde} ∩ Uc{da}{eb} ∩ Ud{ea}{bc} (60 òðîåê) è
Ua{bc}{de} ∩ Ub{cd}{ea} ∩ Ud{eb}{ac} (20 òðîåê).

Òðèâèàëüíûå ïåðåñå÷åíèÿ ÷åòûðåõ è áîëåå êëàññîâ èç ñåìåéñòâà U5 ìîæíî
íàéòè â [2].

Âëîæåíèÿ ïåðåñå÷åíèé

Òåïåðü ðàññìîòðèì âîïðîñ î òîì, â êàêèõ ñëó÷àÿõ ïåðåñå÷åíèå äâóõ êëàñ-
ñîâ èç U5 âëîæåíî â êàêîé-íèáóäü äðóãîé êëàññ èç U5. Èñ÷åðïûâàþùèé îòâåò
íà ýòîò âîïðîñ äàþò ñëåäóþùèå ïÿòü òåîðåì.
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Òåîðåìà 3. Èìååòñÿ ðîâíî 45 âëîæåíèé ïåðåñå÷åíèé ïàð êëàññîâ èç U5 â
êëàññ U0{1234}, îíè ïåðå÷èñëåíû â íèæåñëåäóþùåé òàáëèöå:

� Âëîæåíèå â êëàññ U0{1234} Äâîéñòâåííûõ âëîæåíèé
1 U01{234} ∩ U02{134} ⊆ U0{1234} 6
2 U01{234} ∩ U0{12}{34} ⊆ U0{1234} 12
3 U01{234} ∩ U023{14} ⊆ U0{1234} 12
4 U0{12}{34} ∩ U0{13}{24} ⊆ U0{1234} 3
5 U0{12}{34} ∩ U013{24} ⊆ U0{1234} 12

Òåîðåìà 4. Èìååòñÿ ðîâíî 13 âëîæåíèé ïåðåñå÷åíèé ïàð êëàññîâ èç U5 â
êëàññ U{01}{234}, îíè ïåðå÷èñëåíû â íèæåñëåäóþùåé òàáëèöå:

� Âëîæåíèå â êëàññ U{01}{234} Äâîéñòâåííûõ âëîæåíèé
1 U01{234} ∩ U2{34}{01} ⊆ U{01}{234} 3
2 U01{234} ∩ U234{01} ⊆ U{01}{234} 1
3 U2{34}{01} ∩ U3{42}{01} ⊆ U{01}{234} 3
4 U2{34}{01} ∩ U013{24} ⊆ U{01}{234} 6

Òåîðåìà 5. Èìååòñÿ ðîâíî 6 âëîæåíèé ïåðåñå÷åíèé ïàð êëàññîâ èç U5 â
êëàññ U01{234}, îíè ïåðå÷èñëåíû â íèæåñëåäóþùåé òàáëèöå:

� Âëîæåíèå â êëàññ U01{234} Äâîéñòâåííûõ âëîæåíèé
1 U0{1234} ∩ U1{2340} ⊆ U01{234} 1
2 U0{1234} ∩ U{01}{234} ⊆ U01{234} 2
3 U012{34} ∩ U013{24} ⊆ U01{234} 3

Òåîðåìà 6. Èìååòñÿ ðîâíî 4 âëîæåíèÿ ïåðåñå÷åíèé ïàð êëàññîâ èç U5 â
êëàññ U0{12}{34}, îíè ïåðå÷èñëåíû â íèæåñëåäóþùåé òàáëèöå:

� Âëîæåíèå â êëàññ U0{12}{34} Äâîéñòâåííûõ âëîæåíèé
1 U0{1234} ∩ U{12}{034} ⊆ U0{12}{34} 2
2 U{12}{034} ∩ U{34}{012} ⊆ U0{12}{34} 1
3 U012{34} ∩ U034{12} ⊆ U0{12}{34} 1

Òåîðåìà 7. Èìååòñÿ ðîâíî 42 âëîæåíèÿ ïåðåñå÷åíèé ïàð êëàññîâ èç U5 â
êëàññ U012{34}, îíè ïåðå÷èñëåíû â íèæåñëåäóþùåé òàáëèöå:

� Âëîæåíèå â êëàññ U012{34} Äâîéñòâåííûõ âëîæåíèé
1 U0{1234} ∩ U12{034} ⊆ U012{34} 3
2 U0{1234} ∩ U1{20}{34} ⊆ U012{34} 6
3 U{01}{234} ∩ U{02}{134} ⊆ U012{34} 3
4 U{01}{234} ∩ U02{134} ⊆ U012{34} 6
5 U{01}{234} ∩ U0{12}{34} ⊆ U012{34} 6
6 U{34}{012} ∩ U01{234} ⊆ U012{34} 3
7 U01{234} ∩ U02{134} ⊆ U012{34} 3
8 U01{234} ∩ U0{12}{34} ⊆ U012{34} 6
9 U01{234} ∩ U2{34}{01} ⊆ U012{34} 3
10 U0{12}{34} ∩ U1{20}{34} ⊆ U012{34} 3
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Çàìåòèì, ÷òî òðèâèàëüíûå ïåðåñå÷åíèÿ êëàññîâ èç ñåìåéñòâà U5 âëîæåíû
â êàæäûé êëàññ èç ñåìåéñòâà U5.

ßñíî òàêæå, ÷òî èìååò ñìûñë èñêàòü òîëüêî òå ïåðåñå÷åíèÿ è âëîæåíèÿ,
êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ íåïðèâîäèìûìè, ò.å., èç êîòîðûõ íè îäèí êëàññ íåëüçÿ óäà-
ëèòü (âñå ïåðå÷èñëåííûå çäåñü ïåðåñå÷åíèÿ è âëîæåíèÿ íåïðèâîäèìûìè ÿâ-
ëÿþòñÿ â ñèëó íåòðèâèàëüíîñòè è ïðåäïîëíîòû âñåõ êëàññîâ èç U5).

Íåïðèâîäèìûå âëîæåíèÿ íåòðèâèàëüíûõ ïåðåñå÷åíèé òðåõ è áîëåå êëàñ-
ñîâ ñåìåéñòâà U5 â íåêîòîðûå êëàññû èç U5 áîëåå ìíîãî÷èñëåííû è ïîýòîìó
â òåêñò ýòîé ñòàòüè íå âîøëè. Îíè ðàçìåùþòñÿ àâòîðîì â [2].

Â çàêëþ÷åíèå àâòîð õîòåë áû âûðàçèòü áëàãîäàðíîñòü À.À.Âîðîíåíêî çà
ïîñòàíîâêó çàäà÷è è Ñ.Ñ.Ìàð÷åíêîâó çà ïîñòîÿííîå âíèìàíèå ê ðàáîòå.
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Êàçàõñòàíñêèé ôèëèàë Ìîñêîâñêîãî ãîñóäàðñòâåííîãî óíèâåðñèòåòà èìåíè Ì.Â.

Ëîìîíîñîâà, Àñòàíà

Ðàçëè÷íûå îòíîøåíèÿ ïîäîáèÿ ïðîãðàìì íàõîäÿò ïðèìåíåíèå â ðåøåíèè
çàäà÷ ðåîðãàíèçàöèè (ðåôàêòîðèíãà) ïðîãðàìì (ñì. [1]) è ýôôåêòèâíîãî âû-
äåëåíèÿ êëîíîâ [2]. Îäíî èç âîçìîæíûõ îïðåäåëåíèé ïîäîáèÿ ïðîãðàìì ìîæ-
íî ñôîðìóëèðîâàòü òàê. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íà ìíîæåñòâå ïðîãðàìì ââåäåíî
íåêîòîðîå îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè è âûäåëåí íåêîòîðûé êëàññ ïðîñòûõ
ïðîãðàìì Π. Òîãäà ïàðà ïðîãðàìì π1 è π2 ñ÷èòàåòñÿ ïîäîáíîé, åñëè ñóùå-
ñòâóþò äâå òàêèå ïàðû ïðîãðàìì πin1 , π

in
2 è πout1 , πout2 èç êëàññà Π, äëÿ êîòî-

ðûõ ýêâèâàëåíòíû ïîñëåäîâàòåëüíûå êîìïîçèöèè πin1 ;π1;πout1 è πin2 ;π2;πout2 .
Â êà÷åñòâå îòíîøåíèÿ ýêâèâàëåíòíîñòè ðàçóìíî âûáðàòü îòíîøåíèå ôóíêöè-
îíàëüíîé ýêâèâàëåíòíîñòè ïðîãðàìì èëè ëþáóþ åãî àïïðîêñèìàöèþ; â ýòîì
ñëó÷àå èç ýêâèâàëåíòíîñòè ïðîãðàìì áóäåò ñëåäîâàòü ðàâåíñòâî âû÷èñëÿåìûõ
ýòèìè ïðîãðàììàìè ôóíêöèé. Ïàðû ïðîãðàìì πin1 , π

in
2 è πout1 , πout2 â ôîðìó-

ëèðîâêå çàäà÷è ïðîâåðêè ïîäîáèÿ ìîãóò ìûñëèòüñÿ êàê èíòåðôåéñû, ïðåîá-
ðàçóþùèå ôîðìàò ïðåäñòàâëåíèÿ âõîäíûõ è âûõîäíûõ äàííûõ.

Îáû÷íûå èìïåðàòèâíûå ïðîãðàììû ñòðîÿòñÿ èç îïåðàòîðîâ ïðèñâàèâàíèÿ
âèäà x:=t, ãäå x � ïåðåìåííàÿ, à t � òåðì. Ñåìàíòèêà îïåðàòîðà ïðèñâàèâà-
íèÿ îïðåäåëÿòñÿ ïîäñòàíîâêîé {x/t} òåðìà t âìåñòî ïåðåìåííîé x. Ïðîñòåé-
øàÿ ïîñëåäîâàòåëüíàÿ ïðîãðàììà π ýòî ïîñëåäîâàòåëüíàÿ êîìïîçèöèÿ îïåðà-
òîðîâ ïðèñâàèâàíèÿ x1:=t1; x2:=t2;...xn:=tn; åå ñåìàíòèêà îïðåäåëÿåòñÿ
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êîìïîçèöèåé ïîäñòàíîâîê θπ = {x1/t1}{x2/t2} · · · {xn/tn}. Ðàññìàòðèâàÿ ïðî-
ñòåéøèå ïðîãðàììû êàê êîíå÷íûå ïîäñòàíîâêè, ìû ìîæåì ñôîðìóëèðîâàòü
çàäà÷ó ïðîâåðêè ïîäîáèÿ ïðîãðàìì êàê çàäà÷ó ïðîâåðêè ðàçðåøèìîñòè óðàâ-
íåíèé âèäà X1θπ1Y1 = X2θπ2Y2 íàä ìíîæåñòâîì êîíå÷íûõ ïîäñòàíîâîê ñ îïå-
ðàöèåé êîìïîçèöèè, ãäå θπ1 è θπ2 � çàäàííûå ïîäñòàíîâêè, ñîîòâåòñòâóþùèå
àíàëèçèðóåìûì ïðîãðàììàì π1 è π2, àX1, X2, Y1, Y2 � íåèçâåñòíûå ïîäñòàíîâ-
êè, ñîîòâåòñòâóþùèå èíòåðôåéñàì ïðåîáðàçîâàíèÿ âõîäíûõ è âûõîäíûõ äàí-
íûõ. Ïîñêîëüêó êàæäàÿ íåèçâåñòíàÿ ïîäñòàíîâêà èìååò ðîâíî îäíî âõîæäåíèå
â óðàâíåíèå, òàêîãî âèäà óðàâíåíèÿ íàçûâàþòñÿ ëèíåéíûìè. Òàêèì îáðàçîì,
äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è ïðîâåðêè ïîäîáèÿ ïðîãðàìì ïðåäñòàâëÿþò èíòåðåñ àëãî-
ðèòìû ðåøåíèÿ ëèíåéíûõ óðàâíåíèé íàä êîíå÷íûìè ïîäñòàíîâêàìè.

Ïðèâåäåì ñòðîãèå îïðåäåëåíèÿ èñïîëüçóåìûõ ïîíÿòèé èç òåîðèè ïîäñòà-
íîâîê. Äëÿ êîíå÷íûõ ìíîæåñòâ ïåðåìåííûõ X ,Y è ìíîæåñòâà ôóíêöèîíàëü-
íûõ ñèìâîëîâ F îáîçíà÷èì çàïèñüþ Term(F ,X ) ìíîæåñòâî òåðìîâ, à çà-
ïèñüþ Subst(X ,Y) � ìíîæåñòâî ïîäñòàíîâîê âèäà θ : X → Term(F ,Y).
Îïåðàöèÿ êîìïîçèöèè ïîäñòàíîâîê îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ïóñòü
θ ∈ Subst(X ,Y) è η ∈ Subst(Y,Z). Òîãäà ïðèìåíåíèå tη ïîäñòàíîâêè η ê òåðìó
t, t ∈ Term(F ,Y), ñîñòîèò â îäíîâðåìåííîé çàìåíå äëÿ âñåõ ïåðåìåííûõ èç Y
êàæäîãî âõîæäåíèÿ ïåðåìåííîé y íà òåðì η(y). Êîìïîçèöèåé θη óêàçàííûõ
ïîäñòàíîâîê íàçûâàåòñÿ òàêàÿ ïîäñòàíîâêà µ, µ ∈ Subst(X ,Z), êîòîðàÿ äëÿ
êàæäîé ïåðåìåííîé x, x ∈ X , óäîâëåòâîðÿåò ðàâåíñòâó µ(x) = (θ(x))η. Ðàçìåð
ïîäñòàíîâêè θ � ýòî ñóììàðíûé ðàçìåð âñåõ òåðìîâ èç åå îáëàñòè çíà÷åíèé.

Ê çàäà÷àì ðåøåíèÿ ëèíåéíûõ óðàâíåíèé ñâîäèòñÿ, â ÷àñòíîñòè, çàäà÷à
óíèôèêàöèè òåðìîâ: äëÿ äâóõ çàäàííûõ òåðìîâ t1, t2 íàéòè òàêèå ïîäñòàíîâêè
θ1, θ2, ÷òîáû âûïîëíÿëîñü ðàâåíñòâî t1θ1 = t2θ2. Çàäà÷à óíèôèêàöèè òåðìîâ
ñâîäèòñÿ ê ðåøåíèþ óðàâíåíèÿ {x/t1}Y1 = {x/t2}Y2, è åå ðåøåíèå ìîæåò áûòü
ïîëó÷åíî çà ïî÷òè ëèíåéíîå âðåìÿ (ñì. [3]). Íàñêîëüêî èçâåñòíî àâòîðàì íà-
ñòîÿùåé ñòàòüè, ñëîæíîñòü ðåøåíèÿ äðóãèõ âèäîâ ëèíåéíûõ óðàâíåíèé íàä
ïîäñòàíîâêàìè ðàíåå íå èññëåäîâàëàñü.

Íàìè áûëà ðàññìîòðåíà çàäà÷à ðåøåíèÿ ëèíåéíûõ óðàâíåíèé íàä ïîäñòà-
íîâêàìè âèäà Xθ1Y = θ2 è óñòàíîâëåíà ñëåäóþùàÿ

Òåîðåìà 1. Çàäà÷à î ðàçðåøèìîñòè óðàâíåíèÿ Xθ1Y = θ2 íàä ïîäñòàíîâêà-
ìè ÿâëÿåòñÿ NP-ïîëíîé.

Ïðèíàäëåæíîñòü ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è êëàññó ñëîæíîñòè NP î÷åâèäíà:
äîñòàòî÷íî íàéòè òàêîå ðàçëîæåíèå θ2 = θ′2θ

′′
2 ïîäñòàíîâêè θ2 äëÿ êîòîðîãî

çàäà÷à óíèôèêàöèè θ1Y = θ′′2Y
′ èìååò ðåøåíèå Y ′ = ε, ãäå ε � ïóñòàÿ (òîæ-

äåñòâåííàÿ) ïîäñòàíîâêà. Ïîäñòàíîâêà θ′′2 êîíñòðóèðóåòñÿ èç ïîäòåðìîâ òåõ
òåðìîâ, êîòîðûå âõîäÿò â îáëàñòü çíà÷åíèé ïîäñòàíîâêè θ2; ÷èñëî òàêèõ ïîä-
òåðìîâ îãðàíè÷åíî ðàçìåðîì ïîäñòàíîâêè θ2.

NP-òðóäíîñòü çàäà÷è ïðîâåðêè ðàçðåøèìîñòè óðàâíåíèé âèäà Xθ1Y = θ2

ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî ê ýòîé çàäà÷å ñâîäèòñÿ NP-ïîëíûé âàðèàíò îãðàíè÷åí-
íîé ïðîáëåìû äîìèíî (bounded tiling problem). Ýòîò âàðèàíò ïðîáëåìû ìî-
çàèêè ñîñòîèò â ñëåäóþùåì. Ïóñòü çàäàí êîíå÷íûé àëôàâèò ïîìåòîê (êðà-
ñîê) A = {a1, a2, . . . , ak}. Äîìèíî íàçûâàåòñÿ êâàäðàò ðàçìåðà 1 × 1, êàæäàÿ
ñòîðîíà êîòîðîãî ïîìå÷åíà îäíîé èç áóêâ àëôàâèòà A. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî çà-
äàíî íåêîòîðîå êîíå÷íîå ìíîæåñòâî òèïîâ äîìèíî Tiles = {T1, T2, . . . , TL} è
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ïðÿìîóãîëüíûé ó÷àñòîê ïëîñêîñòè ðàçìåðà n × m, ðàçáèòûé íà åäèíè÷íûå
êâàäðàòû. Ïðàâèëüíûì çàïîëíåíèåì ó÷àñòêà íàçûâàåòñÿ òàêîå ðàçìåùåíèå
äîìèíî çàäàííûõ òèïîâ â êâàäðàòàõ çàäàííîãî ó÷àñòêà, ïðè êîòîðîì ñìåæ-
íûå ñòîðîíû ëþáîé ïàðû äîìèíî èìåþò îäèíàêîâóþ îêðàñêó. Â ñòàòüå [4] áûëî
óñòàíîâëåíî, ÷òî îïèñàííûé âàðèàíò ïðîáëåìû äîìèíî ÿâëÿåòñÿ NP-ïîëíîé
çàäà÷åé. ×òîáû ïðîìîäåëèðîâàòü ïðÿìîóãîëüíûé âàðèàíò ïðîáëåìû äîìèíî
ìîæíî âûáðàòü ïîäñòàíîâêè θ1 è θ2 òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû òåðìû ïîäñòàíîâ-
êè θ1 ñîîòâåòñòâîâàëè ðàñïîëîæåíèÿì âñåõ äîìèíî çàäàííûõ òèïîâ âî âñåõ
êâàäðàòàõ ó÷àñòêà, à ïîäñòàíîâêà θ2 âûðàæàëà òðåáîâàíèå ïðàâèëüíîãî çà-
ïîëíåíèÿ ïðÿìîóãîëüíîé îáëàñòè ìîíîõðîìàòè÷åñêèìè äîìèíî, âñå ñòîðîíû
êîòîðûõ îêðàøåíû â öâåò ak. Òîãäà ðåøåíèå óðàâíåíèÿ Xθ1Y = θ2 ñîñòî-
èò â ðàçìåùåíèè ïîäõîäÿùèõ òèïîâ äîìèíî èç ìíîæåñòâà Tiles â êâàäðàòàõ
ó÷àñòêà (ïîäñòàíîâêà X ) è ïåðåêðàøèâàíèè ñòîðîí äîìèíî ïóòåì óâåëè÷å-
íèÿ íà îäíó è òó æå âåëè÷èíó íîìåðà öâåòà ó êàæäîé ñìåæíîé ïàðû ñòîðîí
äîìèíî (ïîäñòàíîâêà Y ). Òàêîå ñèíõðîííîå ìîíîõðîìàòè÷åñêîå ïåðåêðàøèâà-
íèå ñìåæíûõ ñòîðîí äîìèíî âîçìîæíî â òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå, åñëè áûëî
âûáðàíî ïðàâèëüíîå çàïîëíåíèå ó÷àñòêà.

Òåîðåìà 1 çàâåðøàåò èññëåäîâàíèå ñëîæíîñòè ïðîáëåìû ðàçðåøèìîñòè
óðàâíåíèé âèäà Xσ1

1 θ1X
σ2
2 = Xσ3

3 θ2X
σ4
4 â ïîëóãðóïïå êîíå÷íûõ ïîäñòàíîâîê

ïåðâîãî ïîðÿäêà, ãäå σi ∈ {0, 1}, è ïðè ýòîì X1 = X è X0 = ε, à ε � òîæ-
äåñòâåííàÿ ïîäñòàíîâêà (íåéòðàëüíûé ýëåìåíò ïîëóãðóïïû). Äåéñòâèòåëüíî,
óðàâíåíèÿ âèäà X1θ1X2 = X3θ2X4, X2 = X3θ2X4 è X1θ1 = X3θ2X4 èìåþò
î÷åâèäíûå òðèâèàëüíûå ðåøåíèÿ âèäà (X1 = θ2, X2 = X3 = ε,X4 = θ1),
(X2 = θ2, X3 = θ1, X4 = ε) è (X1 = θ2, X3 = θ1, X4 = ε) ñîîòâåòñòâåííî. Óðàâ-
íåíèÿ âèäà θ1X2 = θ2X4 è θ1X2 = θ2 ñîîòâåòñòâóþò ïðîáëåìå óíèôèêàöèè è,
êàê ïîêàçàíî â ðàáîòàõ [3], ðàçðåøèìû çà ïî÷òè ëèíåéíîå âðåìÿ. Óðàâíåíèÿ
âèäà X1θ1 = X3θ2 è X1θ1 = θ2 áûëè èññëåäîâàíû â ñòàòüå [5] â ñâÿçè ñ èçó÷å-
íèåì ïðîáëåìû ýêâèâàëåíòíîñòè â îäíîì êëàññå ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïðîãðàìì.
Ýòè óðàâíåíèÿ ðàçðåøèìû çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ. È, êàê óñòàíîâëåíî â
òåîðåìå 1, ëèøü äëÿ óðàâíåíèé âèäà X1θ1X2 = θ2 çàäà÷à èõ ðàçðåøèìîñòè
ÿâëÿåòñÿ NP-ïîëíîé.

Òåîðåìà 1 ïîçâîëÿåò îöåíèòü ñëîæíîñòü îäíîãî âàðèàíòà çàäà÷è ïðîâåð-
êè ïîäîáèÿ ïðîãðàìì â ìîäåëè ñòàíäàðòíûõ ñõåì ïðîãðàìì ñ îòíîøåíè-
åì ëîãèêî-òåðìàëüíîé ýêâèâàëåíòíîñòè. Êàê èçâåñòíî (ñì. [6, 7, 8]), ëîãèêî-
òåðìàëüíàÿ ýêâèâàëåíòíîñòü ÿâëÿåòñÿ ïîëèíîìèàëüíî ðàçðåøèìîé àïïðîêñè-
ìàöèåé îòíîøåíèÿ ôóíêöèîíàëüíîé ýêâèâàëåíòíîñòè â êëàññå ñòàíäàðòíûõ
ñõåì ïðîãðàìì. Ïîýòîìó ýòî îòíîøåíèå óäîáíî èñïîëüçîâàòü äëÿ ðåøåíèÿ çà-
äà÷ âåðèôèêàöèè è îïòèìèçàöèè ïðîãðàìì. Ñòàíäàðòíàÿ ñõåìà ïðîãðàìì π2

íàçûâàåòñÿ ñïåöèàëèçàöèåé ñõåìû ïðîãðàìì π1, åñëè ñóùåñòâóþò òàêèå ïîä-
ñòàíîâêè θ1, θ2, ñîîòâåòñòâóþùèå ëèíåéíûì ïðîãðàììàì (ïîñëåäîâàòåëüíî-
ñòÿì îïåðàòîðîâ ïðèñâàèâàíèÿ), äëÿ êîòîðûõ ïðîãðàììà π2 ëîãèêî-òåðìàëüíî
ýêâèâàëåíòíà ïîñëåäîâàòåëüíîé êîìïîçèöèè ïðîãðàìì θ1;π1; θ2.

Òåîðåìà 2. Çàäà÷à ïðîâåðêè ëîãèêî-òåðìàëüíîé ñïåöèàëèçèðóåìîñòè ñòàí-
äàðòíûõ ñõåì ïðîãðàìì ÿâëÿåòñÿ NP-ïîëíîé.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå ãðàíòà ÐÔÔÈ 12-01-00707.
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P−ÿçûê ýòî ìíîæåñòâî ñëîâ, âñòðå÷àþùèõñÿ íà âûõîäå äåòåðìèíèðîâàí-
íîãî àâòîìàòà íå ìåíåå p ðàç. Èçâåñòíî, ÷òî äëÿ êàæäîãî íàòóðàëüíîãî p
îí ÿâëÿåòñÿ ðåãóëÿðíûì, îäíàêî, îñòàâàëñÿ âîïðîñ, ïðîâåðÿåìî ëè ñâîéñòâî
ïðîèçâîëüíîãî ðåãóëÿðíîãî ÿçûêà áûòü p−ÿçûêîì? Êàê áóäåò ïîêàçàíî â äî-
êëàäå, ýòî ñâîéñòâî ïðîâåðÿåìî. Áîëåå òîãî, ìîæíî óñòàíîâèòü âñå òàêèå p
äëÿ äàííîãî ðåãóëÿðíîãî ÿçûêà, äëÿ êîòîðûõ îí ÿâëÿåòñÿ p−ÿçûêîì.

Ðàññìîòðèì êîíå÷íûå àëôàâèòû A,B : A = {a1, . . . , a|A|}, B =
{b1, . . . , b|B|} è êîíå÷íûé äåòåðìèíèðîâàííûé èíèöèàëüíûé àâòîìàò (cì. [1]):

V = (A,Q,B, ϕ, ψ, q0).

Ýòîò àâòîìàò ïîðîæäàåò îãðàíè÷åííî äåòåðìèíèðîâàííóþ ñëîâàðíóþ ôóíê-
öèþ

fV : A∗ → B∗.
Òî÷íîå îïðåäåëåíèå è ñâîéñòâà àâòîìàòíîé ôóíêöèè îïèñàíû â [1]. Äëÿ

ïðîñòîòû èçëîæåíèÿ â äîêëàäå àâòîð îãðàíè÷èëñÿ ðàññìîòðåíèåì ñëó÷àÿ
|A| = |B| > 1 (â ñëó÷àå, |A| 6= |B| ïîëó÷àþòñÿ àíàëîãè÷íûå ðåçóëüòàòû).
Îïðåäåëåíèå 1. Ïóñòü çàäàí êîíå÷íûé äåòåðìèíèðîâàííûé èíèöèàëüíûé
àâòîìàò V . Ãèñòîãðàììíîé àâòîìàòíîé ôóíêöèåé àâòîìàòà V íàçîâåì
ôóíêöèþ κV : B∗ → N ∪ 0, îïðåäåëåííóþ ôîðìóëîé:



Ðåãóëÿðíîñòü ÷àñòîòíûõ ÿçûêîâ 225

κV (β) = |{α ∈ A∗|fV (α) = β}|.
Ôóíêöèÿ κV êàæäîìó ñëîâó âûõîäíîãî àëôàâèòà ñîïîñòàâëÿåò ìîùíîñòü

ìíîæåñòâà åãî ïðîîáðàçîâ ïðè îòîáðàæåíèè fV . Ôàêòè÷åñêè, åñëè èñïîëüçî-
âàòü ìíîæåñòâî ñ êðàòíûìè ýëåìåíòàìè fV (A∗), ìîæíî êàæäîìó ñëîâó èç
B∗ ïîñòàâèòü â ñîîòâåòñòâèå åãî êðàòíîñòü âî ìíîæåñòâå fV (A∗). Äðóãèìè
ñëîâàìè, κV−ýòî ôóíêöèÿ êðàòíîñòè âûõîäíûõ ñëîâ àâòîìàòà V .
Îïðåäåëåíèå 2. Ïðîèçâîëüíûé íåïóñòîé ÿçûê L àëôàâèòà B íàçîâåì ïðî-
äîëæàåìûì, åñëè äëÿ êàæäîãî ñëîâà β ∈ B∗ íàéäåòñÿ òàêàÿ áóêâà b ∈ B, ÷òî
βb ∈ B∗.
Îïðåäåëåíèå 3. Äëÿ ïðîèçâîëüíûõ êîíå÷íîãî äåòåðìèíèðîâàííîãî àâòî-
ìàòà V è íàòóðàëüíîãî p îáîçíà÷èì

Lp(V ) = {β ∈ B∗|κV (β) > p}.
Òàêèì îáðàçîì, Lp(V ) - ìíîæåñòâî âûõîäíûõ ñëîâ, êîòîðûå íà âûõîäå

àâòîìàòà V âîçíèêàþò íå ìåíåå p ðàç. Ðåãóëÿðíûå ÿçûêè ñ ÷àñòîòíûìè ñâîé-
ñòâàìè ðàíåå ðàññìàòðèâàëèñü â [2].

Ðàññìîòðèì âîïðîñ î ñòðóêòóðå ìíîæåñòâà âûõîäíûõ ñëîâ àâòîìàòà. Ïî-
ëàãàÿ ôèêñèðîâàííûìè àëôàâèòû A,B, ââåä¼ì êëàññ ÿçûêîâ òèïà Lp.

Îïðåäåëåíèå 4. Äëÿ íàòóðàëüíîãî p ïîëîæèì Lp = {Lp(V )|V ∈ K(A,B)},
ãäå K(A,B)- êëàññ âñåõ àâòîìàòîâ âèäà (A,Q,B, ϕ, ψ, q0).

Â [3] óñòàíîâëåíî, ÷òî äëÿ ëþáûõ êîíå÷íîãî àâòîìàòà V è íàòóðàëüíîãî
p > 1 ÿçûê Lp(V ) ÿâëÿåòñÿ ðåãóëÿðíûì è ïðîäîëæàåìûì. Îäíàêî íå êàæäîå
ðåãóëÿðíîå ïðîäîëæàåìîå ìíîæåñòâî ÿâëÿåòñÿ ÿçûêîì òèïà Lp.

Ïðè ôèêñèðîâàííîì íàòóðàëüíîì p ââåäåì ïîíÿòèå p-ðàñêðàñêè àâòîìàòà.
Òðàäèöèîííî, ðàññìîòðèì ñîáûòèÿ, ïðåäñòàâèìûå â àâòîìàòå áåç âûõîäà ñ
ïîìîùüþ íàáîðà ôèíàëüíûõ ñîñòîÿíèé.

Îïðåäåëåíèå 5. Ïóñòü çàäàí àâòîìàò

W = (B,Q,ϕ, q0, QF ) (1)

áåç âûõîäà, ñ âûäåëåííûì ìíîæåñòâîì ôèíàëüíûõ ñîñòîÿíèé QF . Ââåäåì
ôóíêöèþ

k : Q→ N ∪ {0},
ñîïîñòàâëÿþùóþ êàæäîìó ñîñòîÿíèþ èç Q íåîòðèöàòåëüíîå öåëîå ÷èñëî. Áó-
äåì ãîâîðèòü, ÷òî ôóíêöèÿ k çàäàåò íà àâòîìàòå V ïðàâèëüíóþ p-ðàñêðàñêó
ñîñòîÿíèé, åñëè äëÿ ëþáîé âåðøèíû q ∈ Q:
1. k(q) < p äëÿ ëþáîãî q /∈ QF ,

k(q) > p äëÿ ëþáîãî q ∈ QF è
k(q0) = 1,

2. k(q)· |B| =
∑
k(ϕ(q, b)), åñëè ϕ(q, b) /∈ QF äëÿ âñåõ b ∈ B,

k(q)· |B| > s· p+
∑

b∈B,ϕ(q,b)/∈QF
k(ϕ(q, b)), ãäå s = |{b ∈ B|ϕ(q, b) ∈ QF }|.

Àâòîìàò V â òàêîì ñëó÷àå íàçîâ¼ì ïðàâèëüíî p-ðàñêðàøåííûì. ßñíî, ÷òî ââå-
äåííîå ïîíÿòèå p-ðàñêðàñêè îáîáùàåòñÿ è íà àâòîìàòû ñ áåñêîíå÷íûì ÷èñëîì
ñîñòîÿíèé.

Çàìåòèì, ÷òî íå âñÿêèé àâòîìàò òèïà (1) ìîæåò áûòü ïðàâèëüíî p-
ðàñêðàøåí.
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Òåîðåìà 1. Ïóñòü p > 1 − íàòóðàëüíîå, à àâòîìàò V ′ = (B,Q′, ϕ′, q′0, Q
′
F )

ïðåäñòàâëÿåò íåêîòîðûé ÿçûê L. Òîãäà L ∈ Lp â òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå,
êîãäà íàéä¼òñÿ ïðàâèëüíî p-ðàñêðàøåííûé àâòîìàò V = (B,Q,ϕ, q0, QF ), òàê-
æå ïðåäñòàâëÿþùèé L. Ïðè÷åì ÷èñëî ñîñòîÿíèé íîâîãî àâòîìàòà ñðàâíèìî ñ

÷èñëîì ñîñòîÿíèé èñõîäíîãî, à èìåííî: |Q| 6 p(p−1)
2 · |Q′|+ p· |Q′F | .

Òåîðåìà 2. Ñóùåñòâóåò àëãîðèòì, êîòîðûé äëÿ ëþáîãî ÿçûêà L ∈ Reg îïðå-
äåëÿåò âñå òàêèå p, ÷òî L ∈ Lp.

Ðàáîòà âûïîëíåíà íà êàôåäðå ÌÀÒÈÑ ïîä ðóêîâîäñòâîì ïðîôåññîðà
ä.ô.ì.í. Áàáèíà Ä.Í.
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Áèãðàììíûå ÿçûêè

Ââåäåíèå. Åùå â íà÷àëå 20 âåêà âûäàþùèìñÿ ðóññêèì ó÷åíûì À. À.
Ìàðêîâûì áûë ñîçäàí àïïàðàò öåïåé, âïîñëåäñòâèè íàçâàííûõ öåïÿìè Ìàð-
êîâà, è îïðîáîâàí [1] íà âû÷èñëåíèè ïåðåõîäíûõ âåðîÿòíîñòåé ìåæäó ñîñåä-
íèìè áóêâàìè â ïîýìå À. Ñ. Ïóøêèíà ”Åâãåíèé Îíåãèí“. Â äàëüíåéøåì ýòîò
àïïàðàò ïîëó÷èë øèðîêîå ïðèìåíåíèå äëÿ ðàñïîçíàâàíèÿ è ñòàòèñòè÷åñêîãî
ìîäåëèðîâàíèÿ åñòåñòâåííûõ ÿçûêîâ [2]. Òåì íå ìåíåå, â äåòåðìèíèðîâàííîì
ñëó÷àå, çà ðåäêèì èñêëþ÷åíèåì ïðèêëàäíûõ çàäà÷ (íàïðèìåð, äëÿ ïîäñ÷å-
òà ÄÍÊ-ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé [3]), áèãðàììû äëÿ èññëåäîâàíèÿ ôîðìàëüíûõ
ÿçûêîâ ïðàêòè÷åñêè íå ïðèìåíÿëèñü. Â äàííîé ñòàòüå àâòîð èçó÷àåò ÿçûêè,
ñîñòîÿùèå èç ñëîâ ñ ôèêñèðîâàííûìè ÷àñòîòàìè ïàð ñîñåäíèõ áóêâ.

Îïðåäåëåíèå áèãðàììíûõ ÿçûêîâ. Ïóñòü A, |A| < ∞ � êîíå÷íûé
àëôàâèò, A∗ � ìíîæåñòâî âñåõ êîíå÷íûõ ñëîâ (âêëþ÷àÿ ïóñòîå) â äàííîì
àëôàâèòå.

Îïðåäåëåíèå 1. Áèãðàììîé â àëôàâèòå A íàçûâàåòñÿ äâóõáóêâåííîå ñëîâî
ab ∈ A∗, a, b ∈ A (ïîðÿäîê âõîæäåíèÿ áóêâ â áèãðàììó èìååò çíà÷åíèå, ò.å.
áèãðàììà ab íå ðàâíà áèãðàììå ba ïðè a 6= b).
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Îïðåäåëåíèå 2. Îáîçíà÷èì ÷åðåç θβ(η), ãäå β ∈ A∗, η ∈ A∗, ïðè÷åì β �
íåïóñòîå ñëîâî, îòîáðàæåíèå A∗ → N ∪ {0}, ñîïîñòàâëÿþùåå ñëîâó η ÷èñëî
ïîäñëîâ β â ñëîâå η, ò.å. êîëè÷åñòâî ðàçëè÷íûõ ðàçëîæåíèé ñëîâà η â âèäå η =
α′βα′′ (α′ è α′′ ìîãóò áûòü ïóñòûìè). Ïðè äëèíå ñëîâà η, ìåíüøåé äëèíû ñëîâà
β, çíà÷åíèå θβ(η) ïîëîæèì ðàâíûì 0. Ñàìî æå çíà÷åíèå θβ(η) ïðè äàííûõ β
è η íàçîâåì êðàòíîñòüþ β â ñëîâå η.

Ñ ó÷åòîì ââåäåííûõ îïðåäåëåíèé, ïî êàæäîìó ñëîâó α ∈ A∗ ìîæíî ïî-
ñòðîèòü êâàäðàòíóþ ìàòðèöó áèãðàìì Θ(α) = (θaiaj (α))|A|i,j=1 ðàçìåðà |A|× |A|
ïðè óñëîâèè, ÷òî âñå áóêâû àëôàâèòà A = {a1, a2, ..., a|A|} ïðîíóìåðîâàíû è
íóìåðàöèÿ çàôèêñèðîâàíà.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Ξ ìíîæåñòâî êâàäðàòíûõ ìàòðèö ðàçìåðà |A|× |A|, êàæ-
äûé ýëåìåíò êîòîðûõ ÿâëÿåòñÿ öåëûì íåîòðèöàòåëüíûì ÷èñëîì. Òàêèì îáðà-
çîì, äëÿ êàæäîãî α ∈ A∗ èìååì Θ(α) ∈ Ξ. Òàêæå, çäåñü è äàëåå ÷åðåç Θ(α)
áóäåì îáîçíà÷àòü ìàòðèöó áèãðàìì, ïîñòðîåííóþ ïî êîíêðåòíîìó ñëîâó α, à
÷åðåç Θ � ïðîñòî íåêîòîðóþ ìàòðèöó èç Ξ, ïðè ýòîì áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî íà
ìåñòå (i, j) ìàòðèöû Θ áóäåò ñòîÿòü çíà÷åíèå θaiaj (ò. å. äëÿ ïðîèçâîëüíîé ìàò-
ðèöû èç Ξ ìû îïóñòèëè çàâèñèìîñòü îò α êàê äëÿ ñàìîé ìàòðèöû áèãðàìì,
òàê è äëÿ îòäåëüíûõ åå ýëåìåíòîâ).

Îïðåäåëåíèå 3. Íàçîâåì áèãðàììíûì ÿçûêîì L(Θ), ïîðîæäåííûì ìàòðè-
öåé Θ ∈ Ξ, ìíîæåñòâî âñåõ ñëîâ, èìåþùèõ îäíó è òó æå ìàòðèöó áèãðàìì Θ,
ò.å. L(Θ) = {β ∈ A∗|Θ(β) = Θ}.
Îïðåäåëåíèå 4. Íàçîâåì ÷àñòîòíûì ÿçûêîì, çàäàííûì ìàòðèöåé áèãðàìì
Θ ∈ Ξ, ÿçûê FΘ =

⋃∞
k=1 L(kΘ), ò.å. ÿçûê, ñîñòîÿùèé èç âñåõ òàêèõ ñëîâ β,

÷òî íàáîð êðàòíîñòåé ýòèõ ñëîâ Θ(β) êðàòåí íàáîðó Θ, à èìåííî, FΘ = {β ∈
A∗|Θ(β) = kΘ, k ∈ N}, ãäå óìíîæåíèå k íà Θ ïîíèìàåòñÿ êàê óìíîæåíèå
ñêàëÿðà íà ìàòðèöó.

Ïîäðîáíî ÿçûêè L(Θ) è FΘ áûëè èçó÷åíû â [4]. Â äàííîé æå ðàáîòå èçó÷à-
þòñÿ ñâîéñòâà ÿçûêîâ, â êîòîðûõ çàäàþùàÿ èõ ìàòðèöà áèãðàìì ó÷èòûâàåò
òàê íàçûâàåìóþ ”çàêîëüöîâàííîñòü“.

Áèãðàììíûå ÿçûêè ñ çàêîëüöîâûâàíèåì

Îïðåäåëåíèå 5. Ýëåìåíòàðíîé ìàòðèöåé êðàòíîñòåé áèãðàìì Θij ∈ Ξ áó-
äåì íàçûâàòü ìàòðèöó èç ïðîñòðàíñòâà ìàòðèö áèãðàìì Ξ, èìåþùóþ åäèí-
ñòâåííûé íåíóëåâîé ýëåìåíò íà ìåñòå (i, j): θaiaj = 1, θakal = 0, (k, l) 6=
(i, j), 1 6 i, j, k, l 6 n.
Îïðåäåëåíèå 6. Íàçîâåì Ω(α) ìàòðèöåé êðàòíîñòåé áèãðàìì ñ çàêîëüöî-
âûâàíèåì äëÿ íåïóñòîãî ñëîâà α ∈ A∗ ñëåäóþùóþ ìàòðèöó:
1) ïðè îäíîáóêâåííîì ñëîâå α = at, 1 6 t 6 n, Ω(α) = Θtt,
2) ïðè äëèíå ñëîâà α íå ìåíüøå 2, òî åñòü α = aiα1aj , 1 6 i, j 6 n, ãäå α1 ∈ A∗
(â òîì ÷èñëå α1 ìîæåò áûòü ïóñòûì), Ω(α) = Θ(α) + Θji.

Çäåñü è äàëåå áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî íà ìåñòå (i, j) ìàòðèöû Ω(α) áóäåò ñòîÿòü
çíà÷åíèå ωaiaj (α).

Ñîäåðæàòåëüíî, ìàòðèöà áèãðàìì ñ çàêîëüöîâûâàíèåì � ýòî òà æå îáû÷-
íàÿ ìàòðèöà áèãðàìì çà èñêëþ÷åíèåì åäèíè÷íîé äîáàâêè â îäíîé ÿ÷åéêå,
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êîòîðàÿ îòâå÷àåò çà áèãðàììó, ñâÿçûâàþùóþ ïîñëåäíþþ áóêâó ñëîâà ñ ïåð-
âîé (îòñþäà è íàçâàíèå � ”ñ çàêîëüöîâûâàíèåì“, ïîñêîëüêó ìû êàê áû ñ÷è-
òàåì áèãðàììû íå íà ëèíåéíîì ñëîâå, à íà ñëîâå, íà÷àëî è êîíåö êîòîðîãî
îáúåäèíåíû â êîëüöî).

Îïðåäåëåíèå 7. Íàçîâåì áèãðàììíûì ÿçûêîì ñ çàêîëüöîâûâàíèåì K(Ω)
ìíîæåñòâî âñåõ ñëîâ, èìåþùèõ îäíó è òó æå ìàòðèöó Ω êðàòíîñòåé áèãðàìì
ñ çàêîëüöîâûâàíèåì, ò.å. K(Ω) = {β ∈ A∗|Ω(β) = Ω}.

Ðàññìîòðèì îñíîâíûå ñâîéñòâà áèãðàììíûõ ÿçûêîâ ñ çàêîëüöîâûâàíèåì,
êîòîðûå âî ìíîãîì ïîâòîðÿþò àíàëîãè÷íûå óòâåðæäåíèÿ äëÿ áèãðàììíûõ
ÿçûêîâ.

Ïîñòðîèì ïî ìàòðèöå Ω(α) (èëè ïî ïðîèçâîëüíîé ìàòðèöå Ω ∈ Ξ) îðèåíòè-
ðîâàííûé ãðàô GΩ(α) (ñîîòâåòñòâåííî, GΩ) íà ïëîñêîñòè. Âåðøèíàìè ó ýòîãî
ãðàôà áóäóò âñå áóêâû èç àëôàâèòà A, ïðè ýòîì ðåáðà áóäóò ñîîòâåòñòâîâàòü
áèãðàììàì ñ ó÷åòîì èõ êðàòíîñòåé, ò.å. êðàòíîñòü ωab(α) áóäåò ïîðîæäàòü
ωab(α) îðèåíòèðîâàííûõ ðåáåð a → b. Àíàëîãè÷íî, êðàòíîñòü ωcc(α) áóäåò
ïîðîæäàòü ωcc(α) ïåòåëü c→ c.

Òàêæå íàì ïîíàäîáÿòñÿ ïîíÿòèÿ ýéëåðîâûõ öèêëîâ è íåîáõîäèìûõ è äî-
ñòàòî÷íûõ óñëîâèé ñóùåñòâîâàíèÿ îíûõ â îðèåíòèðîâàííûõ ãðàôàõ èç [5].

Òåîðåìà 1. Áèãðàììíûé ÿçûê ñ çàêîëüöîâûâàíèåì K(Ω) ñîñòîèò íå áîëåå
÷åì èç êîíå÷íîãî ÷èñëà ñëîâ îäèíàêîâîé äëèíû lΩ =

∑
ai,aj∈A ωaiaj . Ïðè ýòîì

ÿçûê K(Ω) íåïóñò, åñëè ïîñòðîåííûé ïî Ω îðèåíòèðîâàííûé ãðàô GΩ � ýé-
ëåðîâ.

Òåîðåìà 2. Ïóñòü çàäàíà ìàòðèöà Ω ∈ Ξ ñ ýéëåðîâûì ãðàôîì GΩ. Òîãäà
ñóùåñòâóåò âçàèìíî-îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó ñëîâàìè ÿçûêîâ K(Ω) è
L(Θ), ãäå Ω = Θ.
Ñëåäñòâèå 1. Ïóñòü äëÿ ìàòðèöû Ω ∈ Ξ îðèåíòèðîâàííûé ãðàô GΩ � ýé-
ëåðîâ. Òîãäà êîëè÷åñòâî ñëîâ â ÿçûêàõ K(Ω) è L(Θ), ãäå Ω = Θ, îäèíàêîâî:
|K(Ω)| = |L(Θ)|.
Îïðåäåëåíèå 8. Íàçîâåì ÷àñòîòíûì áèãðàììíûì ÿçûêîì ñ çàêîëüöîâû-
âàíèåì, çàäàííûì ìàòðèöåé áèãðàìì Ω ∈ Ξ ñ çàêîëüöîâûâàíèåì, ÿçûê
EΩ =

⋃∞
k=1K(kΩ), ò.å. ÿçûê, ñîñòîÿùèé èç âñåõ òàêèõ ñëîâ β, ò.÷. ìàòðè-

öà áèãðàìì Ω(β) ñ çàêîëüöîâûâàíèåì ýòèõ ñëîâ êðàòíà íàáîðó Ω, à èìåííî
EΩ = {β ∈ A∗|Ω(β) = kΩ, k ∈ N}, ãäå óìíîæåíèå k íà Ω ïîíèìàåòñÿ êàê
óìíîæåíèå ñêàëÿðà íà ìàòðèöó.

Òåîðåìà 3. Åñëè çàäàíà ìàòðèöà áèãðàìì Ω ∈ Ξ ñ çàêîëüöîâûâàíèåì, òî:
1) åñëè îðèåíòèðîâàííûé ãðàô GΩ ÿâëÿåòñÿ ýéëåðîâûì, òî â ÷àñòîòíîì ÿçûêå
EΘ ñ çàêîëüöîâûâàíèåì ñ÷åòíîå ìíîæåñòâî ñëîâ;
2) åñëè îðèåíòèðîâàííûé ãðàô GΩ íå ÿâëÿåòñÿ ýéëåðîâûì, òî â ÷àñòîòíîì
ÿçûêå EΘ ñ çàêîëüöîâûâàíèåì íåò íè îäíîãî ñëîâà.

Îïðåäåëåíèå 9. Íàçîâåì äâå íåíóëåâûå ìàòðèöû Ω1 è Ω2 èç Ξ íåêîëëè-
íåàðíûìè, åñëè íå ñóùåñòâóåò íåíóëåâûõ äåéñòâèòåëüíûõ êîýôôèöèåíòîâ
c1, c2 ∈ R, (c1, c2) 6= (0, 0), äëÿ êîòîðûõ c1Ω1 + c2Ω2 = 0.
Òåîðåìà 4. Ïóñòü çàäàíà ìàòðèöà áèãðàìì Ω ñ çàêîëüöîâûâàíèåì òàêàÿ,
÷òî îðèåíòèðîâàííûé ãðàô GΩ � ýéëåðîâ. Òîãäà:
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1) åñëè ñóùåñòâóåò òàêîå ðàçëîæåíèå Ω â ñóììó äâóõ íåíóëåâûõ íåêîëëèíå-
àðíûõ ìàòðèö Ω = Ω1 + Ω2 òàêîå, ÷òî îáà îðèåíòèðîâàííûõ ãðàôà GΩ1 è GΩ2

� ýéëåðîâû, òî ÷àñòîòíûé ÿçûê ñ çàêîëüöîâûâàíèåì EΩ íåðåãóëÿðåí;
2) â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ÿçûê EΩ ðåãóëÿðåí. Ïðè ýòîì äëÿ ∀k ∈ N ñóùåñòâóþò
ðîâíî l ñëîâ βk,i, i = 1..l, ò.÷. Ω(βk,i) = kΩ, à l � ÷èñëî íåíóëåâûõ ýëåìåíòîâ â
ìàòðèöå Ω.
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ÌÃÓ, Ìîñêâà

Ðàññìàòðèâàåìûå íàìè àëãåáðàè÷åñêèå ìîäåëè ïðîãðàìì ïðåäíàçíà÷åíû
äëÿ èçó÷åíèÿ ñåìàíòè÷åñêèõ ñâîéñòâ ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïðîãðàìì, èñïîëüçó-
þùèõ âñå ñòàíäàðòíûå êîìïîçèöèè îïåðàòîðîâ, êðîìå àïïàðàòà ïðîöåäóð [1].

Ñàìè ïðîãðàììû, áóäó÷è çàïèñàíû â ôîðìàëèçîâàííîì âèäå, ïðåäñòàâëÿ-
þò ñîáîé êîíå÷íûé îðèåíòèðîâàííûé ãðàô ñî âõîäîì è âûõîäîì, âñå îñòàëü-
íûå âåðøèíû êîòîðîãî íàãðóæåíû îïåðàòîðàìè è ëîãè÷åñêèìè óñëîâèÿìè.

Ïðè ìîäåëèðîâàíèè ïðîãðàììû îáúåêòîì, íàçûâàåìûì åãî ñõåìîé, ñîõðà-
íÿåòñÿ å¼ ñòðóêòóðà, à îïåðàòîðû è ëîãè÷åñêèå óñëîâèÿ çàìåíÿþòñÿ ñîîòâåò-
ñòâåííî îïåðàòîðíûìè ñèìâîëàìè è ëîãè÷åñêèìè ïåðåìåííûìè, ïðèíèìàþ-
ùèìè çíà÷åíèÿ 0 è 1. Ïîäõîäÿùàÿ èíòåðïðåòàöèÿ òåõ è äðóãèõ âîçâðàùàåò
ñõåìó â ïðîãðàììó.

Àëãåáðàè÷åñêàÿ ìîäåëü ïðîãðàìì ñîñòîèò èç ìíîæåñòâà ñõåì ïðîãðàìì,
ïîñòðîåííûõ íàä áàçèñîì îïåðàòîðíûõ ñèìâîëîâ è ëîãè÷åñêèõ ïåðåìåííûõ.
Ñåìàíòè÷åñêàÿ òðàêòîâêà ñõåìû ñâÿçàíà ñ âûïîëíåíèåì å¼ íà ôóíêöèÿõ ðàç-
ìåòêè; òàêîé ôóíêöèåé êàæäîé îïåðàòîðíîé öåïî÷êå ïðèïèñûâàþòñÿ çíà÷å-
íèÿ íà íåé âñåõ ëîãè÷åñêèõ ïåðåìåííûõ. Ïðîöåäóðîé âûïîëíåíèÿ ñõåìû íà
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ôóíêöèè ðàçìåòêè ñõåìå ñîïîñòàâëÿåòñÿ îòîáðàæåíèå ìíîæåñòâà âñåõ ôóíê-
öèé ðàçìåòêè â ìíîæåñòâî îïåðàòîðíûõ öåïî÷åê, âîñïðèíèìàåìûõ êàê ðå-
çóëüòàò âûïîëíåíèÿ ñõåìû â ñëó÷àå, êîãäà îíî çàâåðøàåìî.

Îòäåëüíàÿ àëãåáðàè÷åñêàÿ ìîäåëü õàðàêòåðèçóåòñÿ ñâîèì îòíîøåíèåì ýê-
âèâàëåíòíîñòè ñõåì. Îíî îïðåäåëÿåòñÿ äâóìÿ ïàðàìåòðàìè - ïîäìíîæåñòâîì
ôóíêöèé ðàçìåòêè, äîïóñòèìûõ ïðè âûïîëíåíèè ñõåìû, è ââåä¼ííîé ýêâèâà-
ëåíòíîñòüþ â ìíîæåñòâå âñåõ îïåðàòîðíûõ öåïî÷åê; ðåçóëüòàòû âûïîëíåíèÿ
äâóõ ñõåì íà äîïóñòèìîé ôóíêöèè ðàçìåòêè îáÿçàíû áûòü ýêâèâàëåíòíûìè
öåïî÷êàìè. Òàê âîçíèêàåò äâóõïàðàìåòðè÷åñêàÿ àëãåáðàè÷åñêàÿ ìîäåëü ïðî-
ãðàìì.

Â ïðîáëåìàòèêå òåîðèè ýòèõ ìîäåëåé ôóíäàìåíòàëüíûìè ÿâëÿþòñÿ äâå
ïðîáëåìû � ïðîáëåìà ýêâèâàëåíòíîñòè ñõåì â ìîäåëè, ñîñòîÿùàÿ â ïîèñêå
ðàçðåøàþùåãî ýêâèâàëåíòíîñòü àëãîðèòìà, è ïðîáëåìà ýêâèâàëåíòíûõ ïðåîá-
ðàçîâàíèé (ý.ï.), çàêëþ÷àþùàÿñÿ â ïîñòðîåíèè ñèñòåìû ý.ï., ïîëíîé â äàííîé
ìîäåëè; ñðåäñòâàìè ïîëíîé ñèñòåìû ëþáàÿ ñõåìà àëãîðèòìè÷åñêè òðàíñôîð-
ìèðóåìà â ëþáóþ åé ýêâèâàëåíòíóþ. Âòîðàÿ ïðîáëåìà ðàññìàòðèâàåòñÿ ïðè
ðàçðåøèìîñòè ïåðâîé.

Âîçâðàòèìñÿ ê âîïðîñó î òîì, êàê ðåøåíèÿ ýòèõ ïðîáëåì èñïîëüçóþòñÿ äëÿ
ïðîãðàìì. Â ýòèõ öåëÿõ ðàññìàòðèâàþòñÿ òîëüêî àïïðîêñèìèðóþùèå àëãåáðà-
è÷åñêèå ìîäåëè. Äëÿ òàêîé ìîäåëè ñóùåñòâóåò êëàññ ïðîãðàìì ñ âûïîëíåíèåì
óñëîâèÿ: èç ýêâèâàëåíòíîñòè ñõåì â ìîäåëè âñåãäà ñëåäóåò ýêâèâàëåíòíîñòü
ïðîãðàìì, ñòðóêòóðà êîòîðûõ ñîâïàäàåò ñî ñòðóêòóðîé ýòèõ ñõåì. Òàêèì îá-
ðàçîì, àëãîðèòì, ðàçðåøàþùèé ýêâèâàëåíòíîñòü ñõåì â àïïðîêñèìèðóþùåé
ìîäåëè, ÷àñòè÷íî ðàçðåøàåò ýêâèâàëåíòíîñòü ïðîãðàìì èç àïïðîêñèìèðóåìî-
ãî èõ êëàññà, à âñå ý.ï. ñõåì îäíîâðåìåííî ÿâëÿþòñÿ è ý.ï. ïðîãðàìì. Ïîýòîìó
â ïåðâóþ î÷åðåäü â òåîðèè àëãåáðàè÷åñêèõ ìîäåëåé ïîñòðîåí ïðèåìëåìûé äî-
ñòàòî÷íûé ïðèçíàê òîãî, ÷òî ìîäåëü ÿâëÿåòñÿ àïïðîêñèìèðóþùåé [1].

Â îñíîâíîì ðàññìàòðèâàëèñü îäíîïàðàìåòðè÷åñêèå ìîäåëè - â íèõ äî-
ïóñòèìîñòü ôóíêöèè ðàçìåòêè ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿåòñÿ îòíîøåíèåì ýêâèâà-
ëåíòíîñòè îïåðàòîðíûõ öåïî÷åê. Äëÿ íèõ ðàçðàáîòàíû äâå ìåòîäèêè � ìå-
òîäèêà ðàñïîçíàâàíèÿ ýêâèâàëåíòíîñòè â ìîäåëè [2] è ìåòîäèêà ïîñòðîåíèÿ
ñèñòåìû ý.ï., ïîëíîé â ìîäåëè [3]. Çàäà÷åé äàííîé ñòàòüè ÿâëÿåòñÿ ïðèìåíå-
íèå ýòèõ ìåòîäèê ê äâóõïàðàìåòðè÷åñêîé ìîäåëè ïðîãðàìì.

Â êà÷åñòâå òàêîâîé íàìè ðàññìàòðèâàåòñÿ ìîäåëüM ñî ñëåäóþùèìè ïàðà-
ìåòðàìè. Ýêâèâàëåíòíûìè îáúÿâëÿþòñÿ äâå îïåðàòîðíûå öåïî÷êè, îáëàäàþ-
ùèå ñâîéñòâîì: îäíà ìîæåò áûòü ïîëó÷åíà èç äðóãîé ïåðåñòàíîâêàìè ñîñåäíèõ
îïåðàòîðíûõ ñèìâîëîâ. Äîïóñòèìîé äëÿ ìîäåëè ñ÷èòàåòñÿ âñÿêàÿ ôóíêöèÿ
ðàçìåòêè µ, êîòîðàÿ ñîõðàíÿåò ñâî¼ çíà÷åíèå íà ýêâèâàëåíòíûõ îïåðàòîðíûõ
öåïî÷êàõ è óäîâëåòâîðÿåò òðåáîâàíèþ: êàêèìè áû íè áûëè ëîãè÷åñêàÿ ïåðå-
ìåííàÿ p, îïåðàòîðíàÿ öåïî÷êà h è îïåðàòîðíûé ñèìâîë y. çíà÷åíèå ïåðåìåí-
íîé p â µ(h) íå ïðåâûøàåò å¼ çíà÷åíèÿ â µ(hy).

Ïðèìåíåíèåì ðàçðàáîòàííîé â [2] ìåòîäèêè óñòàíîâëåíà ðàçðåøèìîñòü â
M ïðîáëåìû ýêâèâàëåíòíîñòè (ñì. [4]). Îòìåòèì âûïîëíåííûå ïðè ýòîì ýòàïû
èññëåäîâàíèé.

1. Â ñõåìå èç M ðàññìàòðèâàëèñü îðèåíòèðîâàííûå ïóòè ñ íà÷àëîì â å¼ âõî-
äå; îíè íàçâàíû ìàðøðóòàìè. Ìàðøðóòû â äâóõ ñõåìàõ, ïðîêëàäûâàåìûå
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îáùåé äëÿ íèõ äîïóñòèìîé ôóíêöèåé ðàçìåòêè, íàçâàíû ñî÷åòàåìûìè. Îò-
íîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè ñõåì èç M ïåðåâåäåíî íà ÿçûê òðåáîâàíèé ê ñî-
÷åòàåìûì ìàðøðóòàì.

2. Äëÿ âñÿêîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà N ââåäåíî àëãîðèòìè÷åñêè ðàñïîçíàâàå-
ìîå îòíîøåíèå N -ýêâèâàëåíòíîñòè ñõåì èç M , âûïîëíÿåìîå ïðè èõ ýêâè-
âàëåíòíîñòè.

3. Èññëåäîâàíèåì ñòðóêòóðû ýêâèâàëåíòíûõ ñõåì ïîñòðîåí àëãîðèòì, êîòî-
ðûé äëÿ ëþáûõ ñõåì G1, G2 èç ìîäåëè M íàõîäèò íàòóðàëüíîå ÷èñëî
N(G1, G2) òàêîå , ÷òî èç N(G1, G2)-ýêâèâàëåíòíîñòè ýòèõ ñõåì ñëåäóåò èõ
ýêâèâàëåíòíîñòü â M .

Äëÿ ìîäåëè M ïî ìåòîäèêå, îïèñàííîé â [3], ïîñòðîåíà ïîëíàÿ â íåé ñèñòåìà
ý.ï. (ñì. [4]). Ñîãëàñíî ýòîé ìåòîäèêå, ñîçäàíî òðåáóåìîå ôîðìàëüíîå èñ÷èñ-
ëåíèå. Åãî îáúåêòàìè ÿâëÿþòñÿ ôðàãìåíòû ñõåì èç M , îáîáùàþùèå ïîíÿòèå
ñõåìû. Åäèíñòâåííûì ïðàâèëîì âûâîäà â ýòîì èñ÷èñëåíèè ÿâëÿåòñÿ ïðàâè-
ëî ïîäñòàíîâêè âî ôðàãìåíò âìåñòî îäíîãî åãî ïîäôðàãìåíòà äðóãîãî ôðàã-
ìåíòà. Ôðàãìåíòû íàçâàíû ýêâèâàëåíòíûìè, åñëè ïðèìåíåíèåì ïîäñòàíîâêè
ëþáàÿ ñõåìà ïðåîáðàçóåòñÿ â ýêâèâàëåíòíóþ åé ñõåìó, è óñëîâíî ýêâèâàëåíò-
íûìè, êîãäà èñõîäíàÿ ñõåìà óäîâëåòâîðÿåò íåêîòîðîìó óñëîâèþ. Àêñèîìû èñ-
÷èñëåíèÿ âûÿâëÿþòñÿ ïóò¼ì òðàíñôîðìàöèè ñõåìû ê êàíîíè÷åñêîìó âèäó.
Ïîñëåäíèå ââîäÿòñÿ â êîíå÷íîì ÷èñëå â êàæäîì êëàññå ýêâèâàëåíòíûõ ñõåì
â M , íà îñíîâàíèè ÷åãî ïîÿâëÿåòñÿ äîïîëíèòåëüíàÿ óñëîâíàÿ àêñèîìà.

Â çàêëþ÷åíèå îòìåòèì, ÷òî íàëè÷èå íåñêîëüêèõ êàíîíè÷åñêèõ ôîðì â
êëàññå ýêâèâàëåíòíûõ ñõåì ïðèíöèïèàëüíî îòëè÷àåò ìîäåëü M îò èññëåäó-
åìûõ ðàíåå îäíîïàðàìåòðè÷åñêèõ àëãåáðàè÷åñêèõ ìîäåëåé ïðîãðàìì.
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Èçâåñòíî [1, 2], ÷òî ñåìåéñòâî çàìêíóòûõ êëàññîâ ôóíêöèé k-çíà÷íîé ëî-
ãèêè ÿâëÿåòñÿ êîíòèíóàëüíûì ïðè k > 3. Ïîýòîìó âîçíèêàþò çíà÷èòåëüíûå
ñëîæíîñòè ïðè èçó÷åíèè äàííîãî ñåìåéñòâà êëàññîâ, è äëÿ èõ èññëåäîâàíèÿ
÷àñòî ðàññìàòðèâàþòñÿ ðàçëè÷íûå óñèëåíèÿ îïåðàòîðà çàìûêàíèÿ, êîòîðûå
ïîçâîëÿþò ïîëó÷àòü ìíîæåñòâà çàìêíóòûõ êëàññîâ ñ áîëåå îáîçðèìîé ñòðóê-
òóðîé (ñì., íàïðèìåð, [3, 4, 5]).

Íàñòîÿùàÿ ðàáîòà îòíîñèòñÿ ê àíàëîãè÷íîìó íàïðàâëåíèþ èññëåäîâàíèé.
Â íåé èçó÷àþòñÿ ôóíêöèè k-çíà÷íîé ëîãèêè, ãäå k = 2m, m > 2. Äëÿ ýòîãî
îïðåäåëÿåòñÿ ñïåöèàëüíûé îïåðàòîð β-çàìûêàíèÿ íà îñíîâå êîäèðîâàíèÿ äàí-
íûõ ôóíêöèé â äâîè÷íîé ñèñòåìå ñ÷èñëåíèÿ è ñòðîèòñÿ îòîáðàæåíèå ñåìåé-
ñòâà âñåõ β-çàìêíóòûõ êëàññîâ â ñåìåéñòâî çàìêíóòûõ êëàññîâ áóëåâûõ ôóíê-
öèé. Â ðàáîòå äëÿ êàæäîãî çàìêíóòîãî êëàññà B áóëåâûõ ôóíêöèé èññëåäóåòñÿ
ìîùíîñòü ñåìåéñòâà ðàçëè÷íûõ β-çàìêíóòûõ êëàññîâ, êîòîðûå îòîáðàæàþò-
ñÿ â êëàññ B è ñîäåðæàò òîëüêî ôóíêöèè, ïðèíèìàþùèå íå áîëåå ÷åòûðåõ
çíà÷åíèé.

Ñôîðìóëèðóåì îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ (ïîäðîáíåå ñì. [6]). Ïóñòü k = 2m,
ãäå m > 2. Òîãäà êàæäîå ÷èñëî α èç ìíîæåñòâà {0, 1, . . . , k − 1} ìîæíî çàïè-
ñàòü â äâîè÷íîé ñèñòåìå ñ÷èñëåíèÿ. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî åìó âçàèìíî-îäíîçíà÷íî
ñîïîñòàâëÿåòñÿ äâîè÷íûé âåêòîð (α1, . . . , αm) èç {0, 1}m, êîòîðûé áóäåì îáî-
çíà÷àòü ÷åðåç 〈α1, . . . , αm〉. Ïåðåìåííîé x, ïðèíèìàþùåé çíà÷åíèÿ èç ìíî-
æåñòâà {0, 1, . . . , k − 1}, ìîæíî ïîñòàâèòü â ñîîòâåòñòâèå âåêòîð-ïåðåìåííóþ
〈x1, . . . , xm〉, ãäå x1, . . . , xm ÿâëÿþòñÿ ïåðåìåííûìè, ïðèíèìàþùèìè çíà÷å-
íèÿ èç ìíîæåñòâà {0, 1}, òàêèì îáðàçîì, ÷òî êàæäîìó çíà÷åíèþ α ïåðå-
ìåííîé x ñòàâèòñÿ â ñîîòâåòñòâèå çíà÷åíèå 〈α1, . . . , αm〉 âåêòîð-ïåðåìåííîé
〈x1, . . . , xm〉. Äàííóþ âåêòîð-ïåðåìåííóþ áóäåì îáîçíà÷àòü òàêæå ÷åðåç x̂.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Pk ìíîæåñòâî âñåõ ôóíêöèé k-çíà÷íîé ëîãèêè. Ïðè
ðàññìàòðèâàåìûõ íàìè çíà÷åíèÿõ k ïðîèçâîëüíîé n-ìåñòíîé ôóíêöèè
F (x1, . . . , xn) èç Pk ìîæíî âçàèìíî-îäíîçíà÷íî ñîïîñòàâèòü âåêòîð-ôóíêöèþ
〈f1, . . . , fm〉, ãäå ôóíêöèè f1, . . . , fm ÿâëÿþòñÿ áóëåâûìè è êàæäàÿ èç
íèõ çàâèñèò îò âñåõ áóëåâûõ ïåðåìåííûõ xj1, . . . , x

j
m, j = 1, . . . , n (çäåñü

x̂j = 〈xj1, . . . , xjm〉). Äàííóþ âåêòîð-ôóíêöèþ áóäåì òàêæå îáîçíà÷àòü ÷åðåç
F̂ (〈x1

1, . . . , x
1
m〉, . . . , 〈xn1 , . . . , xnm〉) èëè F̂ .

Îïèñàííûå ïðåäñòàâëåíèÿ áóäåì íàçûâàòü äâîè÷íûì ïðåäñòàâëåíèåì ÷èñ-
ëà α, ïåðåìåííîé x è ôóíêöèè F ñîîòâåòñòâåííî.

Ïóñòü F ∈ Pk è F̂ = 〈f1, . . . , fm〉. Êàæäóþ èç áóëåâûõ ôóíêöèé f1, . . . , fm
áóäåì íàçûâàòü êîìïîíåíòîé ôóíêöèè F . Ìíîæåñòâî âñåõ êîìïîíåíò ôóíê-
öèè F îáîçíà÷èì ÷åðåç b(F ).
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Ïóñòü A ⊆ Pk. Êëàññ áóëåâûõ ôóíêöèé, ñîâïàäàþùèé ñ çàìûêàíèåì ìíî-
æåñòâà

⋃
F∈A

b(F ) îòíîñèòåëüíî îïåðàöèé ñóïåðïîçèöèè è ââåäåíèÿ íåñóùå-

ñòâåííîé ïåðåìåííîé, áóäåì íàçûâàòü áóëåâûì çàìûêàíèåì ìíîæåñòâà A
è îáîçíà÷àòü ÷åðåç B(A).

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ôóíêöèÿ H èç Pk ïîëó÷åíà èç ôóíêöèé ìíîæåñòâà
A ïðè ïîìîùè îïåðàöèè äâîè÷íîé ñóïåðïîçèöèè, åñëè íàéäóòñÿ ôóíêöèÿ F
èç ìíîæåñòâà A è ôóíêöèè g1, . . . , gmn èç ìíîæåñòâà B(A) (ãäå n�÷èñëî
ïåðåìåííûõ ôóíêöèè F ), òàêèå, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ ñëåäóþùåå ðàâåíñòâî:

Ĥ = F̂
(
〈g1, . . . , gm〉, . . . , 〈gm(n−1)+1, . . . , gmn〉

)
.

Ìíîæåñòâî âñåõ ôóíêöèé, êîòîðûå ìîãóò áûòü ïîëó÷åíû èç ôóíêöèé ñè-
ñòåìû A ïðè ïîìîùè îïåðàöèé äâîè÷íîé ñóïåðïîçèöèè è ââåäåíèÿ íåñóùå-
ñòâåííîé ïåðåìåííîé, áóäåì íàçûâàòü β-çàìûêàíèåì ìíîæåñòâà A è îáî-
çíà÷àòü ÷åðåç [A]β . Â ðàáîòå [6] óñòàíîâëåíî, ÷òî ââåäåííûé òàêèì îáðàçîì
îïåðàòîð óäîâëåòâîðÿåò âñåì íåîáõîäèìûì ñâîéñòâàì îïåðàòîðà çàìûêàíèÿ.
Ìíîæåñòâî A íàçîâåì β-çàìêíóòûì, åñëè âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî [A]β = A.

Äëÿ êàæäîãî r, 1 6 r 6 k, îáîçíà÷èì ÷åðåç Pk|r ìíîæåñòâî âñåõ ôóíêöèé
k-çíà÷íîé ëîãèêè, ïðèíèìàþùèõ íå áîëåå r çíà÷åíèé. Äëÿ äàííûõ çíà÷åíèé
÷èñëà r îáîçíà÷èì òàêæå ÷åðåç C(k, r) ìíîæåñòâî âñåõ çàìêíóòûõ êëàññîâ B
áóëåâûõ ôóíêöèé, äëÿ êîòîðûõ ñåìåéñòâî ðàçëè÷íûõ β-çàìêíóòûõ êëàññîâ A
ôóíêöèé èç Pk|r, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ B(A) = B, ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íûì, à
÷åðåç Q(k, r)�ìíîæåñòâî âñåõ êëàññîâ áóëåâûõ ôóíêöèé, äëÿ êîòîðûõ àíà-
ëîãè÷íîå ñåìåéñòâî β-çàìêíóòûõ êëàññîâ ÿâëÿþòñÿ êîíòèíóàëüíûìè.

Â ðàáîòå [6] ïîëó÷åíû ñëåäóþùèå ðåçóëüòàòû.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü k = 2m, ãäå m > 2. Òîãäà ìíîæåñòâî C(k, 2) ñîâïàäàåò ñ
ìíîæåñòâîì âñåõ çàìêíóòûõ êëàññîâ áóëåâûõ ôóíêöèé.

Òåîðåìà 2. Ïóñòü k = 2m, ãäå m > 2. Òîãäà ñåìåéñòâî ðàçëè÷íûõ β-
çàìêíóòûõ êëàññîâ ôóíêöèé èç Pk|2 ÿâëÿåòñÿ ñ÷åòíûì.

Ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 2 â ðàáîòå [6] äëÿ êàæäîãî çàìêíóòîãî êëàñ-
ñà B áóëåâûõ ôóíêöèé ïðèâåäåí ïðèìåð β-çàìêíóòîãî êëàññà ôóíêöèé èç Pk|2
ñ áóëåâûì çàìûêàíèåì, ðàâíûì B, è ïîêàçàíî, ÷òî âñå òàêèå êëàññû ðàçëè÷íû.

Íàñòîÿùàÿ ðàáîòà ÿâëÿåòñÿ ïðîäîëæåíèåì ñòàòüè [6], è â íåé óñòàíîâëåíû
ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ äëÿ ñåìåéñòâ β-çàìêíóòûõ êëàññîâ ôóíêöèé èç Pk|r
ïðè r = 3, 4.
Òåîðåìà 3. Ïóñòü k = 2m, ãäå m > 2. Òîãäà èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî:

Q(k, 3) = {Oµ, Iµ |µ > 3}
⋃
{O∞, I∞}.

Òåîðåìà 4. Ìíîæåñòâî Q(4, 4) ñîäåðæèò âñå çàìêíóòûå êëàññû èç ìíîæå-
ñòâà {Oµ, Oµ0 ,MOµ,MOµ0 |µ > 3}⋃{O∞, O∞0 ,MO∞,MO∞0 }, äâîéñòâåííûå èì
êëàññû, è òîëüêî òàêèå êëàññû.

Òåîðåìà 5. Ïóñòü k = 2m, ãäå m > 3. Òîãäà èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî:

Q(k, 4) = {O2, I2}
⋃
Q(4, 4).
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Òåîðåìà 6. Ïóñòü 3 6 r 6 4, k = 2m, ãäå m > 2, è B� çàìêíóòûé êëàññ áó-
ëåâûõ ôóíêöèé, òàêîé, ÷òî B /∈ Q(k, r). Òîãäà êëàññ B ñîäåðæèòñÿ â ìíîæåñòâå
C(k, r).

Òàêèì îáðàçîì äëÿ êàæäîé ïàðû ÷èñåë k è r, ãäå k = 2m, m > 2, r 6 4,
è êàæäîãî çàìêíóòîãî êëàññà B áóëåâûõ ôóíêöèé îïðåäåëåíî, êîíå÷íûì èëè
êîíòèíóàëüíûì (ñ÷åòíûì áûòü íå ìîæåò) ÿâëÿåòñÿ ñåìåéñòâî ðàçëè÷íûõ β-
çàìêíóòûõ êëàññîâ A ôóíêöèé èç Pk|r, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ B(A) = B.
Â ÷àñòíîñòè, ïðèâåäåíà ïîëíàÿ êëàññèôèêàöèÿ ïî ìîùíîñòè (â ðàññìîòðåí-
íîì âûøå ñìûñëå) ñåìåéñòâ âñåõ β-çàìêíóòûõ êëàññîâ ôóíêöèé ÷åòûðåõçíà÷-
íîé ëîãèêè ñ îäèíàêîâûì áóëåâûì çàìûêàíèåì.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ÐÔÔÈ (ïðîåêò �14-01-
00598) è ïðîãðàììû ôóíäàìåíòàëüíûõ èññëåäîâàíèé ÎÌÍ ÐÀÍ ¾Àëãåáðà-
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Ðàññìàòðèâàåòñÿ ìîäåëü ïðîïîçèöèîíàëüíûõ ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïðîãðàìì,
ñèíòàêñèñ êîòîðûõ áëèçîê ê ñèíòàêñèñó �ðåàëüíûõ� ïðîãðàìì â èìïåðàòèâ-
íûõ ÿçûêàõ ïðîãðàììèðîâàíèÿ è ñåìàíòèêà êîòîðûõ îïðåäåëÿåòñÿ íà îñíîâå
ñòðóêòóð äèíàìè÷åñêîé ëîãèêè (øêàë, ìîäåëåé) [1]. Ðàññìàòðèâàþòñÿ øêàëû
(ñîñòîÿíèÿ äàííûõ âìåñòå ñ èíòåðïðåòàöèåé îïåðàòîðîâ), îñíîâàííûå íà óïî-
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ðÿäî÷åííûõ êîíå÷íîïîðîæäåííûõ ìîíîèäàõ, çàäàâàåìûõ òîæäåñòâàìè êîì-
ìóòàòèâíîñòè (ab = ba) è ïîäàâëåíèÿ (ab = b). Ñîäåðæàòåëüíî, òîæäåñòâî
ab = ba îçíà÷àåò, ÷òî ðåçóëüòàò âûïîëíåíèÿ îïåðàòîðîâ a è b íå çàâèñèò îò
ïîðÿäêà èõ âûïîëíåíèÿ, òîæäåñòâî ab = b � ÷òî âëèÿíèå îïåðàòîðà a íà òå-
êóùåå ñîñòîÿíèå äàííûõ âñåãäà �ïîäàâëÿåòñÿ� âëèÿíèåì îïåðàòîðà b. Òàêèå
òîæäåñòâà ìîæíî ëåãêî íàéòè ïðè ïîìîùè àíàëèçà ïåðåìåííûõ, èñïîëüçóå-
ìûõ è îïðåäåëÿåìûõ îïåðàòîðàìè, à óïîðÿäî÷åííîñòü ïîëó÷åííîãî ìîíîèäà
ìîæíî ëåãêî ïðîâåðèòü, èñïîëüçóÿ ðåçóëüòàò ñòàòüè [2]. Îñíîâíîé ðåçóëüòàò
äàííîé ðàáîòû � ïîëèíîìèàëüíûé ïî âðåìåíè àëãîðèòì ïðîâåðêè ýêâèâà-
ëåíòíîñòè ïðîãðàìì â ðàññìàòðèâàåìîé ìîäåëè è, êàê ñëåäñòâèå, îáîñíîâàíèå
ïîëèíîìèàëüíîé ðàçðåøèìîñòè ïðîáëåìû ýêâèâàëåíòíîñòè. Â [3] ïðåäëîæåí
áûñòðûé ðàçðåøàþùèé àëãîðèòì, ïðåäïîëàãàþùèé ñóùåñòâåííî áîëåå ñòðî-
ãèå îãðàíè÷åíèÿ íà ñòóðêòóðó ðàññìàòðèâàåìûõ ìîíîèäîâ. Ýòîò àëãîðèòì íå
ìîæåò áûòü ïðèìåíèì íàïðÿìóþ ê ðàññìàòðèâàåìîìó ñëó÷àþ, îäíàêî îñíîâ-
íàÿ åãî èäåÿ � ïîñòðîåíèå ãðàôà, îïèñûâàþùåãî âñåâîçìîæíûå âû÷èñëåíèÿ
ïðîãðàìì, ðåàëèçóåìûå â îáùèõ ìîäåëÿõ � ëåæèò è â îñíîâå ðåçóëüòàòà äàí-
íîé ñòàòüè.

Ñ÷èòàåì çàäàííûìè êîíå÷íûå ìíîæåñòâà îïåðàòîðîâ A è ëîãè÷åñêèõ óñëî-
âèé ∆. Ïðîïîçèöèîíàëüíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíàÿ ïðîãðàììà (äàëåå � ïðîãðàì-
ìà) � ýòî ñèñòåìà π = (L, len, lex, T, B), ãäå L � êîíå÷íîå ìíîæåñòâî òî÷åê
ïðîãðàììû, âêëþ÷àþùåå âõîä len è âûõîä lex, T : (L \ {lex}) × ∆ → L �
ôóíêöèÿ ïåðåõîäîâ è B : (L \ {len, lex}) → A � ôóíêöèÿ ïðèâÿçêè. Âìåñòî

T (l1, δ) = l2 áóäåì ïèñàòü l1
δ−→ l2 è l1 → l2. Äëÿ ïðîñòîòû âûêëàäîê ñ÷èòàåì,

÷òî B(lex) = B(lex) = λ, ãäå λ� ïóñòîå ñëîâî. Òðàññîé ïðîãðàììû íàçîâåì ëþ-
áóþ åå ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òî÷åê âèäà tr = l1 → l2 → . . . . Íåïðîäîëæàåìóþ
òðàññó íàçîâåì âû÷èñëåíèåì. Çàïèñüþ B(tr) îáîçíà÷èì ñëîâî B(l1)B(l2) . . .
. Äåòåðìèíèðîâàííàÿ äèíàìè÷åñêàÿ øêàëà (äàëåå � øêàëà) � ýòî ñèñòåìà
F = (S, s0, R), ãäå S � ìíîæåñòâî ñîñòîÿíèé äàííûõ, s0 ∈ S � íà÷àëüíîå
ñîñòîÿíèå è R : S ×A→ S � ôóíêöèÿ ïåðåõîäîâ. Îáîáùèì ôóíêöèþ ïåðåõî-
äîâ: R∗(s, λ) = s, R∗(s, ah) = R∗(R(s, a), h). Çàïèñüþ [h] îáîçíà÷èì ñîñòîÿíèå
R∗(s0, h). Ñîñòîÿíèå s2 äîñòèæèìî èç s1 (îáîçíà÷èì ýòî çàïèñüþ s2 6 s1),
åñëè íàéäóòñÿ ñëîâà h1, h2, òàêèå ÷òî s1 = [h1] è s2 = [h1h2]. Øêàëó F íà-
çîâåì óïîðÿäî÷åííîé, åñëè 6 � îòíîøåíèå íåñòðîãîãî ÷àñòè÷íîãî ïîðÿäêà.
Äåòåðìèíèðîâàííàÿ äèíàìè÷åñêàÿ ìîäåëü (äàëåå � ìîäåëü) � ýòî ñèñòåìà
M = (F , ξ), ãäå F = (S, s0, R) � øêàëà, è ξ : S → ∆ � îöåíêà ëîãè÷åñêèõ óñëî-
âèé. Âû÷èñëåíèå cp ïðîãðàììû π íàçîâåìM-âû÷èñëåíèåì, åñëè äëÿ ëþáîãî

åãî ïðåôèêñà tr
δ−→ l âåðíî ξ([B(tr)]) = δ. Ðåçóëüòàòîì êîíå÷íîãî âû÷èñëåíèÿ

cp íàçîâåì ñîñòîÿíèå äàííûõ [B(cp)]. Áåñêîíå÷íûå âû÷èñëåíèÿ áåçðåçóëüòàò-
íû. Ïðîãðàììû π1, π2 íàçîâåì F-ýêâèâàëåíòíûìè, ãäå F � øêàëà, åñëè äëÿ
ëþáîé ìîäåëèM = (F , ξ) ðåçóëüòàòû èõM-âû÷èñëåíèé ñîâïàäàþò.

Òîæäåñòâî âèäà (ab = ba), ãäå a, b ∈ A, íàçîâåì òîæäåñòâîì êîììóòàòèâ-
íîñòè, âèäà (ab = b) � òîæäåñòâîì ïîäàâëåíèÿ. Ðàññìîòðèì êîíå÷íîïîðîæ-
äåííûé ìîíîèä M(C,A) ñ ìíîæåñòâîì îáðàçóþùèõ A, çàäàâàåìûé íàáîðîì
òîæäåñòâ êîììóòàòèâíîñòè C è ïîäàâëåíèÿ A. Ïóñòü SM � ìíîæåñòâî ýëåìåí-
òîâ ýòîãî ìîíîèäà è ◦ : SM × SM → SM � çàäàâàåìàÿ èì îïåðàöèÿ. Ýëåìåíò
ìîíîèäà M(C,A), ïîðîæäåííûé ñëîâîì h, îáîçíà÷èì çàïèñüþ 〈h〉. Ñëîâî h
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íàçîâåì ìèíèìàëüíûì ïðåäñòàâèòåëåì (ýëåìåíòà 〈h〉), åñëè äëÿ ëþáîãî ñëîâà
g, òàêîãî ÷òî 〈g〉, âåðíî |g| > |h|. Çàïèñüþ ‖s‖ îáîçíà÷èì äëèíó ìèíèìàëü-
íûõ ïðåäñòàâèòåëåé ýëåìåíòà s. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî øêàëà F = (S, s0, R)
îñíîâûâàåòñÿ íà ìîíîèäå M(C,A), åñëè S = SM, s0 = 〈λ〉 è R(s, a) = s ◦ 〈a〉.
Òàêóþ øêàëó íàçîâåì (C,A)-øêàëîé. Îòìåòèì áåç äîêàçàòåëüñòâà, ÷òî åñ-
ëè (C,A)-øêàëà óïîðÿäî÷åíà, òî ìîíîèä M(C,A) îáëàäàåò ñâîéñòâîì ëåâîãî
ñîêðàùåíèÿ: åñëè s ◦ s1 = s ◦ s2, òî s1 = s2. Äàëåå ñ÷èòàåì çàäàííûìè óïî-
ðÿäî÷åííóþ (C,A)-øêàëó F = (S, s0, R) è ïðîãðàììû πi = (Li, lien, l

i
ex, Ti, Bi),

i ∈ {1, 2}.
Îïèøåì ãðàô ñîâìåñòíûõ âû÷èñëåíèé Γ. Âåðøèíû ãðàôà Γ ñóòü ÷åòâåðêè

w = (l1, l2, s1, s2), ãäå l1 ∈ L1, l2 ∈ L2 è s1, s2 ∈ S. Âõîä ãðàôà Γ � âåðøèíà
(l1en, l

2
en, s0, s0). Âåðøèíó w íàçîâåì òåðìèíàëüíîé, åñëè: ëèáî l1 � âûõîä, l2

íå âûõîä è s2 6= s0; ëèáî l1 íå âûõîä, l2 � âûõîä è s1 6= s0; ëèáî l1, l2 �
âûõîäû. Òåðìèíàëüíûå âåðøèíû, îòëè÷íûå îò (l1ex, l

2
ex, s0, s0), íàçîâåì îïðî-

âåðãàþùèìè. Ìåòêè äóã, èñõîäÿùèõ èç íåòåðìèíàëüíîé âåðøèíû w, îáðàçóþò
ìíîæåñòâî: ∆×{ε}, åñëè l2 � âûõîä èëè s2 6= s0; {ε}×∆, åñëè ëèáî l1 � âûõîä,
ëèáî s1 6= s0 è s2 = s0; {(δ, δ) | δ ∈ ∆}, åñëè l1 è l2 íå âûõîäû è s1 = s2 = s0.
Ðàçëè÷íûå äóãè, èñõîäÿùèå èç îäíîé âåðøèíû, ïîìå÷åíû ðàçëè÷íûìè ìåò-
êàìè. Èç òåðìèíàëüíûõ âåðøèí íå èñõîäèò íè îäíîé äóãè.

Åñëè w
d1,d2−−−→ w′, òî âåðøèíà w′ = (l′1, l

′
2, s
′
1, s
′
2) îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì

îáðàçîì (çäåñü i ∈ {1, 2}). Åñëè di = ε, òî l′i = li è s′′i = si. Åñëè di 6= ε, òî

li
di−→ l′i è s

′′
i = si ◦ [l′i]. Åñëè s

′′
1 = s′′2 , òî s

′
1 = s′2 = s0; åñëè s′′i < s′′3−i, òî s

′
i = s0 è

s′3−i = s′′′, ãäå s′′3−i = s′′i ◦ s′′′; èíà÷å s′1 = s′′1 è s′2 = s′′2 . Êîððåêòíîñòü îïèñàíèÿ
îáåñïå÷èâàåòñÿ ñâîéñòâîì ëåâîãî ñîêðàùåíèÿ ìîíîèäà M(C,A).

Êîðíåâûì ìàðøðóòîì ãðàôà Γ íàçîâåì ìàðøðóò, íà÷èíàþùèéñÿ â åãî
êîðíå. Êîðíåâîé ìàðøðóò íàçîâåì îïðîâåðãàþùèì, åñëè ëèáî îí îêàí÷èâàåò-
ñÿ â îïðîâåðãàþùåé âåðøèíå, ëèáî îí áåñêîíå÷åí è äëÿ íåêîòîðîãî i, i ∈ {1, 2},
è íåêîòîðîãî íàòóðàëüíîãî N i-å êîìïîíåíòû ìåòîê åãî äóã, íà÷èíàÿ ñ N -é,
ðàâíû ε, è i-å êîìïîíåíòû åãî âåðøèí, íà÷èíàÿ ñ N -é, çàâåðøàåìû.

Òåîðåìà 1. Ïðîãðàììû π1, π2 F-ýêâèâàëåíòíû òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
ãðàô Γ íå ñîäåðæèò îïðîâåðãàþùèõ ìàðøðóòîâ.

Ýôôåêòîì ïîäàâëåíèÿ, èíäóöèðîâàííûì ñîñòîÿíèåì äàííûõ s, íàçîâåì
ôóíêöèþ æs : S → S, òàêóþ ÷òî æs(s′) = s′′, ãäå s′ ◦ s = s′′ ◦ s è çíà÷åíèå ‖s′′‖
ìèíèìàëüíî. Êîððåêòíîñòü îïðåäåëåíèÿ îñíîâàíà íà òîì ôàêòå, ÷òî óðàâíå-
íèå X ◦ s1 = s2 èìååò íå áîëåå îäíîãî ðåøåíèÿ ñ ìèíèìàëüíûì çíà÷åíèåì
‖X‖. Ýôôåêòû ïîäàâëåíèÿ ìîæíî ÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷èòü: æ1 6 æ2, åñëè ñó-
ùåñòâóþò ñîñòîÿíèÿ äàííûõ s1, s2, òàêèå ÷òî s1 6 s2, æ1 = æs1 è æ2 = æs2 .
Ìíîæåñòâî ýôôåêòîâ ïîäàâëåíèÿ êîíå÷íî � ýòî îáîñíîâûâàåòñÿ ëåììîé 2.

Àâòîìàòîì íàçîâåì ñèñòåìó A = (Q, q0, TA, SA, BA), ãäå Q � êîíå÷íîå ìíî-
æåñòâî ñîñòîÿíèé, q0 ∈ Q � íà÷àëüíîå ñîñòîÿíèå, TA : Q×A→ Q � ôóíêöèÿ
ïåðåõîäîâ, SA � ìíîæåñòâî ìåòîê è BA : Q → SA � ðàçìåòêà ñîñòîÿíèé.
Çàïèñüþ A(h), ãäå h ∈ A∗, îáîçíà÷èì ñîñòîÿíèå, â êîòîðîå àâòîìàò A ïðè-
âîäèòñÿ ñëîâîì h. Àâòîìàòîì, ðàñïîçíàþùèì ýôôåêòû ïîäàâëåíèÿ, èëè æ-
àâòîìàòîì, íàçîâåì àâòîìàò A, îáëàäàþùèé ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè: åñëè
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[h1] = [h2], òî A(h1) = A(h2); SA åñòü ìíîæåñòâî âñåõ ýôôåêòîâ ïîäàâëåíèÿ;
BA(A(h)) = æ[h].

Ëåììà 2. Ñóùåñòâóåò æ-àâòîìàò.

Ñ÷èòàåì çàäàííûìè æ-àâòîìàò A = (Q, q0, TA, SA, BA) è ÷èñëî n =
max(|π1|, |π2|). Ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ æ-àâòîìàòà áóäåì âìåñòî A(h) ïèñàòü
A([h]). Ðàçîáüåì âåðøèíû ãðàôà Γ íà O(n2) ãðóïï ïî ñëåäóþùåìó ïðèçíàêó:
â îäíó ãðóïïó ïîïàäàþò âñå âåðøèíû (l1, l2, s1, s2) ñ ñîâïàäàþùèìè çíà÷åíè-
ÿìè l1, l2, s2 è ñîâïàäàþùèìè ñîñòîÿíèÿìè A(s1). Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíûé
îáõîä ãðàôà Γ (íàïðèìåð, â ãëóáèíó), íà÷èíàþùèéñÿ â êîðíå. Îïðåäåëèì íà
åãî îñíîâå k-îáõîä: åñëè â ïðîöåññå îáõîäà â ãðóïïó áûëà äîáàâëåíà k-ÿ âåð-
øèíà, òî îñòàëüíûå âåðøèíû ýòîé ãðóïïû èãíîðèðóþòñÿ. Â ïðîöåññå k-îáõîäà
áóäåò ïðîñìîòðåíî O(kn2) âåðøèí ãðàôà Γ.
Ëåììà 3. Ñóùåñòâóåò ÷èñëî k = O(n3), òàêîå ÷òî îòâåò îá F-ýêâèâàëåíò-
íîñòè ïðîãðàìì π1, π2 ìîæíî îïðåäåëèòü â ðåçóëüòàòå k-îáõîäà ãðàôà Γ.
Òåîðåìà 4. Ïóñòü F � óïîðÿäî÷åííàÿ (C,A)-øêàëà. Òîãäà ïðîáëåìà F-
ýêâèâàëåíòíîñòè ïðîãðàìì ðàçðåøèìà çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ.

Òåîðåìó îáîñíîâûâàþò ïîñëåäíÿÿ ëåììà è ïîëèíîìèàëüíàÿ ðàçðåøè-
ìîñòü íàõîæäåíèÿ ìèíèìàëüíîãî ïðåäñòàâèòåëÿ çàäàííîãî ýëåìåíòà ìîíîèäà
M(C,A) è ïðîâåðêè ðàâåíñòâà åãî ýëåìåíòîâ. Àëãîðèòì ïðîâåðêè ýêâèâàëåíò-
íîñòè ñîñòîèò â k-îáõîäå ãðàôà Γ è âûíåñåíèè ðåøåíèÿ â çàâèñèìîñòè îò òîãî,
íàéäåíû ëè îïðîâåðãàþùèå ìàðøðóòû â îáîéäåííîì ôðàãìåíòå è íàêîïëåíî
ëè k âåðøèí â îäíîé èç îïðåäåëåííûõ ïåðåä îáõîäîì ãðóïï.
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Ââåäåíèå

Ðàññìàòðèâàþòñÿ çàäà÷è ïðîâåðêè èñïðàâíîñòè è ðàñïîçíàâàíèÿ ñîñòîÿ-
íèé ôóíêöèîíàëüíûõ ýëåìåíòîâ ñ èñïîëüçîâàíèåì ýêñïåðèìåíòîâ, çàêëþ÷àþ-
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ùèõñÿ â ñîñòàâëåíèè ïðîèçâîëüíûõ ñõåì èç çàäàííûõ ôóíêöèîíàëüíûõ ýëå-
ìåíòîâ ñ ïîñëåäóþùèì "ïðîçâàíèâàíèåì" ýòèõ ñõåì, ò. å. íàõîæäåíèåì áó-
ëåâûõ ôóíêöèé, ðåàëèçóåìûõ ñîñòàâëÿåìûìè ñõåìàìè. Ñóòü îáùåïðèíÿòîé
ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè ñõåìû èç ôóíêöèîíàëüíûõ ýëåìåíòîâ è òåõ ýëåìåí-
òîâ, èç êîòîðûõ ñòðîÿòñÿ ýòè ñõåìû, ñ èñ÷åðïûâàþùåé ïîëíîòîé è ÿñíîñòüþ
ïðåäñòàâëåíà â [1]; èìåííî òàêàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü ÿâëÿåòñÿ îáúåêòîì
èññëåäîâàíèÿ è ðàññìàòðèâàåòñÿ íèæå.

Ïðåäñòàâèì, ÷òî èìåþòñÿ N ôóíêöèîíàëüíûõ ýëåìåíòîâ E1, . . . , EN (N >
1). Êàæäûé ýëåìåíò, ðàññìàòðèâàåìûé êàê ïðîñòåéøàÿ ñõåìà èç ôóíêöèî-
íàëüíûõ ýëåìåíòîâ, èìååò n > 1 âõîäîâ v1, . . . , vn è îäèí âûõîä è â èñïðàâíîì
ñîñòîÿíèè ðåàëèçóåò íà âûõîäå çàäàííóþ áóëåâó ôóíêöèþ f(x1, . . . , xn), ãäå
x1, . . . , xn � ïåðåìåííûå, ïîäàâàåìûå íà åãî âõîäû ñîîòâåòñòâåííî v1, . . . , vn
(ñ÷èòàåì, ÷òî ôóíêöèÿ f(x1, . . . , xn) ñóùåñòâåííî çàâèñèò îò âñåõ ñâîèõ ïåðå-
ìåííûõ è, êàê ñëåäñòâèå, îòëè÷íà îò êîíñòàíòû). Â íåèñïðàâíîì ñîñòîÿíèè
êàæäûé ýëåìåíò ðåàëèçóåò îäíó èç êîíñòàíò 0 èëè 1. Íåèñïðàâíîñòü ýëåìåíòà
Ei, ïðè êîòîðîé îí ðåàëèçóåò êîíñòàíòó 0 (èëè 1), áóäåì íàçûâàòü íåèñïðàâ-
íîñòüþ Ei òèïà 0 (ñîîòâåòñòâåííî, 1). Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ñðåäè äàííûõ N
ôóíêöèîíàëüíûõ ýëåìåíòîâ íå áîëåå k ýëåìåíòîâ ìîãóò áûòü íåèñïðàâíû, ãäå
k � çàäàííîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî, k 6 N . Ìîæíî ñîñòàâëÿòü ëþáûå ñõåìû ñ
îäíèì âûõîäîì èç äàííûõ ôóíêöèîíàëüíûõ ýëåìåíòîâ è íàáëþäàòü âûäàâà-
åìûå ñõåìàìè çíà÷åíèÿ íà ëþáûõ íàáîðàõ çíà÷åíèé ïåðåìåííûõ.

Çàäà÷à çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òîáû ïðîòåñòèðîâàòü ôóíêöèîíàëüíûå ýëå-
ìåíòû, òî åñòü äëÿ êàæäîãî èç íèõ îïðåäåëèòü, èñïðàâåí äàííûé ýëåìåíò èëè
íåèñïðàâåí (çàäà÷à ïðîâåðêè), è, â äîïîëíåíèå ê ýòîìó, îïðåäåëèòü òèï íåèñ-
ïðàâíîñòè êàæäîãî íåèñïðàâíîãî ýëåìåíòà (çàäà÷à äèàãíîñòèêè), èñïîëüçóÿ
ïðè òåñòèðîâàíèè ïî âîçìîæíîñòè ìåíüøåå ÷èñëî ñõåì.

Îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ è ïðåäâàðèòåëüíûå çàìå÷àíèÿ

Äèàãíîñòè÷åñêèì òåñòîì íàçîâ¼ì òàêîé íàáîð ñõåì S1, . . . , Sl, ñîñòàâëåí-
íûõ èç çàäàííûõ ôóíêöèîíàëüíûõ ýëåìåíòîâ, ÷òî ïî íàáîðó ôóíêöèé, ðåà-
ëèçóåìûõ ýòèìè ñõåìàìè, ìîæíî îäíîçíà÷íî îïðåäåëèòü ñîñòîÿíèå êàæäîãî
èç N ýëåìåíòîâ. ×èñëî l íàçîâ¼ì äëèíîé ýòîãî òåñòà. (Çäåñü èñïîëüçóåòñÿ
òåðìèíîëîãèÿ, îáùåïðèíÿòàÿ äëÿ äèàãíîñòèêè óïðàâëÿþùèõ ñèñòåì: ñì., íà-
ïðèìåð, [2].)

Ïðîâåðÿþùèì òåñòîì íàçîâ¼ì òàêîé íàáîð ñõåì S1, . . . , Sl, ñîñòàâëåííûõ
èç çàäàííûõ ôóíêöèîíàëüíûõ ýëåìåíòîâ, ÷òî ïî íàáîðó ôóíêöèé, ðåàëèçó-
åìûõ ýòèìè ñõåìàìè, ìîæíî îäíîçíà÷íî îïðåäåëèòü èñïðàâíîñòü èëè íåèñ-
ïðàâíîñòü êàæäîãî èç N ýëåìåíòîâ. ×èñëî l íàçîâ¼ì äëèíîé ýòîãî òåñòà.

Îòìåòèì, ÷òî ïðîâåðÿþùèé òåñò, â îòëè÷èå îò äèàãíîñòè÷åñêîãî, íå îáÿçàí
îïðåäåëÿòü òèï íåèñïðàâíîñòè (0 èëè 1) êàæäîãî íåèñïðàâíîãî ýëåìåíòà.

Ââåä¼ì ôóíêöèè Lc(f,N, k) è Ld(f,N, k), ðàâíûå äëèíàì ñàìîãî êîðîòêî-
ãî, ñîîòâåòñòâåííî, ïðîâåðÿþùåãî è äèàãíîñòè÷åñêîãî òåñòîâ äëÿ N ôóíêöè-
îíàëüíûõ ýëåìåíòîâ, ñðåäè êîòîðûõ íå áîëåå ÷åì k íåèñïðàâíûõ (â èñïðàâ-
íîì ñîñòîÿíèè êàæäûé ýëåìåíò ðåàëèçóåò ôóíêöèþ f). Îñíîâíîé çàäà÷åé â
äàëüíåéøåì áóäåò íàõîæäåíèå îöåíîê âåëè÷èí Lc(f,N, k) è Ld(f,N, k) ïðè
ðàçëè÷íûõ f , N è k.
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Îòìåòèì, ÷òî äëÿ ëþáûõ f,N è k âûïîëíÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå Ld(f,N, k) >
Lc(f,N, k), ïîñêîëüêó ëþáîé äèàãíîñòè÷åñêèé òåñò, î÷åâèäíî, ÿâëÿåòñÿ ïðî-
âåðÿþùèì.

Â êà÷åñòâå òðèâèàëüíîãî äèàãíîñòè÷åñêîãî (è ïðîâåðÿþùåãî) òåñòà äëèíû
N , î÷åâèäíî, âñåãäà ìîæíî âçÿòü ìíîæåñòâî èç N ñõåì, êàæäàÿ èç êîòîðûõ
ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îäèí èç çàäàííûõ ôóíêöèîíàëüíûõ ýëåìåíòîâ. Îòñþäà
Lc(f,N, k) 6 N è Ld(f,N, k) 6 N äëÿ ëþáûõ f, N è k.

Ôîðìóëèðîâêè îñíîâíûõ òåîðåì

Òåîðåìà 1. Äëÿ ëþáûõ f, N è k âûïîëíÿþòñÿ íåðàâåíñòâà Lc(f,N, k) > k,
Ld(f,N, k) > k.
Òåîðåìà 2. Ïóñòü áóëåâà ôóíêöèÿ f(x1, . . . , xn) íå ñîâïàäàåò íè ñ îäíîé èç
ôóíêöèé x1& . . .&xn, x1 ∨ . . . ∨ xn, x1, è âûïîëíåíî óñëîâèå 8k + 5

2 6
√
N .

Òîãäà:
1) Lc(f,N, k) 6 2k + 1,
2) åñëè ôóíêöèÿ f(x1, . . . , xn) íåëèíåéíà, òî Ld(f,N, k) 6 2k + 1.

Òåîðåìà 3. Ïóñòü f ∈ {x1& . . .&xn, x1 ∨ . . . ∨ xn, x1}, n > 1. Òîãäà äëÿ
ëþáûõ N è k âûïîëíÿþòñÿ íåðàâåíñòâà Lc(f,N, k) > c(f)k(log2N − log2 k),
Ld(f,N, k) > c(f)k(log2N − log2 k), ãäå

c(f) =

{
1 äëÿ f ∈ {x1& . . .&xn, x1 ∨ . . . ∨ xn},
log3 2 äëÿ f = x1.

Çàìå÷àíèå. Â ñëó÷àå n = 1 è f ∈ {x1& . . .&xn, x1 ∨ . . . ∨ xn} ïîëó÷àåì,
÷òî f(x1) = x1, ò. å. ýëåìåíòû E1, . . . , EN ðåàëèçóþò â èñïðàâíîì ñîñòîÿíèè
òîæäåñòâåííóþ ôóíêöèþ. Õîòÿ òàêèå ýëåìåíòû, êàê ïðàâèëî, íå ðàññìàòðè-
âàþòñÿ, òåîðåòè÷åñêè òàêîé ñëó÷àé âîçìîæåí.

Çàêëþ÷åíèå

Îòìåòèì íåêîòîðûå î÷åâèäíûå ñëåäñòâèÿ èç òåîðåì 1-3.
1. Òåîðåìû 1 è 2 ïîçâîëÿþò óòâåðæäàòü, ÷òî ïðè óñëîâèÿõ 8k + 5

2 6
√
N

è f /∈ {x1& . . .&xn, x1 ∨ . . . ∨ xn, x1} çíà÷åíèÿ ôóíêöèé Lc(f,N, k) è (ïðè
äîïîëíèòåëüíîì óñëîâèè, ÷òî f íåëèíåéíà) Ld(f,N, k) ñîäåðæàòñÿ â îòðåçêå
[k; 2k + 1].

2. Ïóñòü k ôèêñèðîâàíî, N > (8k+ 5
2 )2 è âîçðàñòàåò. Òåîðåìû 2 è 3 ïîçâîëÿ-

þò óñòàíîâèòü, ÷òî ïðè f /∈ {x1& . . .&xn, x1∨ . . .∨xn, x1} ôóíêöèè Lc(f,N, k)
è � ïðè äîïîëíèòåëüíîì óñëîâèè, ÷òî f íåëèíåéíà � Ld(f,N, k) îãðàíè÷åíû
ñâåðõó âåëè÷èíîé 2k+1; â òî æå âðåìÿ, ïðè f ∈ {x1& . . .&xn, x1∨ . . .∨xn, x1}
äàííûå ôóíêöèè îãðàíè÷åíû ñíèçó âåëè÷èíîé c(f)k(log2N−log2 k), ðàñòóùåé
ñ ðîñòîì N (ïðè ôèêñèðîâàííîì k). Òàêèì îáðàçîì, âèäíà ïðèíöèïèàëüíàÿ
ðàçíèöà â ïîâåäåíèè ôóíêöèé Lc(f,N, k) è Ld(f,N, k) â äâóõ ñëó÷àÿõ:

1) êîãäà f � ëèáî êîíúþíêöèÿ, ëèáî äèçúþíêöèÿ, ëèáî èíâåðñèÿ,
2) êîãäà f � ëþáàÿ äðóãàÿ íåêîíñòàíòíàÿ áóëåâà ôóíêöèÿ (çà èñêëþ÷åíè-

åì, áûòü ìîæåò, ïîâåäåíèÿ âåëè÷èíû Ld(f,N, k) â ñëó÷àå, êîãäà f � ëèíåéíàÿ
ôóíêöèÿ îò äâóõ èëè áîëåå ïåðåìåííûõ).
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Àâòîð âûðàæàåò ãëóáîêóþ áëàãîäàðíîñòü ñâîåìó íàó÷íîìó ðóêîâîäèòåëþ
ïðîôåññîðó Í. Ï. Ðåäüêèíó çà ïîñòàíîâêó çàäà÷è è âíèìàíèå ê ðàáîòå.
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Ïóñòü F (x̃n) = (f1(x̃n), . . . , ft(x̃n)) � ïðîèçâîëüíàÿ ñèñòåìà áóëåâûõ ôóíê-
öèé, îòëè÷íûõ îò êîíñòàíò è çàâèñÿùèõ îò ïåðåìåííûõ x1, x2, . . . , xn (F ∈
P t2(n)), à S � (1, t)-êîíòàêòíàÿ ñõåìà (ò.å. êîíòàêòíàÿ ñõåìà ñ îäíèì âõîäíûì
ïîëþñîì è t âûõîäíûìè ïîëþñàìè), ðåàëèçóþùàÿ ñèñòåìó F (âñå íå ââåäåí-
íûå â ðàáîòå îïðåäåëåíèÿ ìîæíî íàéòè â êíèãàõ [1], [2]). Ïóñòü íà ñõåìó
S äåéñòâóåò èñòî÷íèê íåèñïðàâíîñòåé U , ñïîñîáíûé âûçûâàòü ðàçìûêàíèÿ
è çàìûêàíèÿ êîíòàêòîâ. Ñõåìà S íàçûâàåòñÿ òåñòîïðèãîäíîé (îòíîñèòåëü-
íî îáíàðóæåíèÿ íåèñïðàâíîñòåé äëÿ èñòî÷íèêà íåèñïðàâíîñòåé U) òîãäà è
òîëüêî òîãäà, êîãäà ïðè ëþáîé íåèñïðàâíîñòè ñõåìû S, âûçâàííîé äåéñòâèåì
íà íåå èñòî÷íèêà U , ïîëó÷åííàÿ âñëåäñòâèå ýòîé íåèñïðàâíîñòè ñõåìà S′ ðå-
àëèçóåò ñèñòåìó ôóíêöèé F ′(x̃n) = (f ′1(x̃n), . . . , f ′t(x̃

n)), íå ðàâíóþ F (F 6= F ′,
ò.å. (f1(x̃n), . . . , ft(x̃n)) 6= (f ′1(x̃n), . . . , f ′t(x̃

n))). Îáîçíà÷èì ÷åðåç W ìíîæåñòâî
âñåõ ïîïàðíî íåðàâíûõ ñèñòåì ôóíêöèé, êàæäàÿ èç êîòîðûõ ìîæåò áûòü ðå-
àëèçîâàíà â ðåçóëüòàòå äåéñòâèÿ íà ñõåìó S èñòî÷íèêà íåèñïðàâíîñòåé U (â
÷àñòíîñòè, F ∈W ). Ìíîæåñòâî T íàáîðîâ çíà÷åíèé ïåðåìåííûõ x1, x2, . . . , xn
íàçûâàåòñÿ ïðîâåðÿþùèì òåñòîì äëÿ ñõåìû S îòíîñèòåëüíî èñòî÷íèêà íåèñ-
ïðàâíîñòåé U òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà äëÿ ëþáîé ñèñòåìû ôóíêöèé F ′ ∈W
òàêîé, ÷òî F ′ íå ðàâíà F , íàéäåòñÿ íàáîð α̃ èç T , äëÿ êîòîðîãî âûïîëíåíî
íåðàâåíñòâî F ′(α̃) 6= F (α̃). Êîëè÷åñòâî ðàçëè÷íûõ íàáîðîâ â òåñòå T íàçûâà-
åòñÿ åãî äëèíîé è îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç l(T ) èëè ÷åðåç |T |. Òåñò ìèíèìàëüíîé
äëèíû íàçûâàåòñÿ ìèíèìàëüíûì. Òåñò íàçûâàåòñÿ ïîëíûì, åñëè èñòî÷íèê
íåèñïðàâíîñòåé ìîæåò ïîâðåæäàòü ïðîèçâîëüíîå êîëè÷åñòâî êîíòàêòîâ â ñõå-
ìå, è åäèíè÷íûì, åñëè â ñõåìå ìîæåò áûòü ïîâðåæäåí íå áîëåå ÷åì îäèí
êîíòàêò. Îáîçíà÷èì ÷åðåç DU (S) äëèíó ìèíèìàëüíîãî ïðîâåðÿþùåãî òåñòà
îòíîñèòåëüíî èñòî÷íèêà íåèñïðàâíîñòåé U â ñõåìå S, ÷åðåç DU (F (x̃n)) � ìè-
íèìóì âåëè÷èíû DU (S) ïî âñåì òåñòîïðèãîäíûì (îòíîñèòåëüíî îáíàðóæåíèÿ
íåèñïðàâíîñòåé äëÿ èñòî÷íèêà íåèñïðàâíîñòåé U) ðåàëèçóþùèì F (x̃n) êîí-
òàêòíûì ñõåìàì S. ×åðåç Dt

U (n) îáîçíà÷èì ôóíêöèþ Øåííîíà äëèíû ïðîâå-
ðÿþùåãî òåñòà îòíîñèòåëüíî èñòî÷íèêà íåèñïðàâíîñòåé U , ò. å. ôóíêöèþ
DU (n) = max

F (x̃n)∈P t2 (n)
DU (F (x̃n)).
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Ïåðâûå îöåíêè ôóíêöèé Øåííîíà ïîÿâèëèñü óæå â ïèîíåðñêîé ðàáîòå
Ñ.Â. ßáëîíñêîãî è È.À. ×åãèñ [3]. Ôàêòè÷åñêè, áûëî äîêàçàíî, ÷òî ôóíêöèÿ
Øåííîíà äëèíû åäèíè÷íîãî äèàãíîñòè÷åñêîãî (à, çíà÷èò, è ïðîâåðÿþùåãî) òå-
ñòà äëÿ äâóõïîëþñíûõ êîíòàêòíûõ ñõåì åñòü O( 2n

n ). Õ.À. Ìàäàòÿíîì [4] óñòà-
íîâëåíî, ÷òî òî÷íîå çíà÷åíèå ôóíêöèè Øåííîíà äëèíû ïîëíîãî äèàãíîñòè-
÷åñêîãî òåñòà äëÿ êîíòàêòíûõ ñõåì ðàâíî 2n. Í.Ï. Ðåäüêèíûì äîêàçàíî, ÷òî
ïîëíûé ïðîâåðÿþùèé òåñò äëÿ êîíòàêòíûõ ñõåì íå îáÿçàí ñîäåðæàòü âñå íà-
áîðû è ÷òî ñîîòâåòñòâóþùàÿ ôóíêöèÿ Øåííîíà íå ïðåâîñõîäèò 15

16 ·2n [5]. Èì
æå â [6] áûëî óñòàíîâëåíî, ÷òî ôóíêöèÿØåííîíà äëèíû ïîëíîãî äèàãíîñòè÷å-
ñêîãî òåñòà ðàçìûêàíèÿ åñòü O(2n/2), à òàêæå áûëà ïîëó÷åíà íåòðèâèàëüíàÿ
âåðõíÿÿ îöåíêà O(22n log2 n/(1+2 log2 n)) ôóíêöèè Øåííîíà äëèíû ïîëíîãî äè-
àãíîñòè÷åñêîãî òåñòà çàìûêàíèÿ. Êàê âèäíî, ïðèâåäåííûå îöåíêè ôóíêöèé
Øåííîíà ÿâëÿþòñÿ áûñòðîðàñòóùèìè ñ ðîñòîì n. Îòìåòèì, ÷òî ââåäåíèå äî-
ïîëíèòåëüíûõ ïåðåìåííûõ è äîïîëíèòåëüíûõ âûõîäíûõ ïîëþñîâ (êîíòðîëü-
íûõ òî÷åê), à òàêæå èñïîëüçîâàíèå íàäôóíêöèé (ò.å. ôóíêöèé, äëÿ êîòîðûõ
äàííàÿ ôóíêöèÿ ÿâëÿåòñÿ ïîäôóíêöèåé) � ýòî êëàññè÷åñêèå ñïîñîáû ïîíè-
æåíèÿ òðóäîåìêîñòè òåñòèðîâàíèÿ. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ïðåäëàãàþòñÿ ìåòîäû
ïîñòðîåíèÿ ëåãêîòåñòèðóåìûõ êîíòàêòíûõ ñõåì, äîïóñêàþùèõ ïðîâåðÿþùèå
òåñòû íåêîòîðûõ òèïîâ, èìåþùèå ëèíåéíóþ ïî ÷èñëó ïåðåìåííûõ äëèíó.

Èìåííî, âåðíû ñëåäóþùèå òåîðåìû.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü f(x̃n) � ïðîèçâîëüíàÿ áóëåâà ôóíêöèÿ, îòëè÷íàÿ îò êîí-
ñòàíòû. Òîãäà ñèñòåìó ôóíêöèé (f, f̄) ìîæíî ðåàëèçîâàòü òåñòîïðèãîäíîé
êîíòàêòíîé ñõåìîé, äîïóñêàþùåé åäèíè÷íûé ïðîâåðÿþùèé òåñò äëèíû 2n+2.
Òåîðåìà 2. Ïóñòü f(x̃n) � ïðîèçâîëüíàÿ áóëåâà ôóíêöèÿ, îòëè÷íàÿ îò êîí-

ñòàíòû. Òîãäà ôóíêöèþ f̂(x̃n+1) = f(x̃n) ⊕ xn+1 ìîæíî ðåàëèçîâàòü òåñòî-
ïðèãîäíîé êîíòàêòíîé ñõåìîé, äîïóñêàþùåé åäèíè÷íûé ïðîâåðÿþùèé òåñò
äëèíû 4n+ 4.
Òåîðåìà 3. Ïóñòü f(x̃n) � ïðîèçâîëüíàÿ áóëåâà ôóíêöèÿ, îòëè÷íàÿ îò êîí-
ñòàíòû. Òîãäà ñèñòåìó ôóíêöèé (f, f̄) ìîæíî ðåàëèçîâàòü òåñòîïðèãîäíîé
êîíòàêòíîé ñõåìîé, äîïóñêàþùåé

à) ïîëíûé ïðîâåðÿþùèé òåñò ðàçìûêàíèÿ äëèíû 2n+ 2,
á) ïîëíûé ïðîâåðÿþùèé òåñò çàìûêàíèÿ äëèíû 2n+ 2.

Òåîðåìà 4. Ïóñòü f(x̃n) � ïðîèçâîëüíàÿ áóëåâà ôóíêöèÿ, îòëè÷íàÿ îò êîí-

ñòàíòû. Òîãäà ôóíêöèþ f̂(x̃n+1) = f(x̃n)⊕xn+1 ìîæíî ðåàëèçîâàòü òåñòîïðè-
ãîäíîé êîíòàêòíîé ñõåìîé, äîïóñêàþùåé

à) ïîëíûé ïðîâåðÿþùèé òåñò ðàçìûêàíèÿ äëèíû 4n+ 4,
á) ïîëíûé ïðîâåðÿþùèé òåñò çàìûêàíèÿ äëèíû 4n+ 4.
Èäåè äîêàçàòåëüñòâ áàçèðóþòñÿ íà ðàçëîæåíèè ïðîèçâîëüíîé îòëè÷íîé îò

êîíñòàíòû áóëåâîé ôóíêöèè f(x̃n) â ïîëèíîì Æåãàëêèíà è íà ïîñòðîåíèè íà
ýòîé îñíîâå ñõåìû, îáîáùàþùåé ñõåìó Êàðäî ñ÷åò÷èêà ÷åòíîñòè ñëåäóþùèì
îáðàçîì. Äëÿ êàæäîãî îòëè÷íîãî îò êîíñòàíòû ñëàãàåìîãî K ïîëèíîìà Æå-
ãàëêèíà ñòðîèòñÿ (êàê â ñõåìå Êàðäî äëÿ ïåðåìåííîé) ñâîé ñîáñòâåííûé áëîê
ñ äâóìÿ âõîäíûìè (¾ëåâûìè¿) è äâóìÿ âûõîäíûìè (¾ïðàâûìè¿) ïîëþñàìè
(áëîêè ñîåäèíÿþòñÿ êàê â ñõåìå Êàðäî: âûõîäíûå ïîëþñû ïðåäûäóùåãî áëî-
êà îòîæäåñòâëÿþòñÿ ñ âõîäíûìè áëîêàìè ñëåäóþùåãî). Êîíúþíêöèÿ, ïðåä-
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ñòàâëÿþùàÿ ñîáîé ðàññìàòðèâàåìîå ñëàãàåìîå K, ðåàëèçóåòñÿ öåïî÷êîé êîí-
òàêòîâ, è äâå êîïèè òàêîé öåïî÷êè ñîåäèíÿþò ëåâûé âåðõíèé ïîëþñ áëîêà ñ
ïðàâûì íèæíèì, à ëåâûé íèæíèé � ñ ïðàâûì âåðõíèì. Îòðèöàíèå ñëàãàåìî-
ãî K ðåàëèçóåòñÿ êàê ïàðàëëåëüíîå ñîåäèíåíèå (ïó÷îê) êîíòàêòîâ, êîòîðûì
ïðèïèñàíû îòðèöàíèÿ âõîäÿùèõ â K ïåðåìåííûõ, è äâå êîïèè òàêîãî ïó÷êà
ñîåäèíÿþò ëåâûé âåðõíèé ïîëþñ áëîêà ñ ïðàâûì âåðõíèì, à ëåâûé íèæíèé
� ñ ïðàâûì íèæíèì. Ïðè ýòîì ïåðâûé áëîê � ýòî (1,2)-êîíòàêòíîå äåðåâî
äëÿ ôèêòèâíîé ïåðåìåííîé x0, ïîñëåäíèé áëîê äëÿ òåîðåì 1, 3 � ýòî ñòàí-
äàðòíûé áëîê ñõåìû Êàðäî äëÿ ïåðåìåííîé x0; â òåîðåìàõ 2, 4 ê ïîñëåäíåìó
áëîêó ïðèñîåäèíÿåòñÿ (2,1)-êîíòàêòíîå äåðåâî äëÿ ïåðåìåííîé xn+1.

Ïðîâåðÿþùèå òåñòû ñòðîÿòñÿ òàê: íàáîðû çíà÷åíèé ïåðåìåííûõ x1, x2, . . . ,
xn � ýòî íàáîðû (1, 1, . . . , 1), (0, 1, . . . , 1), (1, 0, 1, . . . , 1), . . . , (1, . . . , 1, 0),
à ïåðåìåííûå x0 è xn+1 (xn+1 � òîëüêî äëÿ òåîðåì 2, 4) ïðè ýòîì ïðèíèìàþò
âñåâîçìîæíûå çíà÷åíèÿ. Ëåãêî ïîêàçàòü, ÷òî óêàçàííûå ìíîæåñòâà íàáîðîâ
îáðàçóþò äëÿ òåîðåì 1, 2 åäèíè÷íûå ïðîâåðÿþùèå òåñòû. À ïîñêîëüêó åäè-
íè÷íûé ïðîâåðÿþùèé òåñò çàìûêàíèÿ (ðàçìûêàíèÿ) ÿâëÿåòñÿ è ïîëíûì ïðî-
âåðÿþùèì òåñòîì çàìûêàíèÿ (ñîîòâåòñòâåííî. ðàçìûêàíèÿ), òî ñïðàâåäëèâû
è òåîðåìû 3, 4.

Àâòîð âûðàæàåò ãëóáîêóþ áëàãîäàðíîñòü ïðîôåññîðó Ñåðãåþ Àíäðååâè÷ó
Ëîæêèíó çà îáñóæäåíèå ðàáîòû è öåííûå çàìå÷àíèÿ.

Ðàáîòà ïîääåðæàíà ÐÔÔÈ (ïðîåêòû � 12-01-00964-à è � 13-01-00958-à).
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Ââîäÿòñÿ ôîðìàëèçàöèÿ OD-ìîäåëè, ïðè ïîìîùè êîòîðîé ìîæåò áûòü
çàäàíû äàííûå ïðîèçâîëüíîé áàçû äàííûõ, ôîðìàëèçàöèÿ ñõåìû êëàñ-
ñîâ DIM è ôîðìàëèçàöèÿ ñòàòè÷åñêîãî îïèñàíèÿ OD-ìîäåëè ñõåìîé
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êëàññîâ DIM. Îáîñíîâûâàåòñÿ àëãîðèòì ñâåäåíèÿ ïðîèçâîëüíîé OD-
ìîäåëè ê ñõåìå êëàññîâ DIM.

Îáúåêòíàÿ ÑÓÁÄ DIM

Íåäîñòàòêè èìåþùèõñÿ ìîäåëåé ÑÓÁÄ ïîçâîëèëè ïîñòàâèòü çàäà÷ó î
ñîçäàíèè íîâîé òåõíîëîãèè ÑÓÁÄ, êîòîðàÿ èñïîëüçóåò äîñòîèíñòâà èìåþ-
ùèõñÿ òåõíîëîãèé òåìïîðàëüíîé, ðåëÿöèîííîé, îáúåêòíî-îðèåíòèðîâàííîé è
îáúåêòíî-ðåëÿöèîííîé [1]� [4]. Íîâûé îáúåêòíûé ïîäõîä ê ñîçäàíèþ ÑÓÁÄ [5]
ïðåäïîëàãàåò íå òîëüêî èçìåíåíèå äàííûõ îáúåêòîâ, íî è âîçìîæíîñòü èçìå-
íåíèÿ òèïîâ îáúåêòîâ, ò. å. ñõåìû áàçû äàííûõ. Â ýòîì ïîäõîäå ìû âûäåëèëè
6 áàçîâûõ îòíîøåíèé îáúåêòîâ: íàñëåäîâàíèÿ, âêëþ÷åíèÿ, âíóòðåííåãî íàñëå-
äîâàíèÿ, âíóòðåííåãî âêëþ÷åíèÿ, èñòîðèè è âçàèìîäåéñòâèÿ è íàçâàëè ýòó
ÑÓÁÄ äèíàìè÷åñêîé èíôîðìàöèîííîé ìîäåëüþ (DIM).

Ýâîëþöèÿ DIM ïðèâåëà ê íåîáõîäèìîñòè ðàñøèðåíèÿ îòíîøåíèÿ âêëþ-
÷åíèÿ: ïîìèìî âèäîâ ïðîñòîãî è ôóíêöèîíàëüíîãî âêëþ÷åíèÿ, ïîçâîëÿþùèõ
îïèñàòü îòíîøåíèå òîëüêî äëÿ äâóõ îáúåêòîâ, ââåäåí âèä ìóëüòèâêëþ÷åíèÿ,
ïîçâîëÿþùèé îïèñûâàòü ýòî îòíîøåíèå äëÿ áîëüøåãî ÷èñëà îáúåêòîâ. Ýòî
çàñòàâèëî ïåðåðàáîòàòü òåîðåìó î ïîëíîòå DIM [5], êîòîðàÿ ïîêàçûâàåò êàê
ïðîèçâîëüíóþ äèñêðåòíóþ äåòåðìèíèðîâàííóþ ñèñòåìó àäåêâàòíî îïèñàòü
â ÁÄ DIM. Ôîðìàëèçàöèÿ äèñêðåòíîé äåòåðìèíèðîâàííîé ìîäåëè ïðèâåëà ê
ïîñòðîåíèþ îáúåêòíî-äèíàìè÷åñêîé ìîäåëè (OD-ìîäåëè), à äëÿ àäåêâàòíî-
ãî îïèñàíèÿ åå äàííûõ â DIM ââåäåíû ôîðìàëèçàöèÿ ñõåìû êëàññîâ DIM è
ôîðìàëèçàöèÿ ñòàòè÷åñêîãî îïèñàíèÿ OD-ìîäåëè ñõåìîé êëàññîâ DIM.

Îáúåêòíî-äèíàìè÷åñêàÿ ìîäåëü

OD-ìîäåëü îïèñûâàåòñÿ êàê äåâÿòêà

(O,A, V, Lp, Lo, Lf , VLf , F, T ),

ãäå
O � êîíå÷íîå ìíîæåñòâî îáúåêòîâ,
A � êîíå÷íîå ìíîæåñòâî ñâîéñòâ îáúåêòîâ ñ òèïàìè ýòèõ ñâîéñòâ (ýëåìåíò

ýòîãî ìíîæåñòâà ïàðà (a, V a) � ñâîéñòâî, òèï ñâîéñòâà),
V =

⋃
o{Vo} � ìíîæåñòâî êîðòåæåé çíà÷åíèé ñâîéñòâ îáúåêòîâ,

Lp =
⋃
j∈Lp{l

p
j = {o, o1}} � ìíîæåñòâî ïðîñòûõ ñâÿçåé îáúåêòîâ,

Lo � ìíîæåñòâî îáúåêòîâ-ñâÿçåé (O ∩ Lo = ∅),
Lf =

⋃
j∈Lf {(l

f
j , o

f
l ∈ Lo)} � ìíîæåñòâî ôóíêöèîíàëüíûõ ñâÿçåé îáúåêòîâ,

VLf =
⋃
j∈Lf {Vojl } � ìíîæåñòâî êîðòåæåé çíà÷åíèé àòðèáóòîâ îáúåêòîâ-

ñâÿçåé ojl ôóíêöèîíàëüíûõ ñâÿçåé Lf ,
F � êîíå÷íîå ìíîæåñòâî àëãîðèòìè÷åñêèõ ïðîöåäóð èçìåíåíèÿ çíà÷åíèé

ñâîéñòâ îáúåêòîâ è èçìåíåíèÿ îáúåêòîâ,
T � äèñêðåòíàÿ øêàëà âðåìåíè1.

1Ïîäðîáíîå ðàññìîòðåíèå äèíàìè÷åñêèõ ñâîéñòâ OD-ìîäåëè îïóùåíî, òàê êàê äëÿ äàí-
íîé ðàáîòû íå òðåáóåòñÿ
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Êëàññ DIM è ñõåìà êëàññîâ

Ïîäìíîæåñòâî îáúåêòîâ Oc ⊆ O, èìåþùèõ îäèíàêîâûå ñâîéñòâà-àòðèáóòû
è îäèíàêîâîå ïîâåäåíèå (çàêîíû âçàèìîäåéñòâèÿ ñ äðóãèìè îáúåêòàìè îïðåäå-
ëÿþòñÿ îäèíàêîâûì ïîäìíîæåñòâîì ìíîæåñòâà F àëãîðèòìè÷åñêèõ ïðîöåäóð
ýòîé ìîäåëè), ìû íàçûâàåì êëàññîì c îáúåêòîâ, à ñîâîêóïíîñòü âñåõ êëàññîâ
� ìíîæåñòâîì C êëàññîâ.

Òèï îáúåêòà DIM îïðåäåëÿåòñÿ ìíîæåñòâîì ïàðàìåòðîâ êëàññîâ è ìíîæå-
ñòâîì âçàèìîäåéñòâèé, äëÿ êàæäîãî èç êîòîðûõ îäíó èç ðîëåé âçàèìîäåéñòâèÿ
âûïîëíÿåò êëàññ îáúåêòà èëè åãî ðîäèòåëüñêèå êëàññû. Ìíîæåñòâî ñâîéñòâ
òèïà îïðåäåëÿåòñÿ:

1) ïàðàìåòðàìè êëàññà îáúåêòà;
2) ïàðàìåòðàìè ðîäèòåëüñêèõ êëàññîâ äëÿ êëàññà îáúåêòà, åñëè òàêîâûå

èìåþòñÿ;
3) ñâÿçÿìè ñî âñåìè êëàññàìè, ñ êîòîðûìè èìååòñÿ îòíîøåíèå âêëþ÷åíèÿ äëÿ

êëàññà îáúåêòà è åãî ðîäèòåëüñêèõ êëàññîâ.

Ïîä ñõåìîé êëàññîâ DIM ìû áóäåì ïîíèìàòü êîíå÷íîå ìíîæåñòâî C êëàñ-
ñîâ DIM ñ ââåäåííûìè îòíîøåíèÿìè íàñëåäîâàíèÿ P è âêëþ÷åíèÿ I êëàññîâ
è èõ îáúåêòîâ.

S = (Cs, Os, As, V s =
⋃
o

{V so }, P, p, Ipc , Ipo , Ikc , Iko , Osl , V sl ),

ãäå
Cs � ìíîæåñòâî êëàññîâ ñõåìû S,
Os � ìíîæåñòâî îñíîâíûõ îáúåêòîâ êëàññîâ DIM ñõåìû S, íå ÿâëÿþùèõñÿ

îáúåêòàìè-ñâÿçÿìè èç Osl ,
As � ìíîæåñòâî ñâîéñòâ êëàññîâ Cs (ýëåìåíò ìíîæåñòâà � ïàðà (a, V a)

ñâîéñòâî - òèï ñâîéñòâà) ñõåìû S,
V s =

⋃
o∈Os V

s
o � ìíîæåñòâî êîðòåæåé çíà÷åíèé ñâîéñòâ îñíîâíûõ îáúåê-

òîâ ñõåìû S,
P � îòíîøåíèå íàñëåäîâàíèÿ êëàññîâ ñõåìû S,
p � îòíîøåíèå íàñëåäîâàíèÿ îáúåêòîâ ñõåìû S,
Ipc � îòíîøåíèå ïðîñòîãî âêëþ÷åíèÿ êëàññîâ ñõåìû S,
Ipo � îòíîøåíèå ïðîñòîãî âêëþ÷åíèÿ îáúåêòîâ ñõåìû S,
Ikc � îòíîøåíèå êà÷åñòâåííîãî âêëþ÷åíèÿ êëàññîâ ñõåìû S,
Iko � îòíîøåíèå êà÷åñòâåííîãî âêëþ÷åíèÿ îáúåêòîâ ñõåìû S,
Osl � ìíîæåñòâî îáúåêòîâ-ñâÿçåé âêëþ÷åíèÿ ñõåìû S (Osl ∩Os = ∅),
V sl � ìíîæåñòâî çíà÷åíèé àòðèáóòîâ êîðòåæåé îáúåêòîâ-ñâÿçåé âêëþ÷åíèÿ

ñõåìû S.

Ñòàòè÷åñêàÿ ïîëíîòà DIM

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî íåêîòîðàÿ ñõåìà S êëàññîâ DIM ñòàòè÷åñêè îïèñû-
âàåò íåêîòîðóþ OD-ìîäåëü

OD = (Od, Ad, V d =
⋃
o∈Od V

d
o , Lp =

⋃
o L

p
o, Lo, Lf =

⋃
o L

f
o , V

d
Lfo
, F, T ))

â íåêîòîðûé ìîìåíò âðåìåíè t ∈ T ñ åå êîíå÷íûìè ìíîæåñòâàìè (íà ýòîò
ìîìåíò) îáúåêòîâ Od, ñâîéñòâ-àòðèáóòîâ Ad, çíà÷åíèé ñâîéñòâ-àòðèáóòîâ V do ,
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ñâîéñòâ-ñâÿçåé Lpo, L
f
o äëÿ êàæäîãî îáúåêòà o ∈ Od è êîðòåæà çíà÷åíèé V d

ojl
êàæäîãî îáúåêòà-ñâÿçè èç Lo, åñëè ñóùåñòâóåò îòîáðàæåíèå G OD-ìîäåëè
â ñõåìó S êëàññîâ DIM, ïðè êîòîðîì

1. ∀ o ∈ Od : G(o) ∈ Os, AsG(o) = Ado,

2. ∀ a ∈ Ad, o ∈ Od : vG(a),G(o)(t) = vao (t),
3. ∀ lj = {o, ok} ∈ Lp : (G(o), G(ok)) ∈ IpG(o) ∨ (G(ok), G(o)) ∈ IpG(ok),

4. ∀ (lfj , o
j
l ) ∈ Lf , ∃{o, o1} ⊆ l

f
j ∈ Lf , ojl ∈ Lo :

((G(o), G(o1), G(ojl )) ∈ IkG(o) ∨ (G(o1), G(o), G(ojl )) ∈ IkG(o1))

∧ (p(G(ojl )) = G(lfj ) \ {G(o), G(o1)}, As
c(G(ojl ))

= G(Ad
ojl

),

∀ aojl ∈ A
d
ojl
, vG(a),G(ojl )

∈ V s
G(ojl )

).

Ñõåìà êëàññîâ DIM íàõîäèòñÿ â íîðìàëüíîé ôîðìå, åñëè îíà îòâå÷àåò
îãðàíè÷åíèÿì îïðåäåëåííîñòè2 è îäíîçíà÷íîñòè3 .

Òåîðåìà 1. Ïðîèçâîëüíàÿ OD-ìîäåëü OD äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ìîìåíòà t ∈ T
â íåé ìîæåò áûòü ñòàòè÷åñêè îïèñàíà ñ ïîìîùüþ íåêîòîðîé ñõåìû S êëàññîâ
DIM, íàõîäÿùåéñÿ â íîðìàëüíîé ôîðìå.
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Ìîñêâà

Ââåäåíèå

Çàäà÷àìè ðåãóëÿðíîé ðåàëèçóåìîñòè íàçûâàþòñÿ çàäà÷è, ñîñòîÿùèå â ïðî-
âåðêå íåïóñòîòû ïåðåñå÷åíèÿ ðåãóëÿðíîãî ÿçûêà, ïîäàííîãî íà âõîä çàäà÷å,
ñ ôèêñèðîâàííûì ÿçûêîì-ôèëüòðîì, êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ ïàðàìåòðîì çàäà÷è.
Çàäà÷è ðåãóëÿðíîé ðåàëèçóåìîñòè ðàçäåëÿþò â çàâèñèìîñòè îò ñïîñîáà îïè-
ñàíèÿ ðåãóëÿðíîãî ÿçûêà. Â ñëó÷àå êîãäà âõîä çàäàí îïèñàíèåì äåòåðìèíè-
ðîâàííîãî êîíå÷íîãî àâòîìàòà, çàäà÷à íàçûâàåòñÿ çàäà÷åé (äåòåðìèíèðîâàí-
íîé) ðåãóëÿðíîé ðåàëèçóåìîñòè RR(F ), â ñëó÷àå êîãäà âõîä çàäàí îïèñàíèåì
íåäåòåðìèíèðîâàííîãî êîíå÷íîãî àâòîìàòà, çàäà÷à íàçûâàåòñÿ çàäà÷åé íåäå-
òåðìèíèðîâàííîé ðåãóëÿðíîé ðåàëèçóåìîñòè RRn(F ).

Îñíîâíàÿ öåëü èçó÷åíèÿ çàäà÷ ðåãóëÿðíîé ðåàëèçóåìîñòè ñîñòîèò â îïðå-
äåëåíèè èõ àëãîðèòìè÷åñêîé ñëîæíîñòè. Â çàâèñèìîñòè îò ôèëüòðà F çàäà÷è
RR(F ) è RRn(F ) îêàçûâàþòñÿ ïîëíû â òàêèõ êëàññàõ ñëîæíîñòè êàê NL,
P, NP, PSPACE [1, 2]. Â [3] ïðåäñòàâëåí ðÿä êëàññîâ ñëîæíîñòè, â êîòî-
ðûõ ïîëíà äåòåðìèíèðîâàííàÿ âåðñèÿ çàäà÷è. ×¼òêîå ðàçäåëåíèå ñëîæíîñòè
äåòåðìèíèðîâàííîé è íåäåòåðìèíèðîâàííîé âåðñèè çàäà÷ â çàâèñèìîñòè îò
ôèëüòðà îñòà¼òñÿ îòêðûòûì âîïðîñîì, íåìíîãîå èç èçâåñòíîãî � â ñëó÷àå êî-
ãäà ôèëüòð F ÿâëÿåòñÿ íåêîòîðûì ðåãóëÿðíûì ÿçûêîì, íàïðèìåð 0∗, çàäà÷à
RR(F ) ïîëíà â êëàññå L [4], â òî âðåìÿ êàê çàäà÷à RRn(F ) ïîëíà â êëàññå NL
äëÿ ëþáîãî ðåãóëÿðíîãî ÿçûêà.

Âîïðîñ îá èçó÷åíèè ñëîæíîñòè çàäà÷ ðåãóëÿðíîé ðåàëèçóåìîñòè â ñëó÷àå
êîíòåêñòíî-ñâîáîäíûõ ôèëüòðîâ ÿâëÿåòñÿ åñòåñòâåííûì. Ñîñðåäîòî÷èìñÿ íà
çàäà÷å RRn(F ) � ðåçóëüòàòû äàííîé ðàáîòû ïåðåíîñÿòñÿ è íà äåòåðìèíèðî-
âàííóþ âåðñèþ çàäà÷è ëèáî íàïðÿìóþ, ëèáî ïóò¼ì çàìåíû èñïîëüçóåìîé ñâî-
äèìîñòè íà ôèëüòðàõ íà áîëåå îãðàíè÷åííóþ. Ïîñêîëüêó ñëîæíîñòü çàäà÷è
RRn(F ) îãðàíè÷åíà ñíèçó êëàññîì NL è, êàê ìû ïîêàæåì äàëåå, ëþáàÿ çàäà-
÷à RRn(F ) ñ êîíòåêñòíî-ñâîáîäíûì ôèëüòðîì ëåæèò â êëàññå P, òî â êà÷åñòâå
ñâîäèìîñòè ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü ñâîäèìîñòü íà ëîãàðèôìè÷åñêîé ïàìÿòè
6log.

Âñïîìîãàòåëüíûå ñâåäåíèÿ

Ââåä¼ì âñïîìîãàòåëüíûå ïîíÿòèÿ èç îáëàñòè ÊÑ-ÿçûêîâ, à òàêæå çàôèê-
ñèðóåì îñíîâíûå èñïîëüçóåìûå íàìè ÊÑ-ÿçûêè. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ÿçûê
L′ ⊆ B∗ ðàöèîíàëüíî äîìèíèðóåò ÿçûê L ⊆ A∗, åñëè ñóùåñòâóåò òàêîå ðàöèî-
íàëüíîå îòíîøåíèå R ⊆ A∗ ×B∗, ÷òî L = {u ∈ A∗ | ∃v ∈ L′ (v, u) ∈ R}. Áóäåì
îáîçíà÷àòü îòíîøåíèå ¾ðàöèîíàëüíî äîìèíèðóåò¿ êàê 6rat. Áóäåì íàçûâàòü
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ðàöèîíàëüíûì êîíóñîì êëàññ ÿçûêîâ, çàìêíóòûõ îòíîñèòåëüíî ðàöèîíàëüíî-
ãî äîìèíèðîâàíèÿ è áóäåì îáîçíà÷àòü T (L) íàèìåíüøèé ðàöèîíàëüíûé êîíóñ,
ñîäåðæàùèé ÿçûê L. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ÿçûê L ÿâëÿåòñÿ ãåíåðàòîðîì ðàöè-
îíàëüíîãî êîíóñà T , åñëè T (L) = T . Îñíîâíîé ÊÑ-ÿçûê, êîòîðûé ìû áóäåì
èñïîëüçîâàòü, ýòî ÿçûê Äèêà c n òèïàìè ñêîáîê, êîòîðûé çàäàí ãðàììàòèêîé

D∗n = 〈S → TS + ε ; T → a1Sā1 + . . .+ anSān〉.
Óòâåðæäåíèå 1. Åñëè F1 6rat F2, òî RR(F1)6log RR(F2).

Òàêèì îáðàçîì ñëîæíîñòü íåäåòåðìèíèðîâàííîé çàäà÷è ðåãóëÿðíîé ðåà-
ëèçóåìîñòè äëÿ ôèëüòðà F ÿâëÿåòñÿ âåðõíåé îöåíêîé ñëîæíîñòè çàäà÷è íåäå-
òåðìèíèðîâàííîé ðåãóëÿðíîé ðåàëèçóåìîñòè ñ ôèëüòðîì èç ðàöèîíàëüíîãî
êîíóñà T (F ).

Ìû èñïîëüçóåì ñëåäóþùóþ ôîðìóëèðîâêó òåîðåìû Õîìñêîãî-Ùþòöåí-
áåðæå.

Òåîðåìà 1 (Õîìñêèé, Ùþòöåíáåðæå). T (D∗2) = CFL.

Çàäà÷à ðåãóëÿðíîé ðåàëèçóåìîñòè RR(D∗2) ñâîäèòñÿ ê P-ïîëíîé çàäà÷å î
ïðîâåðêå íåïóñòîòû ÿçûêà, ïîðîæäàåìîãî ÊÑ-ãðàììàòèêîé, îòñþäà ñëåäóåò

Òåîðåìà 2. Çàäà÷à íåäåòåðìèíèðîâàííîé ðåãóëÿðíîé ðåàëèçóåìîñòè äëÿ
ÊÑ-ôèëüòðîâ ëåæèò â êëàññå P. Åñëè ÊÑ-ÿçûê L ÿâëÿåòñÿ ãåíåðàòîðîì êî-
íóñà CFL, òî çàäà÷à RRn(F ) ïîëíà â êëàññå P.

Îäíîé èç ñëîæíîñòíûõ õàðàêòåðèñòèê ÿçûêîâ ÿâëÿåòñÿ ðàöèîíàëüíûé èí-
äåêñ. Ðàöèîíàëüíûì èíäåêñîì ρL(n) ÿçûêà L íàçûâàåòñÿ ìàêñèìàëüíàÿ äëèíà
ñàìîãî êîðîòêîãî ñëîâà èç ïåðåñå÷åíèÿ ÿçûêà L ñ ðåãóëÿðíûì ÿçûêîì, ðàñ-
ïîçíàâàåìûì àâòîìàòîì A ñ n ñîñòîÿíèÿìè, ïðè÷¼ì ÿçûê L(A) ∩ L íå ïóñò.
Ôîðìàëüíî

ρL(n) = max
A:|QA|=n, L(A)∩L6=∅

min{|u| |u ∈ L(A) ∩ L}.

Êëàññèôèêàöèÿ ïî ðàöèîíàëüíîìó èíäåêñó ñîãëàñóåòñÿ ñ ðàöèîíàëüíûì
äîìèíèðîâàíèåì, ÷òî ñëåäóåò èç ñëåäóþùåé òåîðåìû.

Òåîðåìà 3 (Boasson, Courcelle, Nivat, 1981, [5]). Åñëè L′ 6rat L òîãäà
ñóùåñòâóåò òàêàÿ êîíñòàíòà c, ÷òî

ρL′(n) 6 cn(ρL(cn) + 1).

Îòñþäà è èç ñëåäóþùåé òåîðåìû ñëåäóåò îãðàíè÷åíèå íà ðàöèîíàëüíûé
èíäåêñ äëÿ ÊÑ-ÿçûêîâ.

Òåîðåìà 4 (Pierre, 1992, [6]). Ðàöèîíàëüíûé èíäåêñ ãåíåðàòîðà ðàöèî-
íàëüíîãî êîíóñà CFL ëåæèò â exp(Θ(n2/ log n)).

Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû

Óòâåðæäåíèå 2. Ïóñòü Lc � ÊÑ-ÿçûê, ðàñïîçíàâàåìûé àâòîìàòîì ñî ñ÷¼ò-
÷èêîì, òîãäà çàäà÷à ðåãóëÿðíîé ðåàëèçóåìîñòè RRn(F ) ëåæèò â êëàññå NL.
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Ìû áëàãîäàðèì A. Yakaryilmaz çà óêàçàíèå íà âåðíîñòü ýòîãî ðåçóëüòàòà.
Èçâåñòíûå ïðèìåðû ÊÑ-ÿçûêîâ, äëÿ êîòîðûõ çàäà÷à ðåãóëÿðíîé ðåàëè-

çóåìîñòè ëåæèò â NL, òàêèõ êàê D∗1 èëè ÿçûê ïàëèíäðîìîâ, èìåþò ìàëûé
(ïîëèíîìèàëüíûé) ðàöèîíàëüíûé èíäåêñ, â òî âðåìÿ êàê èçâåñòíûå ïðèìå-
ðû ÊÑ-ÿçûêîâ, äëÿ êîòîðûõ çàäà÷à P-ïîëíà, èìåþò áîëüøîé (ñóáýêñïîíåí-
öèàëüíûé) ðàöèîíàëüíûé èíäåêñ. Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà äà¼ò âåðõíþþ îöåíêó
íà ñëîæíîñòü çàäà÷è â ñëó÷àå êîãäà ÊÑ-ÿçûê èìååò ïîëèíîìèàëüíûé ðàöèî-
íàëüíûé èíäåêñ.

Òåîðåìà 5. ÊÑ-ÿçûêè ñ ïîëèíîìèàëüíî-îãðàíè÷åííûì ðàöèîíàëüíûì èí-
äåêñîì ëåæàò â êëàññå NSPACE(log2 n).

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå ÐÔÔÈ, ïðîåêò �14�01�00641.
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Î ìíîæåñòâàõ, ñâîáîäíûõ îò íóëåé, â ãðóïïå Zn
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Ôàêóëüòåò ÂÌÊ ÌÃÓ èìåíè Ì. Â. Ëîìîíîñîâà, Ìîñêâà

Ìíîæåñòâî M ýëåìåíòîâ ãðóïïû Zn íàçûâàåòñÿ ñâîáîäíûì îò íóëåé
(ÌÑÍ), åñëè îíî íå ñîäåðæèò òðîåê, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ a+ b+ c = 0
(mod n). Çàäà÷à î ÷èñëå ÌÑÍ îòíîñèòñÿ ê êëàññó êîìáèíàòîðíûõ çàäà÷ î ÷èñ-
ëå ìíîæåñòâ ñ çàïðåùåííûìè ïîäìíîæåñòâàìè. Êëàññè÷åñêîé çàäà÷åé òàêîãî
òèïà ÿâëÿåòñÿ èçâåñòíàÿ ïðîáëåìà Êàìåðîíà-Ýðä¼øà [1] î ÷èñëå s(n) ïîä-
ìíîæåñòâ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë èç îòðåçêà [1, n], ñâîáîäíûõ îò ñóìì (ÌÑÑ).
Ïðîáëåìà çàêëþ÷àåòñÿ â ïîäñ÷åòå ÷èñëà ìíîæåñòâ (íàçûâàåìûõ ÌÑÑ), íå ñî-
äåðæàùèõ òðîåê (a, b, c), ñâÿçàííûõ ñîîòíîøåíèåì a+b = c. Êàìåðîí è Ýðä¼ø
ïðåäïîëîæèëè, ÷òî s(n) = O(2n/2). Ýòà ãèïîòåçà áûëà äîêàçàíà íåçàâèñèìî â
ðàáîòàõ [2] è [3]. Â äàííîé ñòàòüå ðåøàåòñÿ çàäà÷à î ÷èñëå ZF (Zn) ìíîæåñòâ,
ñâîáîäíûõ îò íóëåé, â ãðóïïå Zn âû÷åòîâ ïî ìîäóëþ n. Ïóñòü ZF (Zn) � ÷èñ-
ëî ÌÑÍ â ãðóïïå Zn. Îñíîâíûì óòâåðæäåíèåì ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùàÿ
òåîðåìà.

Òåîðåìà 1. Äëÿ ëþáîãî α ∈ {−1, 0, 1} ñóùåñòâóåò êîíñòàíòà ca > 0 òàêàÿ,
÷òî äëÿ âñÿêîãî äîñòàòî÷íî áîëüøîãî n = 3k + α (mod 3) âûïîëíåíî àñèìï-
òîòè÷åñêîå ðàâåíñòâî

ZF (Zn) ∼ cαϕ(n) · 2n/3,
ãäå ϕ(n) � ôóíêöèÿ Ýéëåðà.

Ïîëîæèì Bn = [−t, n/3 + t], Cn = [−t+n/3, 2n/3 + t], Dn = [−t+ 2n/3, n+
t], ãäå [a, b] � ìíîæåñòâî öåëûõ ÷èñåë x, òàêèõ, ÷òî a 6 x 6 b. Ïóñòü d �
íàòóðàëüíîå ÷èñëî, è A � ìíîæåñòâî íàòóðàëüíûõ ÷èñåë. Ïîëîæèì dA =
{bd : b ∈ A}. Ìíîæåñòâî dA íàçûâàåòñÿ d-ðàñøèðåíèåì ìíîæåñòâà A. Ïóñòü
ZF (A) � ÷èñëî ÌÑÍ, ñîäåðæàùèõñÿ âî ìíîæåñòâå A íàòóðàëüíûõ ÷èñåë.
Îñíîâíûì ïðè îöåíêå ZF (A) ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.
Ëåììà 2. Äëÿ âñÿêîãî äîñòàòî÷íî áîëüøîãî n è t = logn ñóùåñòâóåò íàòó-
ðàëüíîå d, òàêîå ÷òî

ZF (Zn) ∼ ZF (dBn) + ZF (dCn) + ZF (dDn). (∗)

Âåëè÷èíà êàæäîãî èç ñëàãàåìûõ ïðàâîé ÷àñòè àñèìïòîòè÷åñêîãî ðàâåíñòâà
(∗) îöåíèâàåòñÿ àíàëîãè÷íî òîìó, êàê ýòî äåëàëîñü â ñòàòüå [4] ïðè îöåíêå
÷èñëà |S(Zn)| ÌÑÑ â Zn.

Ðàáîòà ïîääåðæàíà ÐÔÔÈ (ïðîåêò � 13-01-00958-à).
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ãðóïïå
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Ìîñêîâñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò èì. Ì.Â. Ëîìîíîñîâà, ôàêóëüòåò

âû÷èñëèòåëüíîé ìàòåìàòèêè è êèáåðíåòèêè, êàôåäðà ìàòåìàòè÷åñêîé

êèáåðíåòèêè, Ìîñêâà

Ïîäìíîæåñòâî A ýëåìåíòîâ ãðóïïûG íàçûâàåòñÿ (k, l)-ñâîáîäíûì îò ñóìì,
åñëè óðàâíåíèå x1 + · · ·+ xk = y1 + · · ·+ yl íå èìååò ðåùåíèé â ìíîæåñòâå A.
Ïîëó÷åíà àñèìïòîòèêà ëîãàðèôìà ÷èñëà ìíîæåñòâ, (k, l)-ñâîáîäíûõ îò ñóìì,
â àáåëåâîé ãðóïïå.

Ââåäåíèå

Ïóñòü G � ìíîæåñòâî ñ îïðåäåëåííîé íà íåì îïåðàöèåé ñëîæåíèÿ, à k
è l � íåîòðèöàòåëüíûå öåëûå ÷èñëà, óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèþ k + l > 3..
Ïîäìíîæåñòâî A ⊆ G íàçûâàåòñÿ (k, l)-ñâîáîäíûì îò ñóìì ((k, l)-ÌÑÑ),
åñëè óðàâíåíèå

x1 + . . .+ xk = y1 + . . .+ yl (1)

íå èìååò ðåøåíèé â ìíîæåñòâå A. Ñåìåéñòâî âñåõ (k, l)-ÌÑÑ â G îáîçíà÷èì
÷åðåç SFk,l(G).

Â äàííîé ðàáîòå ñ èñïîëçîâàíèåì ìåòîäîâ [1] ïîëó÷åíà àñèìïòîòèêà ëî-
ãàðèôìà ÷èñëà (k, l)-MCC äëÿ ïðîèçâîëüíîé àáåëåâîé ãðóïïû. Â ÷àñòíîñòè,
äîêàçàíà

Òåîðåìà 1. Ïóñòü G � àáåëåâà ãðóïïà ïîðÿäêà n. Òîãäà ñïðàâåäëèâî ðàâåí-
ñòâî

log |SFk,l(G)| = µk,l(G) + ō(n),

ãäå µk,l(G) � ìàêñèìàëüíàÿ ìîùíîñòü (k, l)-ÌÑÑ â G.

Îïðåäåëåíèÿ è âñïîìîãàòåëüíûå óòâåðæäåíèÿ

Ïóñòü G � àáåëåâà ãðóïïà ïîðÿäêà n. Õàðàêòåðîì ãðóïïû G íàçûâàåòñÿ
îòîáðàæåíèå γ : G → C òàêîå, ÷òî äëÿ ëþáîãî x ∈ G èìååò ìåñòî |γ(x)| = 1
è γ(x + y) = γ(x)γ(y). Îáîçíà÷èì ÷åðåç Γ ìíîæåñòâî âñåõ õàðàêòåðîâ ãðóï-
ïû G. Çàìåòèì, ÷òî Γ îáðàçóåò ãðóïïó ñ îïåðàöèåé γ1 ∗ γ2(x) = γ1(x)γ2(x).
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Ïóñòü f : G → R. Ïðåîáðàçîâàíèåì Ôóðüå f íàçûâàåòñÿ ôóíêöèÿ f̂ : G → C,
îïðåäåëÿåìàÿ ðàâåíñòâîì f̂(γ) =

∑
x∈G

f(x)γ(x).

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 1 èñïîëüçóåì ìåòîä ãðàíóëèðîâàíèÿ. Ñóù-
íîñòü ýòîãî ìåòîäà ñîñòîèò â òîì, ÷òî äëÿ îöåíêè ìîùíîñòè ìíîæåñòâà
SFk,l(G) ñòðîèòñÿ ñåìåéñòâî F , òàê íàçûâàåìûõ ¾ãðàíóë¿ F ∈ F , òàêîå, ÷òî
êàæäûé ýëåìåíò ìíîæåñòâà SFk,l(G) ñîäåðæèòñÿ â íåêîòîðîé ãðàíóëå F èç
ïîñòðîåííîãî ñåìåéñòâà F , ïðè ýòîì log |F| = ō(n), è â êàæäîé ãðàíóëå F ∈ F
åñòü ō(nk+l−1) ðåøåíèé óðàâíåíèÿ (1). Áóäåì ðàññìàòðèâàòü äâà òèïà ¾ãðà-
íóëû¿.

L-ãðàíóëîé òèïà ñìåæíîãî êëàññà íàçûâàåòñÿ îáúåäèíåíèå ñìåæíûõ
êëàññîâ ãðóïïû G ïî íåêîòîðîé ïîäãðóïïå ïîðÿäêà íå ìåíüøå L.

Ïóñòü L � öåëîå ÷èñëî è d ∈ G, ïðè÷åì ord(d) > L, ãäå ord(d) � ïîðÿäîê
ýëåìåíòà d. Ðàññìîòðèì ïîäãðóïïó G, ïîðîæäåííóþ ýëåìåíòîì d, è ðàçîáü¼ì
êàæäûé å¼ ñìåæíûé êëàññ íà bord(d)/Lc ïðîãðåññèé âèäà

{
x + id

∣∣ 0 6 i 6
L−1

}
è îäíî ¾îñòàòî÷íîå¿ ìíîæåñòâî ìîùíîñòè ìåíåå L. Äëÿ êàæäîãî d ∈ G

ôèêñèðóåì îäíî òàêîå ðàçáèåíèå. Îáúåäèíåíèå ïîëó÷åííûõ ïðîãðåññèé íàçû-
âàåòñÿ L-ãðàíóëîé òèïà ïðîãðåññèè.

Åñòåñòâåííî, ÷òî åñëè â ìíîæåñòâå ¾ìàëî¿ ðåøåíèé óðàâíåíèÿ 1, òî â íåì
ñóùåñòâóåò ïîäìíîæåñòâî, ñâîáîäíîå îò ðåøåíèé óðàâíåíèÿ 1, ñ ¾áîëüøîé¿
ìîùíîñòüþ. Äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî ôàêòà ìîæíî íàéòè â ðàáîòå [2].

Òåîðåìà 2. Ïóñòü m > 3, A1, . . . , Am � òàêèå ïîäìíîæåñòâà àáåëåâîé ãðóï-
ïû G ïîðÿäêà n, ÷òî ñóùåñòâóåò o(nm−1) ðåøåíèé óðàâíåíèÿ x1 + . . .+xm = 0
ïðè xi ∈ Ai, i = 1, . . . ,m. Òîãäà ñóùåñòâóþò ïîäìíîæåñòâà A′1, . . . , A

′
m òàêèå,

÷òî A′i ⊆ Ai, |Ai \ A′i| = o(n), è ðåøåíèé óðàâíåíèÿ x1 + . . . + xm = 0 ïðè
xi ∈ A′i íåò.

Ãðàíóëèðîâàíèå

Ñóùíîñòü ñëåäóþùåé ëåììû ñîñòîèò â òîì, ÷òî äëÿ êàæäîãî A ∈ SFk,l(G)
ñòðîèòñÿ ¾ïîäõîäÿùàÿ¿ ãðàíóëà.

Ëåììà 3 (Ãðàíóëèðîâàíèå). Ïóñòü G � àáåëåâà ãðóïïà ïîðÿäêà n, è A ∈
SFk,l(G), à ε ∈

(
0, 1

2

)
, L è L′ � ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà, óäîâëåòâîðÿþùèå

íåðàâåíñòâó

n > L′ (4L/ε)42(k+l)+1(k+l)2ε−2(k+l+1)

.

Òîãäà ñóùåñòâóåò ïîäìíîæåñòâî A′ ⊆ G òàêîå, ÷òî

(i) A′ � ëèáî L-ãðàíóëà òèïà ïðîãðåññèè, ëèáî L′-ãðàíóëà òèïà ñìåæíîãî
êëàññà;

(ii)
∣∣A \A′∣∣ 6 εn;

(iii) A′ ñîäåðæèò íå áîëåå εnk+l−1 ðåøåíèé óðàâíåíèÿ (1).

Çàìåòèì, ÷òî åñëè F ñîñòîèò èç ìíîæåñòâ, ÿâëÿþùèõñÿ îáúåäèíåíèåì L-
ãðàíóëû è íåêîòîðîãî ïîäìíîæåñòâà G ìîùíîñòè o(n), òî èìååò ìåñòî ðà-
âåíñòâî log |F| = o(n). Ïîñòðîèì ýòè ìíîæåñòâà òàê, ÷òîáû F óäîâëåòâîðÿëî
îñòàëüíûì äâóì òðåáîâàíèÿì.

Â ñëåäóþùåé òåîðåìå äîêàçûâàåòñÿ ñóùåñòâîâàíèå ñåìåéñòâà ãðàíóë.
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Òåîðåìà 4. ÏóñòüG� àáåëåâà ãðóïïà ïîðÿäêà n, è n äîñòàòî÷íî âåëèêî. Òî-
ãäà ñóùåñòâóåò ñåìåéñòâî F ïîäìíîæåñòâ ãðóïïû G, óäîâëåòâîðÿþùåå óñëî-
âèÿì

(i) log |F| 6 2n(k + l − 1)−1/2(log n)−(4(k+l)+6)−1
;

(ii) äëÿ êàæäîãî A ∈ SFk,l(G) ñóùåñòâóåò F ∈ F òàêîå, ÷òî A ⊆ F ;
(iii) âñÿêîå F ∈ F ñîäåðæèò íå áîëåå nk+l−1(log n)−(2(k+l)+3)−1

ðåøåíèé óðàâ-
íåíèÿ (1).

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 1

Ïóñòü G � àáåëåâà ãðóïïà ïîðÿäêà n. Ïî òåîðåìå 4 ñóùåñòâóåò ñåìåéñòâî
F ïîäìíîæåñòâ (ãðàíóë) ãðóïïû G, óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèÿì (i)-(iii). Ïóñòü
F ∈ F . Ôèêñèðóÿ F è ïðèìåíÿÿ òåîðåìó 2 ïðè A1 = . . . = Ak = F è Ak+1 =
. . . = Ak+l = −F, ïîëó÷èì, ÷òî ñóùåñòâóåò F ′ ⊆ F òàêîå, ÷òî |F \ F ′| = o(n)
è F ′ ∈ SFk,l(G). Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî |F | 6 µk,l(G) + o(n), ãäå µk,l(G) �
ìàêñèìàëüíàÿ ìîùíîñòü ìíîæåñòâà èç SFk,l(G). Èç òîãî, ÷òî log |F| = o(n)
(ïóíêò (i) òåîðåìû 4) ïîëó÷èì, ÷òî êîëè÷åñòâî ïîäìíîæåñòâ âñåõ ìíîæåñòâ
ñåìåéñòâà F , íå ïðåâîñõîäèò 2µk,l(G)+o(n).

Â ñèëó ïóíêòà (ii) òåîðåìû 4 âñå ìíîæåñòâà èç SFk,l(G) ÿâëÿþòñÿ ïîäìíî-
æåñòâàìè íåêîòîðîãî ìíîæåñòâà èç ñåìåéñòâà F . Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî

log |SFk,l(G)| = µk,l(G) + o(n).

Òåîðåìà 1 äîêàçàíà.
Àâòîð âûðàæàåò ïðèçíàòåëüíîñòü ïðîôåññîðó À.À. Ñàïîæåíêî çà ïîñòà-

íîâêó çàäà÷è è âíèìàíèå ê ýòîé ðàáîòå.
Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå ÐÔÔÈ, ïðîåêò �13-01-00958a.
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Â íàñòîÿùåé ðàáîòå íàéäåíî òî÷íîå çíà÷åíèå ìóëüòèïëèêàòèâíîé ñëîæ-
íîñòè íåêîòîðûõ áóëåâûõ ôóíêöèé è íåêîòîðûõ ñèñòåì áóëåâûõ ôóíêöèé.
Ìóëüòèïëèêàòèâíîé (èëè êîíúþíêòèâíîé) cëîæíîñòüþ µ(f) áóëåâîé ôóíê-
öèè f(x1, . . . , xn) íàçûâàåòñÿ ìèíèìàëüíîå ÷èñëî ýëåìåíòîâ êîíúþíêöèè â
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ñõåìàõ èç ôóíêöèîíàëüíûõ ýëåìåíòîâ â áàçèñå {x&y, x ⊕ y, 1}, êîòîðûå ðåà-
ëèçóþò ôóíêöèþ f . Ìóëüòèïëèêàòèâíîé (èëè êîíúþíêòèâíîé) cëîæíîñòüþ
µ(F ) ñèñòåìû áóëåâûõ ôóíêöèé F íàçûâàåòñÿ ìèíèìàëüíîå ÷èñëî ýëåìåíòîâ
êîíúþíêöèè â ñõåìàõ èç ôóíêöèîíàëüíûõ ýëåìåíòîâ â áàçèñå {x&y, x⊕ y, 1},
êàæäàÿ èç êîòîðûå ðåàëèçóåò âñå ôóíêöèè ñèñòåìû F . Â [1, 2, 3, 4] èçó÷àëàñü
ìóëüòèïëèêàòèâíàÿ ñëîæíîñòü íåêîòîðûõ áóëåâûõ ôóíêöèé. Â [1, 2] áûëî íàé-
äåíî òî÷íîå çíà÷åíèå bn/2c ôóíêöèèØåííîíà ìóëüòèïëèêàòèâíîé ñëîæíîñòè
áóëåâûõ ôóíêöèé ñòåïåíè äâà, çàâèñÿùèõ îò n ïåðåìåííûõ. Â [1] äîêàçàíî,
÷òî ìóëüòèïëèêàòèâíàÿ ñëîæíîñòü ïðîèçâîëüíîé áóëåâîé ôóíêöèè âñåãäà íå
ìåíüøå, ÷åì ñòåïåíü ýòîé ôóíêöèè ìèíóñ åäèíèöà. Â [3] äîêàçàíî, ÷òî ìóëü-
òèïëèêàòèâíàÿ ñëîæíîñòü ïðîèçâîëüíîé ñèììåòðè÷åñêîé áóëåâîé ôóíêöèè,
çàâèñÿùåé îò n ïåðåìåííûõ, íå ïðåâîñõîäèò n + O(

√
n). Â [4] íàéäåíî òî÷-

íîå çíà÷åíèå ìóëüòèïëèêàòèâíîé ñëîæíîñòè ïîðîãîâûõ áóëåâûõ ôóíêöèé ñ
ïîðîãîì äâà.

Ïóñòü B = {0, 1}. Îòîáðàæåíèå f : Bn → B íàçûâàåòñÿ áóëåâîé ôóíê-
öèåé, çàâèñÿùåé îò n ïåðåìåííûõ, n = 0, 1, 2, . . . . Êàæäàÿ áóëåâà ôóíêöèÿ
f(x1, . . . , xn) ìîæåò áûòü îäíîçíà÷íî çàäàíà ïîëèíîìîì Æåãàëêèíà, ò.å. â âè-
äå ñóììû ïî ìîäóëþ äâà ìîíîòîííûõ ýëåìåíòàðíûõ êîíúþíêöèé. Ñòåïåíüþ
deg(f) áóëåâîé ôóíêöèè f íàçîâåì ìàêñèìàëüíîå ÷èñëî ñîìíîæèòåëåé â ñëà-
ãàåìûõ åå ïîëèíîìà Æåãàëêèíà. Áóëåâà ôóíêöèÿ f íàçûâàåòñÿ àôôèííîé,
åñëè deg(f) 6 1. Áóëåâà ôóíêöèÿ íàçûâàåòñÿ ìóëüòè-àôôèííîé, åñëè îíà
ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ àôôèííûõ ôóíêöèé.

Òåîðåìà 1. Åñëè n > 3, è áóëåâà ôóíêöèÿ f(x1, . . . , xn) ìîæåò áûòü ïðåä-
ñòàâëåíà â âèäå x1 . . . xn ⊕ q(x1, . . . , xn), ãäå deg(q) = 2, òî µ(f) = n− 1.
Òåîðåìà 2. Ïðè âñåõ n > 2 äëÿ áóëåâîé ôóíêöèè f(x1, . . . , xn) = x1 . . . xn ∨
x̄1 . . . x̄n âåðíî, ÷òî µ(f) = n− 2.
Òåîðåìà 3. Ïðè âñåõ n > 1 äëÿ ñèñòåìû áóëåâûõ ôóíêöèé F =
{x1 . . . xn, x̄1 . . . x̄n} âåðíî, ÷òî µ(F ) = n− 1.
Òåîðåìà 4. Åñëè n > 1, áóëåâà ôóíêöèÿ f(x1, . . . , xn) ìîæåò áûòü ïðåä-
ñòàâëåíà â âèäå ñóììû ïî ìîäóëþ äâà äâóõ ìóëüòè-àôôèííûõ ôóíêöèé, è
deg(f) = n, òî µ(f) = n− 1.

Ðàáîòà ïîääåðæàíà ÐÔÔÈ, ãðàíòû 12�01�00786-à, 13�01�00684-à, 13�01�
00958-à.
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Ïîëèíîìèàëüíûå ôîðìû ÿâëÿþòñÿ îäíèì èç ñïîñîáîâ ïðåäñòàâëåíèÿ áó-
ëåâûõ è êîíå÷íîçíà÷íûõ ôóíêöèé. Ïîëèíîìèàëüíûå ïðåäñòàâëåíèÿ áóëåâûõ
ôóíêöèé íàõîäÿò ïðèìåíåíèÿ ïðè ñèíòåçå ñõåì, â ïðîãðàììèðóåìûõ ëîãè÷å-
ñêèõ ìàòðèöàõ (ÏËÌ) [1, 2]. Ýôôåêòèâíîñòü ÏËÌ çàâèñèò îò ÷èñëà ñëàãàå-
ìûõ â ïîëèíîìèàëüíîé ôîðìå, ïî êîòîðîé îíà ïîñòðîåíà. Â ðÿäå ðàáîò èçó÷à-
åòñÿ ñëîæíîñòü ïðåäñòàâëåíèÿ áóëåâûõ ôóíêöèé è ôóíêöèé k-çíà÷íîé ëîãèêè
ïîëèíîìèàëüíûìè ôîðìàìè ðàçëè÷íûõ âèäîâ [3, 4, 5, 6, 7, 8]. Ïîëèíîìèàëü-
íûå íîðìàëüíûå ôîðìû (ï.í.ô.) äëÿ áóëåâûõ ôóíêöèé � ýòî ïðåäñòàâëåíèå
áóëåâûõ ôóíêöèé ñóììàìè ïî ìîäóëþ äâà ýëåìåíòàðíûõ êîíúþíêöèé. Ýòî
ïðåäñòàâëåíèå áóëåâûõ ôóíêöèé àíàëîãè÷íî äèçúþíêòèâíûì íîðìàëüíûì
ôîðìàì (ä.í.ô.), òîëüêî âìåñòî îïåðàöèè äèçúþíêöèè ïðèìåíÿåòñÿ îïåðàöèÿ
ñëîæåíèÿ ïî ìîäóëþ äâà. Òåîðåòè÷åñêèå è ýêñïåðèìåíòàëüíûå èññëåäîâàíèÿ
ïîêàçûâàþò, ÷òî ïðåäñòàâëåíèå áóëåâûõ â âèäå ï.í.ô. áîëåå ýôôåêòèâíî, ÷åì
â âèäå ä.í.ô.: è â õóäøåì ñëó÷àå (ïðè ðîñòå ÷èñëà ïåðåìåííûõ ôóíêöèé), è
äëÿ ôóíêöèé ìàëîãî ÷èñëà ïåðåìåííûõ ï.í.ô. èìåþò ìåíüøåå ÷èñëî ñëàãàå-
ìûõ, ÷åì ñîîòâåòñòâóþùèå ä.í.ô [2, 7]. Ïîëèíîìèàëüíûå íîðìàëüíûå ôîðìû
ïî ìîäóëþ k äëÿ ôóíêöèé k-çíà÷íîé ëîãèêè îáîáùàþò ïîíÿòèå ï.í.ô. äëÿ
áóëåâûõ ôóíêöèé.

Ïóñòü k > 2 � íàòóðàëüíîå ÷èñëî, Ek = {0, 1, . . . , k − 1}. Îïðåäåëèì íà
íàáîðàõ èç ìíîæåñòâà Enk ÷àñòè÷íûé ïîðÿäîê: åñëè α = (a1, . . . , an) ∈ Enk
è β = (b1, . . . , bn) ∈ Enk , òî α 6 β ïðè ai 6 bi i = 1, . . . , n. Âåñîì íàáîðà

α = (a1, . . . , an) ∈ Enk íàçîâåì ÷èñëî |α| =
n∑
i=1

ai (çäåñü ðàññìàòðèâàåòñÿ ñóììà

öåëûõ ÷èñåë). Äëÿ íàáîðà α ∈ Enk íàçîâåì åãî òåíüþ ¾âíèç¿ ìíîæåñòâî

Š(α) = {β ∈ Enk : β 6 α, |β| = |α| − 1}.

Åñëè T ⊆ Enk , òî Š(T ) =
⋃
α∈T

Š(α). Ìíîæåñòâî T , T ⊆ Enk , íàçîâåì çàòåíÿþ-

ùèì íà ìíîæåñòâå Enk , åñëè Š(T ) = Enk \ ˜(k − 1), ãäå ˜(k − 1) = (k−1, . . . , k−1)
� íàèáîëüøèé íàáîð èç Enk . Ìíîæåñòâî T , T ⊆ Enk , íàçîâåì ïîêðûòèåì (àñèì-
ìåòðè÷íûì ïîêðûòèåì ¾âíèç¿) ìíîæåñòâà Enk , åñëè T ∪ Š(T ) = Enk .

Ìîíîì
∏
ai 6=0

xaii íàçîâåì ñîîòâåòñòâóþùèì íàáîðó α = (a1, . . . , an) ∈ Enk è
îáîçíà÷èì ÷åðåçXα. Ïî îïðåäåëåíèþ ïîëîæèì, ÷òî êîíñòàíòà 1 ñîîòâåòñòâóåò
íàáîðó èç âñåõ íóëåé.



Ïîðÿäîê ôóíêöèè Øåííîíà äëèíû ôóíêöèé k-çíà÷íîé ëîãèêè 255

Ôóíêöèåé k-çíà÷íîé ëîãèêè íàçûâàåòñÿ îòîáðàæåíèå fn : Enk → Ek,
n = 0, 1, . . . . Ìíîæåñòâî âñåõ k-çíà÷íûõ ôóíêöèé îáîçíà÷èì ÷åðåç Pk, ìíîæå-
ñòâî âñåõ k-çíà÷íûõ ôóíêöèé, çàâèñÿùèõ îò ïåðåìåííûõ x1, . . . , xn, îáîçíà÷èì
÷åðåç Pnk .

Äàëåå â ôîðìóëàõ äëÿ ôóíêöèé k-çíà÷íîé ëîãèêè îïåðàöèè ñëîæåíèÿ è
óìíîæåíèÿ ðàññìàòðèâàþòñÿ ïî ìîäóëþ k.

Åñëè k � ïðîñòîå ÷èñëî, òî êàæäàÿ ôóíêöèÿ k-çíà÷íîé ëîãèêè f(x1, . . . , xn)
ìîæåò áûòü îäíîçíà÷íî çàäàíà ôîðìóëîé âèäà

f(x1, . . . , xn) =
∑

α∈Enk :cf (α) 6=0

cf (α)Xα,

ãäå cf (α) ∈ Ek � êîýôôèöèåíòû, α ∈ Enk [9]. Ýòî ïðåäñòàâëåíèå ôóíêöèé
k-çíà÷íîé ëîãèêè íàçûâàåòñÿ åå ïîëèíîìîì ïî ìîäóëþ k.

Îïðåäåëèì ïîëèíîìèàëüíûå íîðìàëüíûå ôîðìû ïî ìîäóëþ k. Ïîä ïî-
ëÿðèçîâàííîé ïåðåìåííîé xi áóäåì ïîíèìàòü âûðàæåíèå âèäà xi + h, ãäå h ∈
Ek\{0}. Ïðîèçâåäåíèå âèäà ym1

i1
·· · ··ymrir , ãäå yij åñòü ëèáî ïåðåìåííàÿ xij , ëèáî

ïîëÿðèçîâàííàÿ ïåðåìåííàÿ xij , yis 6= yit ïðè s 6= t, 1 6 m1, . . . ,mr 6 k−1, íà-
çîâåì ìîíîìîì ñ ïîëÿðèçîâàííûìè ïåðåìåííûìè. Îáû÷íûé ìîíîì ÿâëÿåòñÿ
÷àñòíûì ñëó÷àåì ìîíîìà ñ ïîëÿðèçîâàííûìè ïåðåìåííûìè.

Âûðàæåíèå âèäà
l∑
i=1

ci ·Xi, ãäå ci ∈ Ek \{0} � êîýôôèöèåíòû, Xi � ðàçëè÷-

íûå ìîíîìû ñ ïîëÿðèçîâàííûìè ïåðåìåííûìè, i = 1, . . . , l, íàçîâåì ïîëèíîìè-
àëüíîé íîðìàëüíîé ôîðìîé ïî ìîäóëþ k (ï.í.ô.). Äëèíîé ï.í.ô. íàçûâàåòñÿ
÷èñëî åå ñëàãàåìûõ ñ íåíóëåâûìè êîýôôèöèåíòàìè. Ìû áóäåì ïîëàãàòü êîí-
ñòàíòó 0 ï.í.ô. ñ äëèíîé, ðàâíîé 0.

Êàæäóþ ôóíêöèþ k-çíà÷íîé ëîãèêè (ïðè ïðîñòûõ k) ìîæíî ïðåäñòàâèòü
ðàçëè÷íûìè ï.í.ô. ïî ìîäóëþ k. Íàçîâåì äëèíîé ôóíêöèè f â êëàññå ï.í.ô.
âåëè÷èíó lp.n.f.(f), ðàâíóþ ìèíèìàëüíîé äëèíå ñðåäè âñåõ ï.í.ô., ïðåäñòàâëÿ-
þùèõ ôóíêöèþ f . Ïóñòü Lp.n.f.

k (n) = max lp.n.f.(f), ãäå ìàêñèìóì áåðåòñÿ ïî
âñåì ôóíêöèÿì f ∈ Pnk .

Ê.Ä. Êèðè÷åíêî [7] áûëà èññëåäîâàíà äëèíà áóëåâûõ ôóíêöèé â êëàññå
ï.í.ô. è ïîëó÷åíà îöåíêà Lp.n.f.

2 (n) 6 2 · 2n

n (log2 n + 1). Ýòà îöåíêà áûëà ïî-
ëó÷åíà ìåòîäîì ïîñòðîåíèÿ ï.í.ô. íà îñíîâå çàòåíÿþùåãî ìíîæåñòâà íà En2 .
Ñ ó÷åòîì ðåçóëüòàòà èç [10] ìîæíî ïîëó÷èòü, ÷òî Lp.n.f.

2 (n) = O
(

2n

n

)
. Â [8]

äîêàçàíà îöåíêà äëèíû k-çíà÷íûõ ôóíêöèé â êëàññå ï.í.ô. ïî ìîäóëþ k (ïðè
ïðîñòûõ k): Lp.n.f.

k (n) 6 (2 + o(1)) · knn · lnn. Â [8] ïðè ïîñòðîåíèè çàòåíÿþùåãî
ìíîæåñòâà íà Enk áûë ïðèìåíåí ãðàäèåíòíûé àëãîðèòì.

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ìû îáîáùàåì ðåçóëüòàò èç [10] íà ìíîæåñòâî Enk è
ïîëó÷àåì ïîðÿäîê ôóíêöèè Øåííîíà Lp.n.f.

k (n) ïðè ïðîñòûõ k.
Òåîðåìà 1. Ïóñòü k � ïðîñòîå ÷èñëî. Åñëè T , T ⊆ Enk , � ïîêðûòèå ìíîæåñòâà
Enk , òî äëÿ êàæäîé ôóíêöèè f(x1, . . . , xn) ∈ Pnk ìîæíî ïîñòðîèòü ï.í.ô. ïî
ìîäóëþ k, åå ïðåäñòàâëÿþùóþ, ñ äëèíîé, íå áîëüøåé 2 · |T |.
Òåîðåìà 2. Ïðè êàæäîì íàòóðàëüíîì k > 2 è ïðè êàæäîì öåëîì n > 0
ñóùåñòâóåò ìíîæåñòâî ìîùíîñòè c·kn

n , ïîêðûâàþùåå ìíîæåñòâî Enk , ãäå c =
c(k) � íåêîòîðàÿ êîíñòàíòà, çàâèñÿùàÿ òîëüêî îò ÷èñëà k.
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Òåîðåìà 3. Åñëè k � ïðîñòîå ÷èñëî, òî Lp.n.f.
k (n) = O

(
kn

n

)
.

Ïðèìåíÿÿ íèæíþþ ìîùíîñòíóþ îöåíêó äëÿ Lp.n.f.
k (n) èç [8], ïîëó÷àåì

Òåîðåìà 4. Åñëè k � ïðîñòîå ÷èñëî, òî Lp.n.f.
k (n) = Θ

(
kn

n

)
.

Ðàáîòà ïîääåðæàíà ÐÔÔÈ, ãðàíò 13�01�00958-à è ÷àñòè÷íî ãðàíò 13�01�
00684-à.
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Êèðîâîãðàäñêàÿ ëåòíàÿ àêàäåìèÿ ÍÀÓ, Êèðîâîãðàä

Â òåîðèè ðàçìåòîê âîçíèêàþò òàêèå ñèòóàöèè, êîãäà îäíà è òà æå òåðìè-
íîëîãèÿ èñïîëüçóåòñÿ äëÿ ðàçíûõ ïîíÿòèé èëè íåêîòîðûå èç ðàçìåòîê áûëè
ïðåäëîæåíû ðàçíûìè àâòîðàìè. Îäíèì èç òàêèõ ñëó÷àåâ ÿâëÿåòñÿ äèñòàí-
öèîííàÿ ìàãè÷åñêàÿ ðàçìåòêà, êîòîðàÿ áûëà èññëåäîâàíà ïîä ðàçíûìè íà-
çâàíèÿìè, òàêèìè êàê ñèãìà ðàçìåòêà è 1-âåðøèííî ìàãè÷åñêàÿ âåðøèííàÿ
ðàçìåòêà. Åå ââåäåíèå ìîòèâèðîâàíî, ñ îäíîé ñòîðîíû, èçó÷åíèåì ìàãè÷åñêèõ
êâàäðàòîâ, ñ äðóãîé ñòîðîíû, äëÿ íóæä ðàäèîòðàíñëÿöèè âîçíèêëà íåîáõîäè-
ìîñòü â ðàçìåòêàõ, ñâÿçàííûõ ñ ðàññòîÿíèåì ìåæäó âåðøèíàìè. Â ðàáîòå [1]
ïðåäñòàâëåí îáçîð ñóùåñòâóþùèõ ðåçóëüòàòîâ ïî äèñòàíöèîííûì ìàãè÷åñêèì
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ãðàôàì è âûäåëåíû íåðåøåííûå ïðîáëåìû, à òàêæå ñôîðìóëèðîâàíû ãèïîòå-
çû. Ê îäíîé èç ïðîáëåì îòíîñèòñÿ õàðàêòåðèñòèêà ãðàôîâ G è H òàêèõ, ÷òî
èõ äåêàðòîâîå ïðîèçâåäåíèå G×H áóäåò äèñòàíöèîííûì ìàãè÷åñêèì ãðàôîì.
Åå èññëåäîâàíèåì çàíèìàëèñü àâòîðû ðàáîò [2-4]. Ìû íà÷àëè ðàññìîòðåíèå
íåðåøåííûõ ñëó÷àåâ, îïèñàííûõ â [1,4].

Ïóñòü N(x) - ìíîæåñòâî ñìåæíîñòè âåðøèíû x. Äèñòàíöèîííîé ìàãè÷å-
ñêîé ðàçìåòêîé ãðàôà G = (V,E) ïîðÿäêà n íàçûâàþò áèåêöèþ f : V (G) −→
{1, 2, . . . , n}, äëÿ êîòîðîé ñóùåñòâóåò òàêîå ïîëîæèòåëüíîå öåëîå ÷èñëî k, ÷òî
äëÿ êàæäîé âåðøèíû x, k =

∑
y∈N(x) f(y) . Ïîñòîÿííàÿ k íàçûâàåòñÿ ìàãè-

÷åñêîé ïîñòîÿííîé ðàçìåòêè f , ñóììà
∑
y∈N(x) f(y)- âåñîì âåðøèíû x è îáî-

çíà÷àåòñÿ w(x). Ãðàô, äîïóñêàþùèé äèñòàíöèîííóþ ìàãè÷åñêóþ ðàçìåòêó,
íàçûâàþò äèñòàíöèîííûì ìàãè÷åñêèì ãðàôîì.

Äëÿ r-ðåãóëÿðíîãî äèñòàíöèîííîãî ìàãè÷åñêîãî ãðàôà ïîðÿäêà n ìàãè-
÷åñêàÿ ïîñòîÿííàÿ îïðåäåëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå k = r(n + 1)/2. r-Ðåãóëÿðíûé
ãðàô ñ íå÷åòíûì r íå èìååò äèñòàíöèîííîé ìàãè÷åñêîé ðàçìåòêè. Kn × Cm
ÿâëÿåòñÿ (n + 1)-ðåãóëÿðíûì ãðàôîì ïîðÿäêà nm. Ãðàô Kn × Cm ïðè ÷åò-
íîì n è Kn × C3 ïðè íå÷åòíîì n íå äîïóñêàþò äèñòàíöèîííóþ ìàãè÷åñêóþ
ðàçìåòêó [4]. Ðàññìîòðèì ñëó÷àé íå÷åòíîãî n è m > 4. Ïðè n = 3 ïîëó÷èì
ãðàô K3×Cm = C3×Cm, êîòîðûé, êàê èçâåñòíî, íå ÿâëÿåòñÿ äèñòàíöèîííûì
ìàãè÷åñêèì äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà m > 4.

Ïóñòü V (Kn × Cm) = {(x1, y1), (x1, y2), . . . , (x1, ym), (x2, y1), (x2, y2), . . . ,
(x2, ym), . . . , (xn, y1), (xn, y2), . . . , (xn, ym)}.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ ãðàôà Kn × Cm ñóùåñòâóåò äèñòàíöèîííàÿ ìàãè-
÷åñêàÿ ðàçìåòêà f : V (Kn × Cm) −→ {1, 2, . . . ,mn} è fij = f(xi, yj) - ìåòêà
âåðøèíû (xi, yj) ∈ V (Kn × Cm), ãäå i = 1, 2, . . . , n, j = 1, 2, . . . ,m. Îáîçíà÷èì∑
i =

∑m
j=1 fij ,

∑′

j =
∑n
i=1 fij .

Òåîðåìà 1. Åñëè ãðàô Kn × Cm, ãäå n > 5 - íå÷åòíîå, m > 4, ÿâëÿåòñÿ
äèñòàíöèîííûì ìàãè÷åñêèì, òî

∑
1 =

∑
2 =

∑
3 = · · · = ∑n = m(mn+ 1)/2.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü äëÿ ãðàôà Kn × Cm, ãäå n > 5 - íå÷åòíîå, m > 4,
ñóùåñòâóåò äèñòàíöèîííàÿ ìàãè÷åñêàÿ ðàçìåòêà f ñ ìàãè÷åñêîé ïîñòîÿííîé
k. Èç óñëîâèÿ ìàãè÷íîñòè, íàïðèìåð, äëÿ âåðøèí (x1, y1), (x1, y2), . . . , (x1, ym),
íàõîäèì

k = w(x1j) = Σ
′

j − f1j + f1,j−1 + f1,j+1,

èíäåêñû j = 1, 2, . . . ,m áåðóòñÿ ïî ìîäóëþ m. Òîãäà

Σ
′

1 = k + f11 − f12 − f1m; Σ
′

2 = k + f12 − f11 − f13;

Σ
′

3 = k + f13 − f12 − f14; ..; Σ
′

m = k + f1m − f11 − f1m−1,

ãäå k = (n+1)(mn+1)/2. Ñóììèðóÿ ïðàâûå è ëåâûå ÷àñòè ïîñëåäíèõ ðàâåíñòâ,
ïîëó÷èì

Σ
′

1 + Σ
′

2 + Σ
′

3 + · · ·+ Σ
′

m = mk − Σ1,

îòêóäà
Σ1 = m(mn+ 1)/2.
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Äëÿ âåðøèí (x2, y1), (x2, y2), . . . , (x2, ym), èìååì

Σ
′

1 = k + f21 − f22 − f2m; Σ
′

2 = k + f22 − f21 − f23;

Σ
′

3 = k + f23 − f22 − f24; ..; Σ
′

m1 = k + f2m − f21 − f2m−1,

ñëåäîâàòåëüíî,
Σ2 = m(mn+ 1)/2.

Àíàëîãè÷íî äëÿ âåðøèí (x3, y1), (x3, y2), . . . , (x3, ym) íàéäåì

Σ3 = m(mn+ 1)/2

è òàê äàëåå, äëÿ (xn, y1), (xn, y2), . . . , (xn, ym) ïîëó÷èì

Σn = m(mn+ 1)/2.

Òàêèì îáðàçîì,

Σ1 = Σ2 = Σ3 = · · · = Σn = m(mn+ 1)/2.

Â [5] äîêàçàíî, ÷òî äëÿ ÷åòíîãî n, r-ðåãóëÿðíûé äèñòàíöèîííûé ìàãè÷å-
ñêèé ãðàô ïîðÿäêà n ñóùåñòâóåò òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà 2 6 r 6 n − 2,
r ≡ 0(mod2) è n ≡ 0(mod4) èëè n ≡ r + 2 ≡ 2(mod4).
Òåîðåìà 2. Ãðàô Kn × C4m ÿâëÿåòñÿ äèñòàíöèîííûì ìàãè÷åñêèì äëÿ ëþ-
áîãî íå÷åòíîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n > 5.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü çàäàí ãðàôKn×C4m ñ íå÷åòíûì n > 5. Îí ïðåäñòàâ-
ëÿåò ñîáîé r-ðåãóëÿðíûé ãðàô ÷åòíîãî ïîðÿäêà 4mn, ãäå r = n + 1 - ÷åòíîå,
2 6 r 6 4mn − 2, äëÿ êîòîðîãî 4mn ≡ 0(mod4). Ñëåäîâàòåëüíî, Kn × C4m

ÿâëÿåòñÿ äèñòàíöèîííûì ìàãè÷åñêèì ãðàôîì.
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Ïðîöåññ èíôîðìàòèçàöèè îáùåñòâà èìååò îáúåêòèâíûé õàðàêòåð. ßäðîì
äëÿ ïîäàâëÿþùåãî áîëüøèíñòâà ñîâðåìåííûõ èíôîðìàöèîííûõ ñèñòåì ÿâëÿ-
þòñÿ áàçû äàííûõ. Â íàñòîÿùåå âðåìÿ íàèáîëåå ðàñïðîñòðàíåííûìè îñòàþò-
ñÿ ðåëÿöèîííûå áàçû äàííûõ, ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü êîòîðûõ áûëà âïåðâûå
ïðåäëîæåíà Ý. Êîääîì â 1970 ãîäó [1]. Ñ ìàòåìàòè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ ðå-
ëÿöèîííàÿ áàçà äàííûõ ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íûì ìíîæåñòâîì êîíå÷íûõ îòíîøå-
íèé ðàçëè÷íîé ðàçìåðíîñòè (àðíîñòè) ìåæäó çàðàíåå îïðåäåë¼ííûìè ìíîæå-
ñòâàìè ýëåìåíòàðíûõ äàííûõ. Òàáëè÷íûå àëãåáðû, ââåä¼ííûå Â.Í. Ðåäüêî è
Ä.Á. Áóåì, ïîñòðîåíû íà îñíîâå ðåëÿöèîííûõ àëãåáð Ý. Êîääà è ñóùåñòâåí-
íî èõ ðàçâèâàþò. Îíè ñîñòàâëÿþò òåîðåòè÷åñêèé ôóíäàìåíò ÿçûêîâ çàïðî-
ñîâ ñîâðåìåííûõ òàáëè÷íûõ áàç äàííûõ, èõ ñèãíàòóðíûå îïåðàöèè ïîñòðîåíû
íà áàçå îñíîâíûõ òàáëè÷íûõ ìàíèïóëÿöèé â ðåëÿöèîííûõ àëãåáðàõ è SQL-
ïîäîáíûõ ÿçûêàõ. Â ìîíîãðàôèè [2] óñòàíîâëåíî çíà÷èòåëüíîå êîëè÷åñòâî
ðàçëè÷íûõ ñâîéñòâ îïåðàöèé òàáëè÷íûõ àëãåáð, áîëüøèíñòâî èç êîòîðûõ äëÿ
îáùåãî ñëó÷àÿ âûïîëíÿþòñÿ â âèäå âêëþ÷åíèé. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ïðèâåäå-
íû êðèòåðèè ïåðåõîäà íåêîòîðûõ òàêèõ âêëþ÷åíèé â ðàâåíñòâà. Ýòè êðèòå-
ðèè ïðåäñòàâëÿþò èíòåðåñ äëÿ òåîðèè òàáëè÷íûõ àëãåáð ïî òîé ïðè÷èíå, ÷òî
òîëüêî íà îñíîâå ðàâåíñòâ ìîæíî îñóùåñòâëÿòü ýêâèâàëåíòíûå ïðåîáðàçîâà-
íèÿ âûðàæåíèé äëÿ ðåøåíèÿ àêòóàëüíîé çàäà÷è îïòèìèçàöèè çàïðîñîâ [3], [4].

Çàôèêñèðóåì íåêîòîðîå íåïóñòîå ìíîæåñòâî àòðèáóòîâ A = {A1, . . . , An}.
Ïðîèçâîëüíîå êîíå÷íîå ïîäìíîæåñòâî ìíîæåñòâà A íàçîâåì ñõåìîé, ïðè÷åì
ñõåìà ìîæåò áûòü ïóñòûì ìíîæåñòâîì. Ñòðîêîé s ñõåìû R íàçûâàåòñÿ ìíîæå-
ñòâî ïàð s = {(A′1, d1), . . . , (A′k, dk)}, ïðîåêöèÿ êîòîðîãî ïî ïåðâîé êîìïîíåíòå
ðàâíà R, ïðè÷åì àòðèáóòû A′1, . . . , A

′
k ïîïàðíî ðàçëè÷íû. Òàáëèöåé ñõåìû R

íàçûâàåòñÿ êîíå÷íîå ìíîæåñòâî ñòðîê ñõåìû R. Äàëåå â ðàáîòå ðàññìàòðèâà-
åì òàáëèöû ñõåìû R ñ êîëè÷åñòâîì àòðèáóòîâ k.

Ðàññìîòðèì îñíîâíûå ñèãíàòóðíûå îïåðàöèè íà ìíîæåñòâå âñåõ òàáëèö.
Îïåðàöèè îáúåäèíåíèÿ, ïåðåñå÷åíèÿ è ðàçíîñòè òàáëèö ââîäÿòñÿ êàê îãðà-
íè÷åíèå îäíîèìåííûõ òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåííûõ îïåðàöèé íà ìíîæåñòâî òàá-
ëèö. Íàñûùåíèåì C(T ) íàçûâàåòñÿ òàáëèöà

∏
A∈R

DA,T , ãäå R � ñõåìà òàáëèöû

T , DA,T = {d|∃s ∈ T ∧ (A, d) ∈ s} � àêòèâíûé äîìåí àòðèáóòà A îòíîñèòåëüíî
òàáëèöû T , ñîñòîÿùèé èç âñåâîçìîæíûõ çíà÷åíèé àòðèáóòà A â òàáëèöå T ,
à
∏

� îïåðàòîð ïðÿìîãî (äåêàðòîâîãî) ïðîèçâåäåíèÿ, îòâå÷àþùèé èíäåêñè-
ðîâàíèþ A 7→ DA,T , A ∈ R [5]. Ïðîåêöèåé ïî ìíîæåñòâó àòðèáóòîâ X ⊆ R
íàçûâàåòñÿ óíàðíàÿ ïàðàìåòðè÷åñêàÿ îïåðàöèÿ πX , çíà÷åíèåì êîòîðîé ÿâëÿ-
åòñÿ òàáëèöà, ñîñòîÿùàÿ èç îãðàíè÷åíèé ïî X âñåõ ñòðîê èñõîäíîé òàáëèöû:
πX(T ) = {s | x | s ∈ T . Ïóñòü X = {X1, . . . , Xp}. Äàëåå â ðàáîòå ÷åðåç
O = {O1, . . . , Ok−p} îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî àòðèáóòîâ R −X, íå ó÷àñòâóþùèõ
â ïðîåêöèè. Äëÿ ââåäåíèÿ îïåðàöèè ñîåäèíåíèÿ íåîáõîäèìî îäíî âñïîìîãà-



260 À.Ñ.Ñåí÷åíêî

òåëüíîå ïîíÿòèå. Áèíàðíûå îòíîøåíèÿ ρ è τ íàçûâàþòñÿ ñîâìåñòíûìè (îáî-
çíà÷àåòñÿ ρ ≈ τ), åñëè ρ | x = τ | x, ãäå X = pr1ρ

⋂
pr1τ [2]. Ñîåäèíåíèåì

íàçûâàåòñÿ áèíàðíàÿ îïåðàöèÿ ⊗, çíà÷åíèåì êîòîðîé ÿâëÿåòñÿ òàáëèöà, ñî-
ñòîÿùàÿ èç âñåâîçìîæíûõ îáúåäèíåíèé ñîâìåñòíûõ ñòðîê èñõîäíûõ òàáëèö,
òî åñòü T1 ⊗ T2 = {s1

⋃
s2 | s1 ∈ T1 ∧ s2 ∈ T2 ∧ s1 ≈ s2}. Òàáëè÷íîé àë-

ãåáðîé íàçûâàþò ÷àñòè÷íóþ àëãåáðó ñ íîñèòåëåì � ìíîæåñòâîì âñåõ òàáëèö
ïðîèçâîëüíîé ñõåìû, ïðèâåä¼ííûìè âûøå îïåðàöèÿìè, à òàêæå îïåðàöèÿìè
ñåëåêöèè, äåëåíèÿ òàáëèö è ïåðåèìåíîâàíèÿ àòðèáóòîâ. Â òàáëè÷íîé àëãåáðå
âûäåëÿþò äâå îñîáûå òàáëèöû: òàáëèöó Tε = {ε}, ñõåìà êîòîðîé ÿâëÿåòñÿ ïó-
ñòûì ìíîæåñòâîì, è òàáëèöó T∅ = ∅ � ïóñòîå ìíîæåñòâî ñòðîê ëþáîé ñõåìû.

Â ìîíîãðàôèè [2] ñôîðìóëèðîâàí è äîêàçàí ðÿä ñâîéñòâ íàñûùåíèÿ, àê-
òèâíîì äîïîëíåíèÿ, ïðîåêöèè è ñîåäèíåíèÿ. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå íàéäåíû
íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ, ïðè êîòîðûõ íåêîòîðûå âêëþ÷åíèÿ ïðå-
âðàùàþòñÿ â ðàâåíñòâà äëÿ òàáëèö, íå ÿâëÿþùèõñÿ îñîáûìè; äëÿ îñîáûõ òàá-
ëèö ýòè ðàâåíñòâà òîæå âûïîëíÿþòñÿ, íî ìîãóò íå âûïîëíÿòüñÿ êðèòåðèè.

Òåîðåìà 1. (Çàêîí äâîéíîãî îòðèöàíèÿ.) Ðàâåíñòâî ˜̃T = T âûïîëíÿåò-
ñÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà äëÿ êàæäîãî çíà÷åíèÿ x àêòèâíîãî äîìå-
íà êàæäîãî àòðèáóòà Aq ñóùåñòâóþò òàêèå çíà÷åíèÿ d1, . . . , dq−1, dq+1, . . . , dk
àêòèâíûõ äîìåíîâ àòðèáóòîâ A1, . . . , Aq−1, Aq+1, . . . , Ak ñîîòâåòñòâåííî, ÷òî
s = {(A1, d1), . . . , (Aq−1, dq−1), (Aq, x), (Aq+1, dq+1), . . . , (Ak, dk)} 6∈ T .
Òåîðåìà 2. (Ïåðâûé çàêîí äå Ìîðãàíà.) Ðàâåíñòâî T̃1

⋂
T̃2 = ˜(T1

⋃
T2) ïðè

˜(T1

⋃
T2) 6= T∅ âûïîëíÿåòñÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âûïîëíÿåòñÿ îäíî èç

÷åòûð¼õ âçàèìîèñêëþ÷àþùèõ óñëîâèé:
1) ∀A(A ∈ R⇒ DA,T1 = DA,T2);
2) ∀A(A ∈ R ⇒ DA,T2 ⊆ DA,T1), è äëÿ âñåõ èíäåêñîâ q, çíà÷åíèé

x ∈ DAq,T1 −DAq,T2 è âñåõ çíà÷åíèé d1, . . . , dq−1, dq+1, . . . , dk, ïðèíàäëåæàùèõ
ñîîòâåòñòâåííî àêòèâíûì äîìåíàì DA1,T1 , . . . , DAq−1,T1 , DAq+1,T1 . . . , DAk,T1 ,
ñòðîêà {(A1, d1), . . . , (Aq−1, dq−1), (Aq, x), (Aq+1, dq+1), . . . , (Ak, dk)} ∈ T1;

3) ∀A(A ∈ R ⇒ DA,T1 ⊆ DA,T2), è äëÿ âñåõ èíäåêñîâ q, çíà÷åíèé
x ∈ DAq,T2 −DAq,T1 è âñåõ çíà÷åíèé d1, . . . , dq−1, dq+1, . . . , dk, ïðèíàäëåæàùèõ
ñîîòâåòñòâåííî àêòèâíûì äîìåíàì DA1,T2 , . . . , DAq−1,T2 , DAq+1,T2 . . . , DAk,T2 ,
ñòðîêà {(A1, d1), . . . , (Aq−1, dq−1), (Aq, x), (Aq+1, dq+1), . . . , (Ak, dk)} ∈ T2;

4) Ñóùåñòâóåò òàêîé àòðèáóò Aq è çíà÷åíèÿ x ∈ DAq,T1 − DAq,T2 , y ∈
DAq,T2 −DAq,T1 , ïðè÷åì DAq,T1

⋂
DAq,T2 6= ∅; êðîìå òîãî, äëÿ âñåõ i 6= q âû-

ïîëíÿþòñÿ ðàâåíñòâà DAi,T1 = DAi,T2 ; íàêîíåö, äëÿ âñåõ z1 ∈ DAq,T1 −DAq,T2 ,
âñåõ z2 ∈ DAq,T2−DAq,T1 è âñåõ d1, . . . , dq−1, dq+1, . . . , dk, ïðèíàäëåæàùèõ ñîîò-
âåòñòâåííî àêòèâíûì äîìåíàì DA1,T1 , . . . , DAq−1,T1 , DAq+1,T1 . . . , DAk,T1 , ñòðî-
êà {(A1, d1), . . . , (Aq−1, dq−1), (Aq, z1), (Aq+1, dq+1), . . . , (Ak, dk)} ∈ T1, à ñòðîêà
{(A1, d1), . . . , (Aq−1, dq−1), (Aq, z2), (Aq+1, dq+1), . . . , (Ak, dk)} ∈ T2.

Òåîðåìà 3. (Âòîðîé çàêîí äå Ìîðãàíà.) Ðàâåíñòâî ˜(T1

⋂
T2) = T̃1

⋃
T̃2 ïðè

˜(T1

⋂
T2) 6= T∅ âûïîëíÿåòñÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âûïîëíÿåòñÿ îäíî èç

äâóõ âçàèìîèñêëþ÷àþùèõ óñëîâèé:
1) äëÿ êàæäîãî àòðèáóòà A ∈ R âûïîëíÿþòñÿ ðàâåíñòâà DA,T1 = DA,T1

⋂
T2

è DA,T2 = DA,T1
⋂
T2 .
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2) äëÿ âñåõ àòðèáóòîâ Aq ∈ R, òàêèõ x, ÷òî x ∈ DAq,T1 −DAq,T1
⋂
T2 è âñåõ

d1, . . . , dq−1, dq+1, . . . , dk, ïðèíàäëåæàùèõ ñîîòâåòñòâåííîDA1,T1 , . . . , DAq−1,T1 ,
DAq+1,T1 . . . , DAk,T1 , ñòðîêà {(A1, d1), . . . , (Aq−1, dq−1), (Aq, x), (Aq+1, dq+1), . . . ,
(Ak, dk)} ∈ T1. Äëÿ âñåõ àòðèáóòîâ Aw ∈ R, òàêèõ y, ÷òî y ∈ DAw,T2 −
DAw,T1

⋂
T2 è âñåõ d1, . . . , dw−1, dw+1, . . . , dk, ïðèíàäëåæàùèõò ñîîòâåòñòâåííî

DA1,T2 , . . . , DAw−1,T2 , DAw+1,T2 . . . , DAk,T2 , ñòðîêà {(A1, d1), . . . , (Aw−1, dw−1),
(Aw, y), (Aw+1, dw+1), . . . , (Ak, dk)} ∈ T2.

Òåîðåìà 4. (Ïåðåñòàíîâî÷íîñòü ïðîåêöèè è àêòèâíîãî äîïîëíåíèÿ.) Ïðè

T 6= T∅ ðàâåíñòâî ˜(πX(T )) = πX(T̃ ) âûïîëíÿåòñÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êî-
ãäà äëÿ êàæäîé s = {(X1, x1), . . . , (Xp, xp)} ∈ πX(T ) è ëþáûõ o1 ∈ DO1,T , . . . ,
ok−p ∈ DOk−p,T , ñòðîêà s

′ = {(X1, x1), .., (Xp, xp), (O1, o1), .., (Ok−p, ok−p)} ∈ T .
Òåîðåìà 5. (Äèñòðèáóòèâíîñòü ïðîåêöèè ïî ïåðåñå÷åíèþ.) Ïðè

⋂
i

Ti 6= T∅

ðàâåíñòâî πX(
⋂
i

Ti) =
⋂
i

πX(Ti) âûïîëíÿåòñÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êî-

ãäà äëÿ êàæäîé ñòðîêè s = {(X1, x1), . . . , (Xp, xp)} ∈
⋂
i

πX(T ) ñóùåñòâó-

þò òàêèå çíà÷åíèÿ o1 ∈ DO1,
⋂
i
Ti , . . . , ok−p ∈ DOk−p,

⋂
i
Ti , ÷òî ñòðîêà s′ =

{(X1, x1), . . . , (Xp, xp), (O1, o1), . . . , (Ok−p, ok−p)} ∈
⋂
i

Ti.

Òåîðåìà 6. (Äèñòðèáóòèâíîñòü ïðîåêöèè ïî ðàçíîñòè.) Ïðè πX(T1 − T2) 6=
T∅ ðàâåíñòâî πX(T1) − πX(T2) = πX(T1 − T2) âûïîëíÿåòñÿ òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà äëÿ êàæäîé ñòðîêè s = {(X1, x1), . . . , (Xp, xp)} ∈ πX(T1)

⋂
πX(T2)

è âñåõ çíà÷åíèé o1 ∈ DO1,T1
⋃
T2 , . . . , ok−p ∈ DOk−p,T1

⋃
T2 , èç ïðèíàäëåæíîñòè

s′ = {(X1, x1), . . . , (Xp, xp), (O1, o1), . . . , (Ok−p, ok−p)} ∈ T1 ñëåäóåò s
′ ∈ T2.

Òåîðåìà 7. (Äèñòðèáóòèâíîñòü íàñûùåíèÿ ïî ñîåäèíåíèþ.) Ïóñòü R1 è R2

� ñõåìû òàáëèö T1 è T2, R
′ = R1

⋂
R2 è T1 ⊗ T2 6= T∅. Ðàâåíñòâî C(T1 ⊗ T2) =

C(T1)⊗ C(T2) âûïîëíÿåòñÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà πR′(T1) = πR′(T2).
Òåîðåìà 8. (Äèñòðèáóòèâíîñòü àêòèâíîãî äîïîëíåíèÿ ïî ñîåäèíåíèþ.) Ðà-

âåíñòâî T̃1 ⊗ T̃2 = ˜(T1 ⊗ T2) âûïîëíÿåòñÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âûïîë-
íÿåòñÿ õîòÿ áû îäíî èç äâóõ óñëîâèé:

1) T1 = T2;

2) T̃1 ⊗ T̃2 = T∅ è ˜(T1 ⊗ T2) = T∅.

Àâòîð áëàãîäàðèò ñâîåãî íàó÷íîãî ðóêîâîäèòåëÿ Äìèòðèÿ Áîðèñîâè÷à Áóÿ
çà ïîñòàíîâêó çàäà÷è è îáñóæäåíèå ðåçóëüòàòîâ.
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Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ñòðîÿòñÿ ïðèìåðû êâàäðàòíûõ áóëåâûõ ìàòðèö A,
òàêèõ, ÷òî ñëîæíîñòü ðåàëèçàöèè ìàòðèöû A è äîïîëíèòåëüíîé ìàòðèöû Ā
âåíòèëüíûìè ñõåìàìè ðàçëè÷àåòñÿ ñóùåñòâåííî.

Íàïîìíèì, ÷òî âåíòèëüíàÿ (m,n)-ñõåìà � ýòî îðèåíòèðîâàííûé àöèêëè-
÷åñêèé ãðàô, â êîòîðîì n âåðøèí îòìå÷åíû êàê âõîäû è m âåðøèí îòìå÷åíû
êàê âûõîäû. Âåíòèëüíàÿ ñõåìà ðåàëèçóåò áóëåâó m × n-ìàòðèöó A òîãäà è
òîëüêî òîãäà, êîãäà ïðè ëþáûõ i è j âûïîëíåíî: A[i, j] = 1 ðàâíîñèëüíî òîìó,
÷òî â ñõåìå èìååòñÿ îðèåíòèðîâàííûé ïóòü èç j-ãî âõîäà â i-é âûõîä. Ñëîæíî-
ñòüþ ñõåìû íàçûâàåòñÿ ÷èñëî ðåáåð â íåé, à ãëóáèíîé � ìàêñèìàëüíàÿ äëèíà
îðèåíòèðîâàííîãî ïóòè. Ïîäðîáíåå ñì. â [1].

Ñëîæíîñòü ìèíèìàëüíîé ïî ÷èñëó ðåáåð ñõåìû, ðåàëèçóþùåé ìàòðèöó A,
îáîçíà÷àåì ÷åðåç L(A); ñëîæíîñòü ìèíèìàëüíîé ñõåìû ãëóáèíû d � ÷åðåç
Ld(A).

Â ðàáîòå [2] ìåòîäîì [3] äîêàçàíî ñóùåñòâîâàíèå n× n-ìàòðèö A, óäîâëå-
òâîðÿþùèõ ñîîòíîøåíèþ

L(Ā)/L(A) = Ω(n/ log3 n).

Îòìåòèì, ÷òî ñîãëàñíî ðåçóëüòàòàì îá àñèìïòîòè÷åñêîé ñëîæíîñòè [1, 4] êëàñ-
ñà áóëåâûõ ìàòðèö ïîäîáíîå îòíîøåíèå íå ìîæåò ïî ïîðÿäêó ïðåâîñõîäèòü
n/ log n.

Íàçîâåì k-ïðÿìîóãîëüíèêîì ñïëîøü åäèíè÷íóþ ìàòðèöó ðàçìåðà k × k.
Ìàòðèöà íàçûâàåòñÿ k-ðåäêîé, åñëè îíà íå ñîäåðæèò k-ïðÿìîóãîëüíèêîâ â
êà÷åñòâå ïîäìàòðèö.

Â [2] äîêàçàíî ñóùåñòâîâàíèå ìàòðèöû A, äîïóñêàþùåé ïðîñòóþ ðåàëèçà-
öèþ â ãëóáèíå 2, L2(A) = O(n log2 n), äîïîëíèòåëüíàÿ ìàòðèöà Ā ê êîòîðîé
ÿâëÿåòñÿ 2-ðåäêîé è èìååò ïðè ýòîì äîñòàòî÷íî áîëüøîé âåñ (÷èñëî åäèíèö),
|Ā| = Ω(n5/4). Êàê ñëåäñòâèå èç [4], L(Ā) = L2(Ā) = |Ā|.

Íèæå ìàòðèöû, îáëàäàþùèå àíàëîãè÷íûìè ñâîéñòâàìè, ñòðîÿòñÿ ÿâíî.

Òåîðåìà 1.
(i) Äëÿ íåêîòîðîé êîíêðåòíî çàäàííîé áóëåâîé n×n-ìàòðèöû C âûïîëíåíî

L(C̄)/L(C) = n · 2−O(
√

lnn ln lnn).
(ii) Äëÿ íåêîòîðîé êîíêðåòíî çàäàííîé áóëåâîé n × n-ìàòðèöû C âûïîë-

íåíî: L(C) = O(n), ìàòðèöà C̄ ÿâëÿåòñÿ 2-ðåäêîé è |C̄| = Ω(n4/3).
(Íàïîìíèì, ÷òî 2-ðåäêàÿ ìàòðèöà íå ìîæåò èìåòü âåñ âûøå n3/2 + n.)
Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû îïèðàåòñÿ íà ïðîñòóþ êîìáèíàòîðíóþ ëåììó.
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Ëåììà 1. Ïóñòü n×n-ìàòðèöà A èìååò âåñ |A| > 2n3/2. Òîãäà îíà ñîäåðæèò
Ω((|A|/n)4) 2-ïðÿìîóãîëüíèêîâ.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ñêàæåì, ÷òî ñòðîêà ìàòðèöû ïîêðûâàåò ïàðó ñòîëáöîâ u,
åñëè â ïîçèöèÿõ íà ïåðåñå÷åíèè ñòðîêè è ýòèõ ñòîëáöîâ ñòîÿò åäèíèöû. Åñëè
îáîçíà÷èòü ÷åðåç ai ÷èñëî åäèíèö â i-é ñòðîêå ìàòðèöû A, òî îáùåå ÷èñëî
ïîêðûòèé ñòðîêàìè ïàð ñòîëáöîâ ìîæíî îöåíèòü êàê

σ =
n∑
i=1

(
ai
2

)
=

1
2

n∑
i=1

a2
i −
|A|
2
>

(
∑n
i=1 ai)

2

2n
− |A|

2
=
|A|2
2n
− |A|

2
>
|A|2
4n

.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç bu ÷èñëî ñòðîê, ïîêðûâàþùèõ ïàðó ñòîëáöîâ u. Òîãäà∑
u bu = σ. ×èñëî 2-ïðÿìîóãîëüíèêîâ â ìàòðèöå A ïðè ýòîì ðàâíî

∑
u

(
bu
2

)
=

1
2

∑
u

b2u−
σ

2
>

(
∑
u bu)2

n(n− 1)
−σ

2
=

σ2

n(n− 1)
−σ

2
>

σ2

2n2
= Ω

(( |A|
n

)4
)
.

Ïóñòü n =
(
m
2

)
. Ïî áóëåâîém×m-ìàòðèöå A ïîñòðîèì n×n-ìàòðèöó B ñëå-

äóþùèì îáðàçîì. Çàíóìåðóåì ñòðîêè è ñòîëáöû ìàòðèöû B 2-ýëåìåíòíûìè
ïîäìíîæåñòâàìè ìíîæåñòâà [m]. Ïîëîæèì B[a, b] = 1 â òîì è òîëüêî òîì
ñëó÷àå, êîãäà íà ïåðåñå÷åíèè ñòðîê a è ñòîëáöîâ b â ìàòðèöå A ðàñïîëîæåí
2-ïðÿìîóãîëüíèê.

Ëåììà 2. Åñëè ìàòðèöà A ÿâëÿåòñÿ k-ðåäêîé, òî ìàòðèöà B ÿâëÿåòñÿ K-
ðåäêîé, K =

(
k−1

2

)
+ 1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè ìàòðèöà B ñîäåðæèò K-ïðÿìîóãîëüíèê íà ïåðåñå-
÷åíèè ñòðîê s1, . . . , sK è ñòîëáöîâ t1, . . . , tK , òî ìàòðèöà A ñîäåðæèò ïðÿìî-
óãîëüíèê íà ïåðåñå÷åíèè ñòðîê ∪si è ñòîëáöîâ ∪ti. Ïðè ýòîì | ∪ si|, | ∪ ti| > k,
÷òî ïðîòèâîðå÷èò k-ðåäêîñòè ìàòðèöû A.

Ëåììà 3. Åñëè ìàòðèöà A ÿâëÿåòñÿ k-ðåäêîé è |A| > 2m3/2, òî

L(B) = Ω

(( |A|
kn

)4
)
,

ïðè ýòîì L3(B̄) = O(n).
Äîêàçàòåëüñòâî. Ñîãëàñíî ëåììå 1, |B| = Ω((|A|/n)4), à èç ëåììû 2 ñëåäóåò,
÷òî B ÿâëÿåòñÿ K-ðåäêîé. Ïîýòîìó ïî òåîðåìå Íå÷èïîðóêà [4]

L(B) >
|B|
K2

= Ω

(( |A|
kn

)4
)
.

Ïîêàæåì, ÷òî ìàòðèöó B̄ ìîæíî ðåàëèçîâàòü ñõåìîé ãëóáèíû 3 è ëèíåé-
íîé ñëîæíîñòè. Íà âòîðîì è òðåòüåì óðîâíÿõ ñõåìû ðàçìåñòèì ïîm âåðøèí è
çàíóìåðóåì èõ ÷èñëàìè èç [m]. Âõîä a = {i, j} ñîåäèíèì ñ âåðøèíàìè i, j âòî-
ðîãî óðîâíÿ. Àíàëîãè÷íî ïîñòóïèì ñ âûõîäàìè è âåðøèíàìè òðåòüåãî óðîâíÿ.
Âåðøèíû âòîðîãî è òðåòüåãî óðîâíÿ ñîåäèíèì ðåáðàìè ñîãëàñíî ìàòðèöå Ā.
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Ïî ïîñòðîåíèþ, ñõåìà èìååò O(m2) ðåáåð. Òî, ÷òî ñõåìà ðåàëèçóåò ìàòðè-
öó B̄, âûòåêàåò èç òîãî, ÷òî ïóòü, ñîåäèíÿþùèé âõîä a è âûõîä b ñîäåðæèòñÿ â
ñõåìå â òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå, êîãäà ïîäìàòðèöà ìàòðèöû Ā, îáðàçîâàííàÿ
ñòðîêàìè b è ñòîëáöàìè a, íå ÿâëÿåòñÿ ñïëîøü íóëåâîé.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ï. (i) òåîðåìû â êà÷åñòâå ìàòðèöû A âûáåðåì íîðì-
ìàòðèöó èç ðàáîòû [5], êîòîðàÿ ïðè ïîäõîäÿùåì âûáîðå ïàðàìåòðîâ ÿâëÿåòñÿ
∆-ðåäêîé è èìååò âåñ m2/∆, ãäå ∆ = 2O(

√
logm log logm). Ïîëîæèì C = B̄.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ï. (ii) âûáåðåì â êà÷åñòâå ìàòðèöû A 3-ðåäêóþ ìàò-
ðèöó Áðàóíà [6] âåñà Θ(m5/3). Ïîëîæèì C = B̄. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Àâòîð áëàãîäàðåí Ñ. Þêíå çà ïðåäëîæåíèÿ ïî óñîâåðøåíñòâîâàíèþ äîêà-
çàòåëüñòâà.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå ÐÔÔÈ, ïðîåêò �14-01-00671à.
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Î ïîäîáèè áëî÷íî-äèàãîíàëüíûõ ìàòðèö íàä
êîëüöîì öåëûõ ÷èñåë

Ñ.Â.Ñèäîðîâ

sesidorov@yandex.ru

Íèæåãîðîäñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò èì. Í.È. Ëîáà÷åâñêîãî,

íàöèîíàëüíûé èññëåäîâàòåëüñêèé óíèâåðñèòåò, Íèæíèé Íîâãîðîä

Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü A è B � äâå öåëî÷èñëåííûå ìàòðèöû ïîðÿäêà n.
Îíè íàçûâàþòñÿ ïîäîáíûìè íàä êîëüöîì öåëûõ ÷èñåë Z, åñëè ñóùåñòâóåò
òàêàÿ ìàòðèöà X ∈ Zn×n, ÷òî AX = XB è detX = ±1 (ïðè ýòîì ïèøóò
A ∼ B). Ìàòðèöà X íàçûâàåòñÿ òðàíñôîðìèðóþùåé ìàòðèöåé.

Ïóñòü ìàòðèöà A ∈ Zn×n èìååò õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí d(x) =
det(xE−A), êîòîðûé ðàñêëàäûâàåòñÿ íà íåïðèâîäèìûå íàä ïîëåì ðàöèîíàëü-
íûõ ÷èñåë Q ìíîæèòåëè. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî êðàòíîñòü êàæäîãî ìíîæèòåëÿ
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ðàâíà åäèíèöå. Èòàê, d(x) = p1(x) · . . . · ps(x), deg pi(x) = ki, i = 1, . . . , s,
k1 + . . .+ ks = n. Èçâåñòíî (ñì., íàïðèìåð, [1]), ÷òî íàä ïîëåì Q òàêàÿ ìàòðè-

öà ïîäîáíà áëî÷íî-äèàãîíàëüíîé ìàòðèöå F =


F1 0 . . . 0 0
0 F2 . . . 0 0

· · ·
0 0 . . . 0 Fs

 , ãäå

Fi =


−fi1 −fi2 . . . −fi,ki−1 −fi,ki

1 0 . . . 0 0
0 1 . . . 0 0

· · ·
0 0 . . . 0 0
0 0 . . . 1 0

 � ìàòðèöà Ôðîáåíèóñà. Õàðàê-

òåðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí ìàòðèöû Ôðîáåíèóñà ðàâåí det(xE − Fi) = pi(x) =
xki + fi1x

ki−1 + . . .+ fi,ki .
Íàä êîëüöîì öåëûõ ÷èñåë òàêîé ôàêò, âîîáùå ãîâîðÿ, íå èìååò ìåñòà. Ïðè-

âåäåì êîíòðïðèìåð. Ðàññìîòðèì ìàòðèöû A =
(

0 2
5 0

)
è F =

(
0 10
1 0

)
.

Îíè ïîäîáíû íàä Q, íî íå ïîäîáíû íàä Z.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü A = diag{A1, A2, . . . , As} è B = diag{B1, B2, . . . , Bs} �
äâå áëî÷íî-äèàãîíàëüíûå öåëî÷èñëåííûå ìàòðèöû, ãäå pi(x) = |xE − Ai| =
|xE − Bi| � íåïðèâîäèìûå íàä Q è ïîïàðíî ðàçëè÷íûå õàðàêòåðèñòè÷åñêèå
ìíîãî÷ëåíû. Òîãäà A ∼ B òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà Ai ∼ Bi äëÿ âñåõ
i = 1, . . . , s.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü X = (Xij) � òðàíñôîðìèðóþùàÿ ìàòðèöà, ðàçáèòàÿ
íà áëîêè Xij , i = 1, . . . , s, j = 1, . . . , s. Ïîñêîëüêó AX = XB, òî AiXij =
XijBj . Èç óñëîâèÿ òåîðåìû ñëåäóåò, ÷òî ìàòðèöû Ai è Bj íå èìåþò îáùèõ
ñîáñòâåííûõ ÷èñåë ïðè i 6= j, ïîýòîìó Xij � íóëåâàÿ ìàòðèöà ïðè i 6= j (ñì.,
íàïðèìåð, [1]). Ñëåäîâàòåëüíî, X � áëî÷íî-äèàãîíàëüíàÿ ìàòðèöà è detX =
detX11 ·. . .·detXss. Èç óñëîâèÿ detX ∈ {−1, 1} âûòåêàåò, ÷òî detXii ∈ {−1, 1}.
Ïîñêîëüêó ïðè ýòîì AiXii = XiiBi, òî ìàòðèöû Ai è Bi äîëæíû áûòü ïîäîáíû
íàä Z äëÿ âñåõ i = 1, . . . , s.

Òåîðåìà íåâåðíà, åñëè ìàòðèöû, ñòîÿùèå ïî äèàãîíàëè, èìåþò îäèíàêîâûå

õàðàêòåðèñòè÷åñêèå ìíîãî÷ëåíû. Ïðèâåäåì ïðèìåð. Ïóñòü A =
(

0 d1

d2 0

)
è F =

(
0 D
1 0

)
, ãäå d1, d2 � âçàèìíî ïðîñòûå ÷èñëà è d1d2 = D. Åñëè A

è F íå ïîäîáíû íàä Z (íàïðèìåð, ïðè d1 = 2, d2 = 5), òî áëî÷íûå ìàòðèöû(
A 0
0 A

)
=


0 d1 0 0
d2 0 0 0
0 0 0 d1

0 0 d2 0

 è
(
F 0
0 F

)
=


0 D 0 0
1 0 0 0
0 0 0 D
0 0 1 0

 ïîäîá-

íû íàä Z. Äåéñòâèòåëüíî, â êà÷åñòâå òðàíñôîðìèðóþùåé ìàòðèöû ìîæíî



266 Ò. Ã.Ñìèðíîâà

âçÿòü ñëåäóþùóþ X =


0 d1 v 0
1 0 0 vd2

1 0 0 ud1

0 d2 u 0

 , ãäå u è v óäîâëåòâîðÿþò óñëî-

âèþ ud1 − vd2 = 1.
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Îá îïòèìàëüíîì êîäèðîâàíèè â êëàññå
ëîêàëüíî-ïðåôèêñíûõ êîäîâ
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Â ðàáîòàõ Àë.À. Ìàðêîâà [1, 2] áûëî ââåäåíî ïîíÿòèå îáîáùåííî-ïðåôèêñ-
íîãî êîäèðîâàíèÿ ëîêàëüíûõ ìîäåëåé ÿçûêà ñîîáùåíèé ïðîèçâîëüíîé ãëó-
áèíû è äîêàçàíî, ÷òî èñïîëüçîâàíèå ëîêàëüíûõ ìîäåëåé ìîæåò ïîâûøàòü
ýôôåêòèâíîñòü àëôàâèòíîãî êîäèðîâàíèÿ â ñðàâíåíèè ñ äðóãèìè àëãîðèòìè
ýêîíîìíîãî êîäèðîâàíèÿ.

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ðàññìîòðèì çàäà÷ó îïòèìàëüíîãî êîäèðîâàíèÿ â êëàñ-
ñå ëîêàëüíî-ïðåôèêñíûõ êîäîâ, êîòîðûå ñîîòâåòñòâóþò àëôàâèòíîìó êîäèðî-
âàíèþ ëîêàëüíûõ ìîäåëåé ãëóáèíû 1 è ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ïðîñòåéøèé êëàññ
êîäîâ â êëàññå îáîáùåííî-ïðåôèêñíûõ.

Ïóñòü B = {b1, ..., bm} � àëôàâèò ÿçûêà ñîîáùåíèé L ⊆ B∗, ãäå B∗ � ìíî-
æåñòâî âñåõ ñëîâ íàä àëôàâèòîì B. Àëôàâèòíîå êîäèðîâàíèå f = fV çàäàåòñÿ
ñõåìîé: bi → vi, ãäå vi ∈ {0, 1}+ (i = 1, ...,m). Ìíîæåñòâî V = {v1, . . . , vm}
íàçûâàåòñÿ êîäîì, îïðåäåëÿþùèì fV , à ìíîæåñòâî d (V ) = {d1, ..., dm}, ãäå
di = |vi| � äëèíà ýëåìåíòàðíîãî êîäà vi, íàçûâàåòñÿ ñïåêòðîì äëèí êîäà V .

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ñëîâà α è β íàõîäÿòñÿ â îòíîøåíèè àíòèïðåôèêñíîñòè
π, è îáîçíà÷àòü α π β, åñëè íèêàêîå èç íèõ íå ÿâëÿåòñÿ ïðåôèêñîì äðóãîãî.
Ïðåôèêñíûå êîäû, ò. å. êîäû, ó êîòîðûõ vi π vj äëÿ ëþáûõ i 6= j, ñîñòàâëÿþò
îäèí èç îñíîâíûõ êëàññîâ âçàèìíî-îäíîçíà÷íûõ êîäîâ ïåðåìåííîé äëèíû.

Ëîêàëüíàÿ ìîäåëü ãëóáèíû 1 ÿçûêà L ⊆ B∗ ïîëíîñòüþ õàðàêòåðèçóåòñÿ
îáûêíîâåííûì ãðàôîì G = (B,E), ãäå E çàäàåò îòíîøåíèå àíòèïðåôèêñ-
íîñòè íà V . Êîä V = {v1, . . . , vm} íàçûâàåòñÿ ëîêàëüíî-ïðåôèêñíûì îòíîñè-
òåëüíî ãðàôà àíòèïðåôèêñíîñòè G, åñëè äëÿ ëþáûõ âåðøèí bi, bj ãðàôà G èç
(bi, bj) ∈ E ñëåäóåò vi π vj .

Ìíîæåñòâî âñåõ ñïåêòðîâ, ðåàëèçóåìûõ äâîè÷íûìè ëîêàëüíî-ïðåôèêñíû-
ìè îòíîñèòåëüíî G êîäàìè, ìîíîòîííî îòðîñèòåëüíî îòíîøåíèÿ ÷àñòè÷íîãî
ïîðÿäêà, îïðåäåëåííîãî ïîêîìïîíåíòíîé ñðàâíèìîñòüþ âåêòîðîâ. Ìèíèìàëü-
íûå ýëåìåíòû ýòîãî ìíîæåñòâà îáðàçóþò ìàòðèöóM(G) îïòèìàëüíîãî äâîè÷-
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íîãî ëîêàëüíî-ïðåôèêñíîãî êîäèðîâàíèÿ îòíîñèòåëüíî ãðàôà G. Ýòî ìíîæå-
ñòâî êîíå÷íî äëÿ ëþáîãî ãðàôà ïî òåîðåìå Äèêñîíà è äëÿ ëþáîãî ãðàôà ìîæåò
áûòü ðàñøèôðîâàíî.

Ïóñòü íà ìíîæåñòâå áóêâ àëôàâèòà B = {b1, . . . , bm} îïðåäåëåíî ðàñïðåäå-
ëåíèå âåðîÿòíîñòåé P = (p1, . . . , pm), ãäå 0 < pi < 1 äëÿ âñåõ i = 1, . . . ,m,∑m
i=1 pi = 1, òîãäà âåëè÷èíà

C(V, P ) =
m∑
i=1

pi · di

íàçûâàåòñÿ èçáûòî÷íîñòüþ êîäà V , à êîä V ∗, ìèíèìèçèðóþùèé C(V, P ), íà-
çûâàåòñÿ îïòèìàëüíûì äëÿ çàäàííîãî ðàñïðåäåëåíèÿ P .

Çàäà÷à îïòèìàëüíîãî ëîêàëüíî-ïðåôèêñíîãî êîäèðîâàíèÿ â îáùåé ïîñòà-
íîâêå îòíîñèòñÿ ê êëàññó NP-òðóäíûõ çàäà÷ [3]. Ñ íåé ñâÿçàíû äâå ïðîáëå-
ìû: âî-ïåðâûõ, ïîñòðîåíèå ìàòðèöû îïòèìàëüíîãî ëîêàëüíî-ïðåôèêñíîãî êî-
äèðîâàíèÿ è, âî-âòîðûõ, çàäà÷à ìèíèìèçàöèè ëèíåéíîé ôîðìû íà êîíå÷íîì
ìíîæåñòâå íàáîðîâ ñ íåîòðèöàòåëüíûìè öåëûìè êîìïîíåíòàìè. Ïðåäñòàâëÿåò
èíòåðåñ âûäåëåíèå ïîëèíîìèàëüíî ðàçðåøèìûõ ïîäêëàññîâ èëè ïîèñê ýôôåê-
òèâíûõ ïðèáëèæåííûõ àëãîðèòìîâ.

Åñëè ãðàô àíòèïðåôèêñíîñòè G = Km - ïîëíûé ãðàô ñ m âåðøèíàìè,
òîãäà çàäà÷à îïòèìàëüíîãî ëîêàëüíî-ïðåôèêñíîãî êîäèðîâàíèÿ ñîâïàäàåò ñ
êëàññè÷åñêîé çàäà÷åé îïòèìàëüíîãî êîäèðîâàíèÿ, äëÿ êîòîðîé èçâåñòåí àëãî-
ðèòì Õàôôìàíà [4], êîòîðûé íàõîäèò îïòèìàëüíûé êîä â êëàññå ïðåôèêñíûõ
êîäîâ çà âðåìÿ O(m logm).

Â [5] âûäåëåí ïîäêëàññ êëàññà êîãðàôîâ, îòíîñèòåëüíî êîòîðîãî çàäà÷à
ïîñòðîåíèÿ îïòèìàëüíîãî ëîêàëüíî-ïðåôèêñíîãî êîäèðîâàíèÿ ðåøàåòñÿ çà ïî-
ëèíîìèàëüíîå âðåìÿ.

Â äàííîé ðàáîòå çàäà÷à îïòèìàëüíîãî ëîêàëüíî-ïðåôèêñíîãî êîäèðîâà-
íèÿ èçó÷àåòñÿ äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà ãðàô àíòèïðåôèêñíîñòè G ñîäåðæèò ðîâíî
äâå êëèêè. Ïîêàçàíî, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå ìàòðèöà îïòèìàëüíîãî äâîè÷íîãî ëî-
êàëüíî-ïðåôèêñíîãî êîäèðîâàíèÿ ìîæåò áûòü ïîñòðîåíà ñ ïîìîùüþ ñèñòåìû
íåðàâåíñòâ Ìàê-Ìèëëàíà, çàïèñàííûõ äëÿ êàæäîé èç êëèê ãðàôà H1, H2:∑

bi∈Hj

2−di 6 1 (j = 1, 2),

è ÷èñëî ñòðîê ýòîé ìàòðèöû ðàñòåò ýêñïîíåíöèàëüíî ñ ðîñòîì m. Â
ðàáîòå ïðåäëàãàåòñÿ ïîëèíîìèàëüíûé àëãîðèòì îïòèìàëüíîãî ëîêàëüíî-
ïðåôèêñíîãî êîäèðîâàíèÿ îòíîñèòåëüíî ãðàôà G ñ äâóìÿ êëèêàìè, êîòîðûé
íå ïðåäóñìàòðèâàåò ïîñòðîåíèÿ ìàòðèöû îïòèìàëüíîãî êîäèðîâàíèÿ.

Ëèòåðàòóðà

[1] Ìàðêîâ Àë.À., Ñìèðíîâà Ò. Ã. Àëãîðèòìè÷åñêèå îñíîâàíèÿ îáîáùåííî-
ïðåôèêñíîãî êîäèðîâàíèÿ // ÄÀÍ ÑÑÑÐ. � 1984. � Ò. 274, �4. � Ñ. 790�793.

[2] Ìàðêîâ Àë.À. Ëîêàëüíûå ìîäåëè ÿçûêîâ è ñèñòåìû îãðàíè÷åíèé â ñëîâàõ // Ìà-
òåðèàëû Âñåñîþçíîãî ñåìèíàðà ïî äèñêðåòíîé ìàòåìàòèêå è åå ïðèëîæåíèÿì. �
Ì.: ÌÃÓ. � 1986. � Ñ. 19�23.



268 Ë.Í.Ñûñîåâà

[3] Ìàðêîâ Àë.À., Ñìèðíîâà Ò. Ã. Î ñëîâàðíûõ ðàñêðàñêàõ è íåêîòîðûõ ñîâåðøåí-
íûõ ãðàôàõ // Äèñêðåòíàÿ ìàòåìàòèêà. � 1990. � Ò. 2, �2. �Ñ. 16�32.

[4] Hu�man D.A. A method for the construction of minimum redundancy codes // Proc.
IRE. � 1952. �V. 40. � P. 1098�1101.

[5] Ñìèðíîâà Ò. Ã. Îïòèìàëüíîå êîäèðîâàíèå â êëàññå ëîêàëüíî-ïðåôèêñíûõ êî-
äîâ // Ìàòåðèàëû IX Ìåæäóíàðîäíîãî ñåìèíàðà �Äèñêðåòíàÿ ìàòåìàòèêà è åå
ïðèëîæåíèÿ�. �Ì.: ÌÃÓ. � 2007. � Ñ. 457�459.

Î ðåàëèçàöèè áóëåâûõ ôóíêöèé îáîáùåííûìè
ôîðìóëàìè
Ë.Í.Ñûñîåâà

s-luba@mail.ru
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Â ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à î ðåàëèçàöèè áóëåâûõ ôóíêöèé îáîáùåí-
íûìè α-ôîðìóëàìè. Ââîäèòñÿ ïîíÿòèå óíèâåðñàëüíîãî ìíîæåñòâà îáîáùåí-
íûõ α-ôîðìóë äëÿ çàäàííîãî ìíîæåñòâà áóëåâûõ ôóíêöèé. Ôîðìóëèðóåòñÿ
ïðèíöèï äâîéñòâåííîñòè äëÿ îáîáùåííûõ α-ôîðìóë. Ïîêàçûâàåòñÿ, ÷òî äëÿ
êàæäîãî n > 2 äëÿ ìíîæåñòâ T0(n) è T1(n) âñåõ áóëåâûõ ôóíêöèé îò ïå-
ðåìåííûõ x1, x2, . . . , xn, ñîõðàíÿþùèõ êîíñòàíòó 0 è 1 ñîîòâåòñòâåííî, ñóùå-
ñòâóþò óíèâåðñàëüíûå ìíîæåñòâà. Íåîáõîäèìûå îïðåäåëåíèÿ ìîæíî íàéòè â
êíèãàõ [1, 2].

Ïîíÿòèå α-ôîðìóë, ò. å. òàêèõ ôîðìóë, â êîòîðûõ ëþáàÿ ïîäôîðìóëà ñî-
äåðæèò íå áîëåå îäíîé íåòðèâèàëüíîé ãëàâíîé ïîäôîðìóëû, áûëî ââåäåíî â
ðàáîòå [3]. Â ðàáîòàõ [3, 4, 5] ïîêàçàíî íàëè÷èå êîíå÷íûõ α-ïîëíûõ ñèñòåì â
ìíîæåñòâå Pk âñåõ ôóíêöèé k-çíà÷íîé ëîãèêè (k > 3) è îòñóòñòâèå èõ â P2. Â
ðàáîòàõ [6, 7] ñâîéñòâà α-ôîðìóë èçó÷åíû ñ òî÷êè çðåíèÿ òåîðèè ñëîæíîñòè.
Â ðàáîòå [8] ïîñòðîåíû óíèâåðñàëüíûå ìíîæåñòâà îáîáùåííûõ α-ôîðìóë äëÿ
ìíîæåñòâà T01(n) âñåõ áóëåâûõ ôóíêöèé îò ïåðåìåííûõ x1, x2, . . . , xn, ñîõðà-
íÿþùèõ êîíñòàíòû 0 è 1.

Îáîáùåííîé α-ôîðìóëîé íàçûâàåòñÿ α-ôîðìóëà íàä íåêîòîðûì ìíîæå-
ñòâîì àâòîìàòíûõ ôóíêöèé ñî ñïåöèàëüíûì îáðàçîì ñîïîñòàâëåííîé åé
ôóíêöèåé àëãåáðû ëîãèêè. Ðàññìàòðèâàþòñÿ àâòîìàòíûå ôóíêöèè, êîòî-
ðûå â êàæäîì ñîñòîÿíèè ðåàëèçóþò íåêîòîðóþ áóëåâó ôóíêöèþ. Ïóñòü
Φ(x1, x2, . . . , xn) � α-ôîðìóëà íàä íåêîòîðûì ìíîæåñòâîì àâòîìàòíûõ ôóíê-
öèé. Íà ôîðìóëó Φ ïîäàþòñÿ âñå äâîè÷íûå íàáîðû äëèíû n â îïðåäåëåííîé
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè α1, α2, . . . , α2n , n > 1. Òàêèì îáðàçîì çàäàåòñÿ ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü Φ(α1),Φ(α2), . . . ,Φ(α2n) çíà÷åíèé ôîðìóëû Φ íà âñåõ äâîè÷íûõ íà-
áîðàõ äëèíû n. Ôîðìóëå Φ ñîïîñòàâëÿåòñÿ ôóíêöèÿ f(x1, x2, . . . , xn) àëãåáðû
ëîãèêè, òàêàÿ, ÷òî âûïîëíåíû ðàâåíñòâà f(αi) = Φ(αi) äëÿ âñåõ i = 1, . . . , 2n.
Â ìîìåíò âðåìåíè t = 0, êàæäàÿ àâòîìàòíàÿ ôóíêöèÿ, âõîäÿùàÿ â îáîáùåí-
íóþ α-ôîðìóëó Φ, íàõîäèòñÿ â ñîñòîÿíèè, îòâå÷àþùåì íåêîòîðîé ôóíêöèè
àëãåáðû ëîãèêè. Çàìåíèì âñå ñèìâîëû àâòîìàòíûõ ôóíêöèé, âõîäÿùèõ â Φ, íà
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ñèìâîëû ñîîòâåòñòâóþùèõ áóëåâûõ ôóíêöèé. Ïîëó÷èì íåêîòîðóþ α-ôîðìóëó
Φ0(x1, x2, . . . , xn). Íàçîâåì Φ0 íà÷àëüíîé ôîðìóëîé îáîáùåííîé α-ôîðìóëû Φ.

Ïóñòü A � íåêîòîðîå ìíîæåñòâî áóëåâûõ ôóíêöèé. Îáîáùåííàÿ α-
ôîðìóëà Φ(x1, x2, . . . , xn) íàçûâàåòñÿ óíèâåðñàëüíîé äëÿ A, åñëè äëÿ ëþáîé
áóëåâîé ôóíêöèè f(x1, x2, . . . , xn) èç A, ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âñåõ
äâîè÷íûõ íàáîðîâ äëèíû n, òàêàÿ, ÷òî ôîðìóëà Φ ïðè òàêîé ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòè ïîäàâàåìûõ íàáîðîâ ðåàëèçóåò ôóíêöèþ f , n > 1.

Ïóñòü V � êîíå÷íûé àâòîìàò ñ äâóìÿ âõîäàìè è îäíèì âûõîäîì, òàêîé, ÷òî
{q1, q2} � ìíîæåñòâî åãî ñîñòîÿíèé, â ñîñòîÿíèè q1 àâòîìàò ðåàëèçóåò ôóíê-
öèþ x1 ∨ x2, â ñîñòîÿíèè q2 � ôóíêöèþ 0(x1, x2) è àâòîìàò â ìîìåíò âðåìåíè
t ïåðåõîäèò èç ñîñòîÿíèÿ qi â ñîñòîÿíèå qj òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âõîä-
íûå ñèìâîëû â ýòîò ìîìåíò âðåìåíè ñîâïàäàþò è ðàâíû 0, i 6= j. Îáîçíà÷èì
÷åðåç F àâòîìàòíóþ ôóíêöèþ, ðåàëèçóåìóþ èíèöèàëüíûì àâòîìàòîì Vq1 .

Îáîçíà÷èì ÷åðåç An ìíîæåñòâî âñåõ îáîáùåííûõ α-ôîðìóë íàä {F} îò n
ïåðåìåííûõ, â êîòîðóþ êàæäàÿ ïåðåìåííàÿ âõîäèò ðîâíî îäèí ðàç.

Òåîðåìà 1. Ëþáàÿ îáîáùåííàÿ α-ôîðìóëà èç ìíîæåñòâà An ÿâëÿåòñÿ óíè-
âåðñàëüíîé äëÿ ìíîæåñòâà T0(n), n > 2.

Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî íè äëÿ êàêîé áóëåâîé ôóíêöèè f , íå ïðèíàäëå-
æàùåé ìíîæåñòâó T0(n), íå ñóùåñòâóåò îáîáùåííîé α-ôîðìóëû èç ìíîæå-
ñòâà An, ðåàëèçóþùåé ýòó ôóíêöèþ, n > 2.

Ââåäåì ïîíÿòèå äâîéñòâåííûõ îáîáùåííûõ α-ôîðìóë. Ïóñòü áóëåâû ôóíê-
öèè f1(x, y), f2(x, y) äâîéñòâåííû ê ôóíêöèÿì g1(x, y), g2(x, y) ñîîòâåòñòâåííî.
Ïóñòü R � êîíå÷íûé àâòîìàò ñ äâóìÿ âõîäàìè è îäíèì âûõîäîì, òàêîé, ÷òî
{q1, q2} � ìíîæåñòâî åãî ñîñòîÿíèé, â ñîñòîÿíèè q1 àâòîìàò ðåàëèçóåò ôóíê-
öèþ f1(x, y), â ñîñòîÿíèè q2 � ôóíêöèþ f2(x, y). Ïóñòü R̂ � êîíå÷íûé àâòîìàò
ñ äâóìÿ âõîäàìè è îäíèì âûõîäîì, òàêîé, ÷òî {q̂1, q̂2} � ìíîæåñòâî åãî ñîñòî-
ÿíèé, â ñîñòîÿíèè q̂1 àâòîìàò ðåàëèçóåò ôóíêöèþ g1(x, y), â ñîñòîÿíèè q̂2 �
ôóíêöèþ g2(x, y). È ôóíêöèè ïåðåõîäîâ ϕ è ϕ̂ àâòîìàòîâ R è R̂ òàêîâû, ÷òî
ϕ(qi, (α, β)) = qj òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ϕ̂(q̂j , (α, β)) = q̂i, ãäå i, j ∈ {1, 2}.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç F1 è F2 àâòîìàòíûå ôóíêöèè, ðåàëèçóåìûå èíèöèàëüíûìè
àâòîìàòàìè Rq1 è Rq2 ñîîòâåòñòâåííî. À ÷åðåç F̂1 è F̂2 � àâòîìàòíûå ôóíê-
öèè, ðåàëèçóåìûå èíèöèàëüíûìè àâòîìàòàìè R̂q̂1 è R̂q̂2 ñîîòâåòñòâåííî. Òîãäà
äâå îáîáùåííûå α-ôîðìóëû Φ íàä {F1, F2} è Φ̂ íàä {F̂1, F̂2} áóäåì íàçûâàòü
äâîéñòâåííûìè, åñëè (α̃1, α̃2, . . . α̃2n) ÿâëÿåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ, â êîòî-
ðîé íàáîðû ïîäàþòñÿ íà ôîðìóëó Φ, è îáîáùåííàÿ ôîðìóëà Φ èìååò íà÷àëü-
íóþ ôîðìóëó

fin−1(xi1 , fin−2(xi2 , . . . fi1(xin−1 , xin)) . . . ),

à ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ, â êîòîðîé íàáîðû ïîäàþòñÿ íà ôîðìóëó Φ̂, ÿâëÿåòñÿ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (α̃1, α̃2, . . . α̃2n), Φ̂ èìååò íà÷àëüíóþ ôîðìóëó

gin−1(xi1 , gin−2(xi2 , . . . gi1(xin−1 , xin)) . . . ).

Óòâåðæäåíèå 1. Äâîéñòâåííûå îáîáùåííûå ôîðìóëû Φ è Φ̂ ðåàëèçóþò
äâîéñòâåííûå ôóíêöèè.



270 Ë.Í.Ñûñîåâà

Èç ýòîãî óòâåðæäåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî äëÿ îáîáùåííûõ α-ôîðìóë âåðåí ïðèí-
öèï äâîéñòâåííîñòè. Ïî ïðèíöèïó äâîéñòâåííîñòè èç òåîðåìû 1 ìîæíî âûâå-
ñòè ñëåäóþùóþ òåîðåìó.

Ïóñòü W � êîíå÷íûé àâòîìàò ñ äâóìÿ âõîäàìè è îäíèì âûõîäîì, òàêîé,
÷òî {q1, q2} � ìíîæåñòâî åãî ñîñòîÿíèé, â ñîñòîÿíèè q1 àâòîìàò ðåàëèçóåò
ôóíêöèþ x1&x2, â ñîñòîÿíèè q2 � ôóíêöèþ 1(x1, x2) è àâòîìàò â ìîìåíò
âðåìåíè t ïåðåõîäèò èç ñîñòîÿíèÿ qi â ñîñòîÿíèå qj òîãäà è òîëüêî òîãäà, êî-
ãäà âõîäíûå ñèìâîëû â ýòîò ìîìåíò âðåìåíè ñîâïàäàþò è ðàâíû 1, i 6= j.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç G àâòîìàòíóþ ôóíêöèþ, ðåàëèçóåìóþ èíèöèàëüíûì àâòî-
ìàòîì Wq1 .

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Bn ìíîæåñòâî âñåõ îáîáùåííûõ α-ôîðìóë íàä {G} îò n
ïåðåìåííûõ, â êîòîðóþ êàæäàÿ ïåðåìåííàÿ âõîäèò ðîâíî îäèí ðàç.

Òåîðåìà 2. Ëþáàÿ îáîáùåííàÿ α-ôîðìóëà èç ìíîæåñòâà Bn ÿâëÿåòñÿ óíè-
âåðñàëüíîé äëÿ ìíîæåñòâà T1(n), n > 2.

Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî íè äëÿ êàêîé áóëåâîé ôóíêöèè f , íå ïðèíàäëåæà-
ùåé ìíîæåñòâó T1(n), íå ñóùåñòâóåò îáîáùåííîé α-ôîðìóëû èç ìíîæåñòâà
Bn, ðåàëèçóþùåé ýòó ôóíêöèþ, n > 2.

Àâòîð áëàãîäàðåí À.Á. Óãîëüíèêîâó çà ïîñòàíîâêó çàäà÷è è âûðàæàåò
èñêðåííþþ ïðèçíàòåëüíîñòü Î.Ñ. Äóäàêîâîé çà îáñóæäåíèå ðåçóëüòàòîâ ðà-
áîòû.
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èì. Ì. Â. Ëîìîíîñîâà, ã. Ìîñêâà

Ïóñòü n, k ∈ Z, 0 6 2k 6 n. Áóäåì íàçûâàòü (n, k)-ïðîäóêòîì (èëè ïðî-

ñòî ïðîäóêòîì) ïðîèçâåäåíèå äâó÷ëåíîâ: P =
k∏
i=1

(xi,1 + xi,2), ãäå xi,1, xi,2,

i = 1, . . . , k, � íåïîâòîðÿþùèåñÿ ïåðåìåííûå èç ìíîæåñòâà x1, . . . , xn. Ðàçëî-
æåíèåì (n, k)-ïðîäóêòà P íàçîâåì ñîâîêóïíîñòü 2k ìîíîìîâ äëèíû k, ïîëó-
÷àþùèõñÿ ïîñëå ðàñêðûòèÿ ñêîáîê â ïðîäóêòå P . Ñ÷èòàåì, ÷òî ðàçëîæåíèåì
(n, 0)-ïðîäóêòà ÿâëÿåòñÿ ìîíîì äëèíû 0. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ðàçëîæåíèå ñóì-

ìû ïðîäóêòîâ
s∑
i=1

Pi íåñîêðàòèìî, åñëè ðàçëîæåíèÿ íèêàêèõ äâóõ ïðîäóêòîâ

Pi è Pj , i 6= j, íå ñîäåðæàò îáùèõ ìîíîìîâ. ×èñëî s ïðîäóêòîâ â ñóììå íàçî-
âåì äëèíîé ñóììû ïðîäóêòîâ. ×åðåç An,k îáîçíà÷èì ìàêñèìàëüíî âîçìîæíîå
çíà÷åíèå äëèíû ñóììû (n, k)-ïðîäóêòîâ ñ íåñîêðàòèìûì ðàçëîæåíèåì.

Óòâåðæäåíèå 1. Ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå ñîîòíîøåíèÿ:

à) An,k 6
(nk )
2k

;

á) An,k 6
(
n
2k

)
;

â) An,k >
(
bn2 c
k

)
;

ã) An,k > An−2,k +An−2,k−1 ïðè 2 6 2k 6 n− 2;
ä) An,0 = 1;
å) An,1 = bn2 c;
æ) An,2 =

(
n
2
2

)
ïðè ÷åòíîì n;

ç) An,bn2 c = 1;
è) An,n2−1 = n

2 ïðè ÷åòíîì n;
ê) A10,3 = 15.

Ïðèìåð ñóììû ïðîäóêòîâ, íà êîòîðîé äîñòèãàåòñÿ çíà÷åíèå A10,3 = 15,
ïðèâåäåí (â äðóãîé òåðìèíîëîãèè) â [1]:

(x1+x2)(x3+x4)(x5+x6)+(x1+x2)(x4+x6)(x8+x9)+(x1+x2)(x7+x9)(x8+x10)+

+(x1+x3)(x2+x5)(x7+x8)+(x1+x4)(x5+x7)(x6+x9)+(x1+x5)(x2+x3)(x9+x10)+

(x1+x6)(x3+x10)(x4+x8)+(x1+x7)(x2+x10)(x5+x6)+(x1+x10)(x2+x7)(x3+x4)+
(1)

+(x2+x8)(x3+x7)(x4+x9)+(x2+x9)(x5+x10)(x6+x8)+(x3+x5)(x4+x9)(x7+x10)+

+(x3+x5)(x6+x8)(x7+x10)+(x3+x8)(x4+x6)(x5+x9)+(x4+x7)(x6+x10)(x8+x9).
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Âåðõíÿÿ îöåíêà â óòâåðæäåíèè 1, ê) ñëåäóåò èç îöåíêè óòâåðæäåíèÿ 1,
à). Ïðèìåð (1) ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ñîâåðøåííóþ óïàêîâêó ïðîäóêòîâ,
ïîñêîëüêó êàæäûé èç

(
10
3

)
= 120 = 15 · 23 ìîíîìîâ äëèíû 3 îò 10 ïåðåìåííûõ

âñòðå÷àåòñÿ â ðàçëîæåíèè ðîâíî îäíîãî ïðîäóêòà.
Áóëåâà ôóíêöèÿ îò n ïåðåìåííûõ � ýòî îòîáðàæåíèå èç Fn2 â F2.
Âåñ wt(f) ôóíêöèè f íàä Fn2 � ýòî ÷èñëî íàáîðîâ x èç Fn2 , äëÿ êîòîðûõ

f(x) = 1. Ïîäôóíêöèåé áóëåâîé ôóíêöèè f íàçûâàåòñÿ ôóíêöèÿ f ′, ïîëó÷åí-
íàÿ ïîäñòàíîâêîé â f íåêîòîðûõ êîíñòàíò 0 èëè 1 âìåñòî íåêîòîðûõ ïåðåìåí-
íûõ.

Äëÿ äâóõ áóëåâûõ ôóíêöèé f1 è f2 íà Fn2 ðàññòîÿíèå ìåæäó f1 è f2 îïðåäå-
ëÿåòñÿ êàê d(f1, f2) = |{x ∈ Fn2 |f1(x) 6= f2(x)}|. Äëÿ çàäàííîé ôóíêöèè f èç Fn2
ìèíèìóì ðàññòîÿíèé d(f, l), ãäå l ïðîáåãàåò ìíîæåñòâî âñåõ àôôèííûõ ôóíê-
öèé (ò. å. ôóíêöèé, â ïîëèíîìå Æåãàëêèíà êîòîðûõ îòñóòñòâóþò ñëàãàåìûå
äëèíû áîëüøå ÷åì 1), íàçûâàåòñÿ íåëèíåéíîñòüþ ôóíêöèè f è îáîçíà÷àåòñÿ
÷åðåç nl(f).

Áóëåâà ôóíêöèÿ f îò n ïåðåìåííûõ íàçûâàåòñÿ m-óñòîé÷èâîé, åñëè
wt(f ′) = 2n−m−1 äëÿ ëþáîé åå ïîäôóíêöèè f ′ îò n−m ïåðåìåííûõ. Íåëèíåé-
íîñòü è m-óñòîé÷èâîñòü îòíîñÿòñÿ ê ÷èñëó âàæíåéøèõ êðèïòîãðàôè÷åñêèõ
õàðàêòåðèñòèê áóëåâûõ ôóíêöèé.

Åñëè f ÿâëÿåòñÿ m-óñòîé÷èâîé áóëåâîé ôóíêöèåé íà Fn2 , m 6 n − 2, òî
âûïîëíåíî

nl(f) 6 2n−1 − 2m+1. (2)

Îáëàñòü çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ, äëÿ êîòîðûõ ïîñòðîåíû ôóíêöèè, íà êîòî-
ðûõ äîñòèãàåòñÿ ðàâåíñòâî â (2), íåîäíîêðàòíî ðàñøèðÿëàñü. Â 2014 ãîäó â [1]
ïîñòðîåíû ôóíêöèè, äîñòèãàþùèå ðàâåíñòâà â (2), äëÿm > 0.5789...n(1+o(1)).
Òåîðåìà 1. Ïóñòü n,Ck ∈ N, Ck 6 An,k, k = 0, 1, 2, . . . , bn2 c. Ïîëîæèì C =

1
1+log2Xmax

, ãäå Xmax � ñòàðøèé êîðåíü ìíîãî÷ëåíà xn−
bn2 c∑
k=0

Ckx
k. Òîãäà äëÿ

ëþáîãî ε > 0 íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî n0 äëÿ âñåõ ïàð (n,m), òàêèõ ÷òî m
n > C+ε,

n > n0, m 6 n − 2, ñóùåñòâóåò m-óñòîé÷èâàÿ ôóíêöèÿ îò n ïåðåìåííûõ, íà
êîòîðîé äîñòèãàåòñÿ ðàâåíñòâî â (2).

×àñòíûé ñëó÷àé òåîðåìû 1 äëÿ n = 10, C0 = 1, C1 = 5, C2 = 10, C3 = 15,
C4 = 5, C5 = 1, Xmax = 1.6556..., C = 0.5789... áûë äîêàçàí â [1].

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå ÐÔÔÈ, ïðîåêò �13-01-00183-a.
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Â ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à î ðåàëèçàöèè ôóíêöèé k-çíà÷íîé ëîãèêè
èç çàìêíóòûõ êëàññîâ ôîðìóëàìè â êîíå÷íûõ áàçèñàõ, ñîñòîÿùèõ èç ôóíêöèé,
ïðèíàäëåæàùèõ ýòèì æå êëàññàì. Âñå íåîáõîäèìûå îïðåäåëåíèÿ ìîæíî íàéòè
â ðàáîòàõ [1, 2, 3].

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Pk ìíîæåñòâî âñåõ ôóíêöèé k-çíà÷íîé ëîãèêè, à ÷åðåç
Pk,s � ìíîæåñòâî âñåõ ôóíêöèè k-çíà÷íîé ëîãèêè, ïðèíèìàþùèõ çíà÷åíèÿ èç
ìíîæåñòâà Es = {0, 1, . . . , s−1}, k > s > 2. Ïóñòü A � êîíå÷íàÿ ñèñòåìà ôóíê-
öèé èç Pk. ×åðåç [A] îáîçíà÷èì çàìêíóòûé êëàññ, ïîðîæäåííûé ñèñòåìîé A.
Ïóñòü Φ � ôîðìóëà íàä A. Îáîçíà÷èì ÷åðåç L(Φ) (ñëîæíîñòü ôîðìóëû Φ)
÷èñëî ñèìâîëîâ ïåðåìåííûõ, âõîäÿùèõ â Φ, à ÷åðåç D(Φ) � ãëóáèíó ôîðìó-
ëû Φ. Ïóñòü f ∈ [A]. Ïîëîæèì DA(f) = minD(Φ), LA(f) = minL(Φ), ãäå ìè-
íèìóì áåðåòñÿ ïî âñåì ôîðìóëàì Φ íàä A, ðåàëèçóþùèì f . Êîíå÷íóþ ñèñòåìó
ôóíêöèé A áóäåì íàçûâàòü ðàâíîìåðíîé, åñëè ñóùåñòâóþò òàêèå êîíñòàíòû
c è d (çàâèñÿùèå òîëüêî îò A), ÷òî äëÿ ëþáîé ôóíêöèè f ∈ [A] âûïîëíåíî
íåðàâåíñòâî

DA(f) 6 c log2 LA(f) + d.

Â ðàáîòàõ [4, 5] äîêàçàíà ðàâíîìåðíîñòü âñåõ êîíå÷íûõ ïîëíûõ ñèñòåì
áóëåâûõ ôóíêöèé (ñì. òàêæå [6]). Â [7] óñòàíîâëåíà ðàâíîìåðíîñòü âñåõ êî-
íå÷íûõ ñèñòåì, ïîðîæäàþùèõ êëàññ M âñåõ ìîíîòîííûõ áóëåâûõ ôóíêöèé.
Â ðàáîòå [3] äîêàçàíà ðàâíîìåðíîñòü âñåõ êîíå÷íûõ ñèñòåì áóëåâûõ ôóíêöèé
(ñì. òàêæå [8, 9]).

Ðÿä ïóáëèêàöèé ïîñâÿùåí çàäà÷å î ñîîòíîøåíèè ãëóáèíû è ñëîæíîñòè
ôîðìóë íàä êîíå÷íûìè ñèñòåìàìè ôóíêöèé ìíîãîçíà÷íîé ëîãèêè. Èçâåñòíî
(ñì. [3]), ÷òî íå âñå êîíå÷íûå ñèñòåìû ôóíêöèé ìíîãîçíà÷íîé ëîãèêè ðàâíî-
ìåðíû. Â ðàáîòàõ [10, 11, 12, 13] èçó÷àåòñÿ âîïðîñ î ðàâíîìåðíîñòè êîíå÷íûõ
ñèñòåì, ïîðîæäàþùèõ ïðåäïîëíûå êëàññû â Pk, k > 3. Áîëåå ïîäðîáíûé îáçîð
ðåçóëüòàòîâ ïî äàííîé òåìàòèêå äàíî â ðàáîòå àâòîðà [13].

Ôóíêöèþ f(x1, . . . , xn) ∈ Pk áóäåì íàçûâàòü ìàæîðèòàðíîé ôóíêöèåé, åñ-
ëè äëÿ ëþáûõ α, β ∈ Ek âûïîëíåíû ðàâåíñòâà

f(β, α, . . . , α) = f(α, β, α, . . . , α) = . . . = f(α, . . . , α, β) = α.

Ïóñòü f(x1, . . . , xn) � ôóíêöèÿ èç Pk,s, à g(x1, . . . , xn) � ôóíêöèÿ èç Ps,
òàêèå, ÷òî äëÿ ëþáîãî α̃ ∈ Ens âûïîëíåíî ðàâåíñòâî f(α̃) = g(α̃). Ôóíêöèþ g
áóäåì íàçûâàòü ïðîåêöèåé ôóíêöèè f íà ìíîæåñòâî Ps è îáîçíà÷àòü ÷åðåç
prsf . Äëÿ ïðîèçâîëüíîé ñèñòåìû A ⊆ Pk,s ïîëîæèì prsA = ∪prs{f}, ãäå îáú-
åäèíåíèå áåðåòñÿ ïî âñåì ôóíêöèÿì f èç A. Â ðàáîòå [12] äîêàçàíà ðàâíîìåð-
íîñòü âñåõ êîíå÷íûõ ñèñòåì ôóíêöèé èç Pk,2, ïðîåêöèÿ êîòîðûõ ïîðîæäàåò
êëàññ M .
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Â ðàáîòå àâòîðà [13] äîêàçàíà ðàâíîìåðíîñòü ëþáîé êîíå÷íîé ñèñòåìû
ôóíêöèé A èç Pk,s, òàêîé, ÷òî [prsA] ñîäåðæèò ìàæîðèòàðíóþ ôóíêöèþ. Êàê
ñëåäñòâèå ïîëó÷åíî, ÷òî âñå êîíå÷íûå ñèñòåìû ôóíêöèé Pk,2, ïðîåêöèÿ êî-
òîðûõ öåëèêîì íå ñîäåðæèòñÿ â êëàññàõ K, D, L, O∞ èëè I∞ ðàâíîìåðíû
(îïðåäåëåíèÿ êëàññîâ ñì [14]). Äëÿ ëþáîãî çàìêíóòîãî êëàññà áóëåâûõ ôóíê-
öèé B ñîäåðæàùåãîñÿ öåëèêîì â îäíîì èç êëàññîâK,D, L, O∞ è I∞, íåòðóäíî
ïîñòðîèòü ïðèìåð íåðàâíîìåðíîé ñèñòåìû ôóíêöèé èç P3,2, â ïðîåêöèè ïî-
ðîæäàþùèé êëàññ B, îáîáùèâ ïðèìåð èç ðàáîòû [3].

Ââåäåì íà ìíîæåñòâå Ek ÷àñòè÷íûé ïîðÿäîê ñëåäóþùèì îáðàçîì: 1 > 0, à
îñòàëüíûå ýëåìåíòû íåñðàâíèìû. Äàëåå ïîä ìîíîòîííûìè ôóíêöèÿìè áóäåì
ïîíèìàòü ôóíêöèè, ìîíîòîííûå îòíîñèòåëüíî äàííîãî ÷àñòè÷íîãî ïîðÿäêà.
Çàìåòèì, ÷òî åñëè f ∈ Pk,2 � ìîíîòîííàÿ ôóíêöèÿ, òî prf ∈ M , ãäå M �
êëàññ ìîíîòîííûõ áóëåâûõ ôóíêöèé.

Ïóñòü f(x1, . . . , xn) ∈ Pk,2, i ∈ {1, . . . , n}. Ïîëîæèì

Mxi
f =

⋃
α̃∈En−1

k

{pr2f(α1, . . . , αi−1, x, αi, . . . , αn−1)},

V if =
⋃

α̃∈En−1
k

prf(α1,...,αi−1,y,αi,...,αn−1)=x

{α̃}.

Ïóñòü A� êîíå÷íàÿ ñèñòåìà ìîíîòîííûõ ôóíêöèé èç Pk,2, áóäåì ãîâîðèòü,
÷òî A îáëàäàåò ñâîéñòâîì #, åñëè ñóùåñòâóåò òàêîå q = q(A) > 3, ÷òî äëÿ
ëþáîé ôóíêöèè f(x1, . . . , xn) ∈ A, ëþáîé åå ïåðåìåííîé xi è ëþáîãî α̃ ∈ V xif ,
ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ g(x1, . . . , xi−1, xi+1, . . . , xn, y1, . . . , yq) ∈ [A], òàêàÿ, ÷òî
äëÿ ëþáîãî β̃ ∈ V xif , âûïîëíåíî prg(β̃, ỹ) 6∈ [{0, 1}] è
1. åñëè Mxi

f = {0, 1, x}, òî âûïîëíåíî g(α̃, ỹ) ∈M01 \ (O∞ ∪ I∞);
2. åñëè Mxi

f = {0, x}, òî âûïîëíåíî g(α̃, ỹ) ∈M01 \O∞;
3. åñëè Mxi

f = {1, x}, òî âûïîëíåíî g(α̃, ỹ) ∈M01 \ I∞.

Ïîëó÷åíû ñëåäóþùèå ðåçóëüòàòû:

Òåîðåìà 1. Êîíå÷íàÿ ñèñòåìà ìîíîòîííûõ ôóíêöèé èç Pk,2 ðàâíîìåðíà
òîëüêî òîãäà, êîãäà îíà îáëàäàåò ñâîéñòâîì #.

Òåîðåìà 2. Ïóñòü A � êîíå÷íàÿ ñèñòåìà ôóíêöèé èç Pk,2, îáëàäàþùàÿ
ñâîéñòâîì #. Ïóñòü ôóíêöèè èç A çàâèñÿò íå áîëåå ÷åì îò n ïåðåìåííûõ.
Òîãäà q(A) 6 nk

n

.

Òåîðåìà 3. Ïóñòü A � êîíå÷íàÿ ñèñòåìà ôóíêöèé èç Pk,2, îáëàäàþùàÿ
ñâîéñòâîì #. Òîãäà ñóùåñòâóþò òàêèå êîíñòàíòû c è d, ÷òî äëÿ ëþáîé ôóíê-
öèè f ∈ [A] âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî lA(f) 6 c log2

2 LA(f) + d.

Àâòîð áëàãîäàðåí À. Á. Óãîëüíèêîâó çà ïîñòàíîâêó çàäà÷è è îáñóæäåíèå
ðåçóëüòàòîâ ðàáîòû.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ÐÔÔÈ (ïðîåêò � 14-01-
00598) è ïðîãðàììû ôóíäàìåíòàëüíûõ èññëåäîâàíèé ÎÌÍ ÐÀÍ ¾Àëãåáðà-
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è÷åñêèå è êîìáèíàòîðíûå ìåòîäû ìàòåìàòè÷åñêîé êèáåðíåòèêè è èíôîðìà-
öèîííûå ñèñòåìû íîâîãî ïîêîëåíèÿ¿ (ïðîåêò ¾Çàäà÷è îïòèìàëüíîãî ñèíòåçà
óïðàâëÿþùèõ ñèñòåì¿).
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Ââåäåíèå. Çàäà÷à îïðåäåëåíèÿ òî÷íîãî è ïðèáëèæåííîãî ðàíãîâ äàæå
ìàëûõ ìàòðè÷íûõ òåíçîðîâ è ïî ñåé äåíü íå èìååò óäîâëåòâîðèòåëüíîãî ðå-
øåíèÿ. Âî ìíîãîì ýòî îáóñëîâëåíî òåì, ÷òî ðåøåíèå äàííîé çàäà÷è òåñíî ñâÿ-
çàíî ñ ðåøåíèåì íåêîòîðîé ñèñòåìû íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé òðåòüåé ñòåïåíè,
ïðèåìëåìîãî àëãîðèòìà äëÿ ðåøåíèÿ êîòîðîé íå íàéäåíî äî ñèõ ïîð.

Ïóñòü ‖aij‖m×n îáîçíà÷àåò ìàòðèöó ðàçìåðà m× n íàä íåêîòîðûì ïîëåì.
Çàäà÷à óìíîæåíèÿ ìàòðèöû ‖aij‖m×n íà ìàòðèöó ‖bkl‖n×p ñîñòîèò (ïî îïðå-
äåëåíèþ) â âû÷èñëåíèè mp áèëèíåéíûõ ôîðì âèäà

n∑
j=1

aijbjl. Åñëè âû÷èñëÿòü

ýòè ôîðìû íåïîñðåäñòâåííî ïî óêàçàííûì ôîðìóëàì, òî íåîáõîäèìî ñäåëàòü
mnp óìíîæåíèé è ïî÷òè ñòîëüêî æå ñëîæåíèé. Â 1969 ã. Øòðàññåí [1] ïîêàçàë,
÷òî ñóùåñòâóþò áîëåå áûñòðûå ïî ïîðÿäêó àëãîðèòìû óìíîæåíèÿ ìàòðèö, ïî-
ñòðîèâ àëãîðèòì ñ ÷èñëîì îïåðàöèé íàä ýëåìåíòàìè ïîëÿ O(nlog2 7). Ê 1986
ã. ýòà îöåíêà òðóäàìè ìíîãèõ àâòîðîâ áûëà ïîíèæåíà äî O(n2.38) [4] (ñì. îá-
çîð [5]), îäíàêî ñ òåõ ïîð ýòà îöåíêà ñóùåñòâåííî íå óëó÷øåíà, íåñìîòðÿ íà
áîëüøîé èíòåðåñ ê çàäà÷å.

Àëãîðèòì Øòðàññåíà [1] äëÿ óìíîæåíèÿ ìàòðèö ïîðÿäêà n ñî ñëîæíîñòüþ
O(nlog2 7) îñíîâàí íà íàéäåííîì èì àëãîðèòìå óìíîæåíèÿ äâóõ êâàäðàòíûõ
ìàòðèö ïîðÿäêà 2 ñ 7 óìíîæåíèÿìè âìåñòî 8 â îáû÷íîì àëãîðèòìå. Çàòåì
ýòîò àëãîðèòì ðåêóðñèâíî èñïîëüçîâàëñÿ äëÿ óìíîæåíèÿ ìàòðèö ïîðÿäêà 2k

ñ ÷èñëîì óìíîæåíèé 7k. Äëÿ òîãî ÷òîáû ìîæíî áûëî ïðèìåíÿòü ðåêóðñèþ,
Øòðàññåí ïîñòðîèë ñïåöèàëüíîãî âèäà àëãîðèòì óìíîæåíèÿ ìàòðèö ïîðÿäêà
2, à èìåííî òàê íàçûâàåìûé áèëèíåéíûé àëãîðèòì.

Î ï ð å ä å ë å í è å. Ïóñòü F � íåêîòîðîå êîëüöî, è ïóñòü èìååòñÿ 2 ìíîæå-
ñòâà ïåðåìåííûõ A = {a1, a2, . . . , ar} è B = {b1, b2, . . . , bs}. Áèëèíåéíûìè àë-
ãîðèòìàìè íàä A è B è êîëüöîì F íàçûâàþòñÿ àëãîðèòìû, â êîòîðûõ ñíà÷àëà

âû÷èñëÿþòñÿ ïðîèçâåäåíèÿ (
r∑
i=1

αtiai) × (
s∑
j=1

βtjbj) íåêîòîðûõ ëèíåéíûõ ôîðì

(ñ êîýôôèöèåíòàìè èç F ) îò ïåðâîãî ìíîæåñòâà ïåðåìåííûõ íà íåêîòîðûå
ëèíåéíûå ôîðìû (ñ êîýôôèöèåíòàìè èç F ) îò âòîðîãî ìíîæåñòâà ïåðåìåí-
íûõ, ãäå t = 1, 2, ..., d, à íà âòîðîì ýòàïå âû÷èñëÿþòñÿ íåêîòîðûå ëèíåéíûå
êîìáèíàöèè ýòèõ d ïðîèçâåäåíèé. Ïðè ýòîì ÷èñëî óìíîæåíèé d íàçûâàåòñÿ
áèëèíåéíîé ñëîæíîñòüþ àëãîðèòìà.

Î ï ð å ä å ë å í è å. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî áèëèíåéíûé àëãîðèòì íàä êîëüöîì

F âû÷èñëÿåò ñèñòåìó áèëèíåéíûõ ôîðì Ck =
r∑
i=1

s∑
j=1

ckijaibj , k = 1, ..., h, ãäå ckij

� ïðîèçâîëüíûå êîíñòàíòû èç F , åñëè êàæäàÿ èç ýòèõ áèëèíåéíûõ ôîðì îêà-
çûâàåòñÿ âû÷èñëåííîé íà âòîðîì ýòàïå àëãîðèòìà. Áèëèíåéíîé ñëîæíîñòüþ
çàäà÷è âû÷èñëåíèÿ ñèñòåìû áèëèíåéíûõ ôîðì íàä êîëüöîì F íàçûâàåòñÿ ìè-
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íèìàëüíàÿ áèëèíåéíàÿ ñëîæíîñòü àëãîðèòìîâ íàä F, âû÷èñëÿþùèõ äàííóþ
ñèñòåìó áèëèíåéíûõ ôîðì.

Òðåáîâàíèå áèëèíåéíîñòè ïðè èçó÷åíèè ñëîæíîñòè óìíîæåíèÿ ìàòðèö
ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî ïðè ðåêóðñèè âìåñòî ïåðåìåííûõ ïîäñòàâëÿþòñÿ ìàòðè-
öû, êîòîðûå ìîãóò íå êîììóòèðîâàòü. Êðîìå îáû÷íûõ (òî÷íûõ) áèëèíåéíûõ
àëãîðèòìîâ, îïðåäåëåííûõ âûøå, ðàññìàòðèâàþò òàêæå ïðèáëèæåííûå áèëè-
íåéíûå àëãîðèòìû. Èíòåðåñ ê íèì ñâÿçàí êàê ñ âîçìîæíîñòüþ ïðàêòè÷åñêîãî
èñïîëüçîâàíèÿ, òàê è ñ òåì ôàêòîì, ÷òî, èìåÿ áûñòðûé ïðèáëèæåííûé áè-
ëèíåéíûé àëãîðèòì äëÿ óìíîæåíèÿ ìàòðèö, ìîæíî ïîëó÷àòü àñìïòîòè÷åñêè
áûñòðûé òî÷íûé àëãîðèòì äëÿ óìíîæåíèÿ ìàòðèö (ñì. îáçîð [5]).

Î ï ð å ä å ë å í è å. Ïðèáëèæåííûì áèëèíåéíûì àëãîðèòìîì íàä äâóìÿ
ìíîæåñòâàìè ïåðåìåííûõ A è B è êîëüöîì F íàçûâàåòñÿ ëþáîé áèëèíåéíûé
àëãîðèòì íàä òåìè æå ìíîæåñòâàìè ïåðåìåííûõ, â êîòîðîì â êà÷åñòâå êîýô-
ôèöèåíòîâ âìåñòî êîëüöà F èñïîëüçóåòñÿ êîëüöî ëîðàíîâñêèõ ìíîãî÷ëåíîâ
îò x ñ êîýôôèöèåíòàìè èç F. Ïðè ýòîì ÷èñëî óìíîæåíèé ëèíåéíûõ ôîðì d
òàêæå íàçûâàåòñÿ áèëèíåéíîé ñëîæíîñòüþ ïðèáëèæåííîãî àëãîðèòìà.

Î ï ð å ä å ë å í è å. Ïóñòü çàôèêñèðîâàíû ìíîæåñòâà ïåðåìåííûõ A è B è
êîëüöî F. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ïðèáëèæåííûé áèëèíåéíûé àëãîðèòì ïðèáëè-
æåííî âû÷èñëÿåò ñèñòåìó áèëèíåéíûõ ôîðì Ck íàä F , k = 1, . . . , h, åñëè íà
âòîðîì ýòàïå ýòîò áèëèíåéíûé àëãîðèòì ñòðîèò âûðàæåíèÿ âèäà Ck + O(x)
äëÿ âñåõ k = 1, . . . , h, ãäå O(x) � ìíîãî÷ëåíû, ñîäåðæàùèå òîëüêî ïîëîæè-
òåëüíûå ñòåïåíè x (êîýôôèöèåíòàìè ìíîãî÷ëåíîâ àâòîìàòè÷åñêè ÿâëÿþòñÿ
áèëèíåéíûå ôîðìû).

Î ï ð å ä å ë å í è å. Ïðèáëèæåííîé áèëèíåéíîé ñëîæíîñòüþ çàäà÷è âû-
÷èñëåíèÿ ñèñòåìû áèëèíåéíûõ ôîðì íàä êîëüöîì F íàçûâàåòñÿ ìèíèìàëüíàÿ
áèëèíåéíàÿ ñëîæíîñòü ïðèáëèæåííûõ áèëèíåéíûõ àëãîðèòìîâ íàä F, ïðè-
áëèæåííî âû÷èñëÿþùèõ äàííóþ ñèñòåìó áèëèíåéíûõ ôîðì. Îáîçíà÷èì ÷åðåç
r(K) ïðèáëèæåííóþ áèëèíåéíóþ ñëîæíîñòü çàäà÷è óìíîæåíèÿ ìàòðèöû 2x2
íà ìàòðèöó 2õK.

Ïîëó÷åíèå ïðèáëèæåííîãî àëãîðèòìà äëÿ r(6) ÿâëÿåòñÿ âàæíûì øàãîì íà
ïóòè ê ðåøåíèþ áîëåå îáùåé çàäà÷è - âû÷èñëåíèþ r(N). Ïåðâûå øàãè â ýòîì
íàïðàâëåíèè áûëè ñäåëàíû èòàëüÿíñêèìè ìàòåìàòèêàìè [2], îíè ïîëó÷èëè
âåðõíþþ îöåíêó, ðàâíóþ 10 äëÿ r(3). Â ðàáîòå [3] áûëè óñòàíîâëåíû âåðõíèå
îöåíêè 13 äëÿ r(4) è 16 äëÿ r(5). Â äàííîé ñòàòüå ïîëó÷åíà âåðõíÿÿ îöåíêà
19 äëÿ r(6).

Ò å î ð å ì à 1. Âåëè÷èíà r(6) íå ïðåâîñõîäèò 19.
Ñ ë å ä ñ ò â è å. Âåðõíÿÿ îöåíêà äëÿ r(N) íå ïðåâîñõîäèò d 19N

6 e.
Çàêëþ÷åíèå. Äàííûé ðåçóëüòàò ïîëó÷åí ñ ïîìîùüþ ðàçðàáîòàííûõ àâ-

òîðîì íîâûõ ìåòîäîâ êîìïüþòåðíîãî ïîèñêà, ÿâëÿþùèõñÿ ðàçâèòèåì ìåòî-
äîâ [6].

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ÐÔÔÈ, ïðîåêò �12�01�
91331-ÍÍÈÎà.
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Ôèçèêî-òåõíîëîãè÷åñêèé èíñòèòóò ÐÀÍ, Ìîñêâà1 ÍÈÊÑ, Ìîñêâà2 Ìîñêîâñêèé

ôèçèêî-òåõíè÷åñêèé èíñòèòóò, Äîëãîïðóäíûé3 Èíñòèòóò êâàíòîâîé îïòèêè è

êâàíòîâîé èíôîðìàöèè ÀÀÍ, Èíñáðóê, Àâñòðèÿ4 Èíñáðóêñêèé óíèâåðñèòåò,

Èíñáðóê, Àâñòðèÿ5

Â äàííîé ðàáîòå èçó÷àåòñÿ îáðàáîòêà êâàíòîâîé èíôîðìàöèè â ïðèñóò-
ñòâèè øóìîâ, êîòîðûå ïðèâîäÿò ê ïîÿâëåíèþ îøèáîê. Â íàñòîÿùåå âðåìÿ
èçâåñòíî íåñêîëüêî ñïîñîáîâ ìàíèïóëÿöèè êâàíòîâûìè ñîñòîÿíèìè, õðàíÿ-
ùèìè èíôîðìàöèþ. Â ÷àñòíîñòè, äîêàçàíî, ÷òî ñ ïîìîùüþ ñèñòåì, âûïîëíÿ-
þùèõ êâàíòîâûå áëóæäàíèÿ ïî ãðàôàì, âîçìîæíî ýôôåêòèâíî ïðîèçâîäèòü
óíèâåðñàëüíûå êâàíòîâûå âû÷èñëåíèÿ. Ðÿä ïðàêòè÷åñêè ïîëåçíûõ êâàíòî-
âûõ àëãîðèòìîâ èìåþò â ñâîåé îñíîâå îðãàíèçàöèþ êâàíòîâîãî áëóæäàíèÿ ïî
ñïåöèàëüíî ïîñòðîåííûì ãðàôàì. Ïîìèìî âûøåïåðå÷èñëåííûõ äîñòîèíñòâ,
êâàíòîâûå áëóæäàíèÿ ÿâëÿþòñÿ íàèáîëåå åñòåñòâåííûì ôèçè÷åñêèì ïðîöåñ-
ñîì ïî ñðàâíåíèþ ñ àëüòåðíàòèâíûìè ìåòîäàìè îáðàáîòêè èíôîðìàöèè, â òîì
÷èñëå ñ òðàäèöèîííûì ìåòîäîì êâàíòîâûõ âû÷èñëåíèé ïîñðåäñòâîì ïîñòðî-
åíèÿ êâàíòîâûõ ñõåì. Â íàøåì èññëåäîâàíèè â êà÷åñòâå ïðèìåðà ñèñòåìû, â
êîòîðîé ìîãóò áëóæäàòü êâàíòîâûå ÷àñòèöû, ìû ðàññìàòðèâàåì êîëüöà èç
êâàíòîâûõ òî÷åê â êðåìíèè [1, 2, 3, 4]. Ðàññìàòðèâàåòñÿ ãðàô èç N óçëîâ,
îáðàçóþùèõ çàìêíóòîå êîëüöî. ×àñòèöà, áëóæäàþùèé ïî êîëüöó, ïðåäñòàâ-
ëÿåò åäèíèöó êâàíòîâîé èíôîðìàöèè, êóäèò. Â îòñóòñòâèå øóìîâ âåðîÿòíîñòü
íàõîæäåíèÿ ÷àñòèöû â 0-îì óçëå îïðåäåëÿåòñÿ âûðàæåíèåì

P0(t) =
1
N

+
N−1∑
m,n=0

1− δm+n,0 − δm+n,N

N2
e4iΩt sin

π(m+n)
N cos

π(m−n)
N ,
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ãäå Ω ÿâëÿåòñÿ ÷àñòîòîé ïåðåñêîêîâ ìåæäó óçëàìè ãðàôà.
Áëóæäàíèÿ ÷àñòèöû èçìåíÿþò ñîñòîÿíèå îäíîãî êóäèòà. Äëÿ óïðàâëåíèÿ

ñîñòîÿíèåì äâóõ êóäèòîâ íåîáõîäèìî êîíòðîëèðîâàòü ñòåïåíü èõ çàïóòàííî-
ñòè. Ãàìèëüòîíèàí

H = Ω
N−1∑

i,j=0;j 6=i,i+1

|xi+1, yj〉 〈xi, yj |+ |xi, yj〉 〈xi+1, yj |+

+ |xj , yi+1〉 〈xj , yi|+ |xj , yi〉 〈xj , yi+1|
îïèñûâàåò ýâîëþöèþ äâóõ ÷àñòèö â êîëüöåâîì ãðàôå. Îòòàëêèâàþùèåñÿ ÷à-
ñòèöû äåëàþò íåâîçìîæíûì èõ íàõîæäåíèå â îäíîé è áëèçëåæàùèõ êâàíòî-
âûõ òî÷êàõ. Îòòàëêèâàíèå ïðèâîäèò ê êâàíòîâûì êîððåëÿöèÿì ìåæäó êóäè-
òàìè.

Äëÿ ñ÷èòûâàíèÿ êâàíòîâîé èíôîðìàöèè íåîáõîäèìî èñïîëüçîâàòü èçìå-
ðèòåëè òîêà. Íî äàííûå èçìåðèòåëè ÿâëÿþòñÿ èñòî÷íèêàìè øóìîâ â ñèñòåìå.
Ìàòðèöà ïëîòíîñòè, îïèñûâàþùàÿ ñîñòîÿíèå äâóõ áëóæäàþùèõ ÷àñòèö, èçìå-
íÿåòñÿ ââèäó ãàìèëüòîíèàíà ïðûæêîâ H è øóìà, âûçâàííîãî èçìåðèòåëÿìè,
ñ ïàðàìåòðîì Γ:

ρ′ = e−iHt/~ (e−Γtρ+ (1− e−Γt)ρM
)
eiHt/~. (1)

Ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (1) è èñïîëüçîâàíèå ìåð êâàíòîâîé çàïóòàííîñòè ïîç-
âîëÿþò ïðîäåìîíñòðèðîâàòü àííèãèëÿöèþ ïåðåïóòàííîñòè ïðè îïðåäåëåííûõ
óðîâíÿõ øóìà. Òåì íå ìåíåå, ìû îáíàðóæèëè ïîëîæèòåëüíóþ ðîëü øóìà.
Äëÿ îáëàñòè ïàðàìåòðîâ íàáëþäàåòñÿ ïîâòîðíîå ïîÿâëåíèå ïåðåïóòàííîñòè,
êîòîðîå ñëåäîâàëî çà àííèãèëÿöèåé. Äàííûé ìåõàíèçì ìîæíî èñïîëüçîâàòü
äëÿ ñîçäàíèÿ êâàíòîâûõ îïåðàöèé.
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Íîâãîðîä

Îáùåå îïèñàíèå ñèñòåìû íà ñîäåðæàòåëüíîì óðîâíå

Â ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ ïðîöåññ óïðàâëåíèÿ êîíôëèêòíûìè íåîðäèíàð-
íûìè ïóàññîíîâñêèìè ïîòîêàìè â êëàññå öèêëè÷åñêèõ àëãîðèòìîâ. Ïðåä-
ïîëàãàåòñÿ, ÷òî íà îáñëóæèâàíèå ïîñòóïàåò m ñòàòèñòè÷åñêè íåçàâèñèìûõ
ïîòîêîâ Π1,Π2, . . . ,Πm. Â êàæäûé âûçûâàþùèé ìîìåíò ïî ïîòîêó Πj , ãäå
1 6 j 6 m, ïîñòóïàåò ñ èíòåíñèâíîñòüþ λj ïà÷êà èç îäíîãî, äâóõ èëè òðåõ
òðåáîâàíèé ñ âåðîÿòíîñòÿìè pj , qj è sj ñîîòâåòñòâåííî. Êðîìå òîãî, âõîäíûå
ïîòîêè ÿâëÿþòñÿ êîíôëèêòíûìè, ò. å. îäíîâðåìåííîå îáñëóæèâàíèå òðåáîâà-
íèé ðàçëè÷íûõ ïîòîêîâ íåâîçìîæíî. Âûáðàí öèêëè÷åñêèé àëãîðèòì ñìåíû
ôàç (ñîñòîÿíèé) Γ(1),Γ(2), . . . ,Γ(2m) îáñëóæèâàþùåãî óñòðîéñòâà ñ äëèòåëüíî-
ñòÿìè T1, T2, . . . , T2m ñîîòâåòñòâåííî. Â ýòîì ñëó÷àå ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïåðå-
õîäîâ ñîñòîÿíèé îáñëóæèâàþùåãî óñòðîéñòâà èìååò âèä Γ(1) → Γ(2) → . . . →
Γ(2m−1) → Γ(2m) → Γ(1) → . . . Ïðè ýòîì â êàæäîé ôàçå Γ(2j−1) ïðîèñõîäèò
îáñëóæèâàíèå òîëüêî ïîòîêà Πj , à ïîñëåäóþùàÿ ôàçà Γ(2j) ñëóæèò äëÿ ïå-
ðåíàëàäêè îáñëóæèâàþùåãî óñòðîéñòâà è îáñëóæèâàíèå íèêàêèõ òðåáîâàíèé
â íåé íå âåäåòñÿ. Ðàññìàòðèâàåòñÿ ñèñòåìà îáñëóæèâàíèÿ ñ îæèäàíèåì è áåç
ïîòåðü. Çà âðåìÿ T2j−1 â ñîñòîÿíèè Γ(2j−1) ìîæåò áûòü îáñëóæåíî íå áîëåå lj
çàÿâîê ïîòîêà Πj . Ðåçóëüòàòû èññëåäîâàíèé èíòåðïðåòèðóþòñÿ íà çàäà÷å ðå-
ãóëèðîâàíèÿ äâèæåíèÿ òðàíñïîðòíûõ ïîòîêîâ íà ëîêàëüíîì ïåðåêðåñòêå. Â
÷àñòíîñòè, â ðàáîòå [1] áûëî ïîêàçàíî, ÷òî òðàíñïîðòíûå ïîòîêè, äâèãàþùè-
åñÿ ïî ìàãèñòðàëÿì â óñëîâèÿõ, ïðåïÿòñòâóþùèõ ñâîáîäíîìó îáãîíó, õîðîøî
àïïðîêñèìèðóþòñÿ íåîðäèíàðíûìè ïóàññîíîâñêèìè ïîòîêàìè.

Ïîñòðîåíèå è èññëåäîâàíèå âåðîÿòíîñòíîé ìîäåëè

Ñëåäóÿ êèáåðíåòè÷åñêîìó ïîäõîäó Ëÿïóíîâà-ßáëîíñêîãî â äàííîé ñèñòå-
ìå îáñëóæèâàíèÿ òðåáîâàíèé è óïðàâëåíèÿ ïîòîêàìè áûëè âûäåëåíû ñõåìà,
èíôîðìàöèÿ, êîîðäèíàòû è ôóíêöèè. Ñõåìà ñèñòåìû, îïèñûâàþùàÿ åå êîí-
ñòðóêöèþ, ñîäåðæèò ñëåäóþùèå áëîêè: 1) âõîäíûå ïîëþñà ïåðâîãî è âòîðîãî
òèïîâ:m íåîðäèíàðíûõ ïóàññîíîâñêèõ ïîòîêîâ Π1,Π2, . . . ,Πm è ñîîòâåòñòâåí-
íî m ïîòîêîâ íàñûùåíèÿ Π∗1,Π

∗
2, . . . ,Π

∗
m, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ âûõîäíûìè ïî-

òîêàìè ñèñòåìû ïðè åå ìàêñèìàëüíîé çàãðóçêå è ýêñòðåìàëüíîì îáñëóæèâà-
íèè òðåáîâàíèé; 2) âíåøíÿÿ ïàìÿòü: î÷åðåäè O1, O2, . . . , Om ñîîòâåòñòâåííî ïî
ïîòîêàì Π1,Π2, . . . ,Πm; 3) áëîê ïî ïåðåðàáîòêå âíåøíåé ïàìÿòè: ýêñòðåìàëü-
íàÿ ñòðàòåãèÿ îáñëóæèâàíèÿ, ïðè êîòîðîé èç î÷åðåäè Oj íà îáñëóæèâàíèå
âûáèðàåòñÿ ìàêñèìàëüíî âîçìîæíîå êîëè÷åñòâî çàÿâîê, íî íå ïðåâûøàþùåå
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âåëè÷èíû lj ; 4) âíóòðåííÿÿ ïàìÿòü: îáñëóæèâàþùåå óñòðîéñòâî ñ 2m âûøå-
óêàçàííûìè ñîñòîÿíèÿìè; 5) áëîê ïî ïåðåðàáîòêå âíóòðåííåé ïàìÿòè: öèêëè-
÷åñêèé àëãîðèòì ñìåíû ñîñòîÿíèé îáñëóæèâàþùåãî óñòðîéñòâà; 6) âûõîäíûå
ïîëþñà: âûõîäíûå ïîòîêè Π′1,Π

′
2, . . . ,Π

′
m óïðàâëÿþùåé ñèñòåìû. Èíôîðìà-

öèÿ ñèñòåìû åñòü ìàòåìàòè÷åñêîå îïèñàíèå èëè êîäèðîâàíèå âñåõ åå áëîêîâ.
Íàïðèìåð, èíôîðìàöèÿ î âõîäíîì ïîëþñå ïåðâîãî òèïà çàäàåòñÿ íåîðäèíàð-
íûì ïóàññîíîâñêèì ïîòîêîì. Òàêèì îáðàçîì, íàáîð ñîñòîÿíèé âñåõ áëîêîâ
ñèñòåìû è ìåõàíèçìû èõ ñìåíû îáðàçóþò èíôîðìàöèþ èññëåäóåìîé êèáåðíå-
òè÷åñêîé ñèñòåìû. Êîîðäèíàòàìè ÿâëÿþòñÿ íîìåð çàÿâêè ïî êàæäîìó ïîòîêó,
íîìåð âõîäíîãî ïîòîêà è ïîòîêà íàñûùåíèÿ, íîìåð çàÿâêè íà îáñëóæèâàíèå â
î÷åðåäè, íîìåð î÷åðåäè, íîìåð ñîñòîÿíèÿ îáñëóæèâàþùåãî óñòðîéñòâà, íîìåð
îáñëóæåííîé çàÿâêè, íîìåð âûõîäíîãî ïîòîêà. Ôóíêöèÿ èçó÷àåìîé ñèñòåìû
ñîäåðæàòåëüíî åñòü óïðàâëåíèå âõîäíûìè ïîòîêàìè è íåïîñðåäñòâåííî îáñëó-
æèâàíèå çàÿâîê.

Ïîëîæèì, ÷òî íàáëþäåíèå çà ñèñòåìîé íà÷èíàåòñÿ â íåêîòîðûé ìîìåíò τ0
ïåðåêëþ÷åíèÿ ñîñòîÿíèÿ îáñëóæèâàþùåãî óñòðîéñòâà. Îñîáåííîñòü ïðåäëà-
ãàåìîãî ïîäõîäà çàêëþ÷àåòñÿ â îòêàçå îò ðàññìîòðåíèÿ ñèñòåìû â íåïðåðûâ-
íîì âðåìåíè â ïîëüçó îòñëåæèâàíèÿ åå ñîñòîÿíèé â ñëó÷àéíûå äèñêðåòíûå
ìîìåíòû τi, i = 0, 1, . . . , ñìåíû ôàçû îáñëóæèâàþùåãî óñòðîéñòâà. Äëÿ äàëü-
íåéøåé ôîðìàëèçàöèè îïèñàíèÿ ñèñòåìû ïî ïîòîêó Πj íåîáõîäèìî ââåñòè
ñëåäóþùèå ñëó÷àéíûå ýëåìåíòû: 1) æj,i ∈ {0, 1, . . .} � ÷èñëî ìàøèí, íàõîäÿ-
ùèõñÿ â î÷åðåäè â ìîìåíò âðåìåíè τi; 2) Γi ∈ {Γ(1),Γ(2), . . . ,Γ(2m)} � ñîñòîÿ-
íèå îáñëóæèâàþùåãî óñòðîéñòâà íà ïðîìåæóòêå [τi, τi+1); 3) ηj,i � ÷èñëî ìà-
øèí, ïîñòóïèâøèõ â ñèñòåìó çà ïðîìåæóòîê [τi, τi+1); 4) ξj,i � ìàêñèìàëüíîå
÷èñëî òðåáîâàíèé, êîòîðûå ìîãóò áûòü îáñëóæåíû çà ïðîìåæóòîê [τi, τi+1);
5) ξ′j,i � ðåàëüíîå ÷èñëî òðåáîâàíèé, êîòîðûå áûëè îáñëóæåíû çà ïðîìåæó-
òîê [τi, τi+1); 6) ξ′j,−1 � ðåàëüíîå ÷èñëî òðåáîâàíèé, êîòîðûå áûëè îáñëóæå-
íû çà ïðîìåæóòîê [0, τ0). Ïîñêîëüêó âõîäíûå ïîòîêè íåçàâèñèìû è àëãîðèòì
óïðàâëåíèÿ ïîòîêàìè öèêëè÷åñêèé, òî èññëåäîâàíèå ïðîöåññà îáñëóæèâàíèÿ
ìîæíî ïðîâîäèòü ïî êàæäîìó èç m ïîòîêîâ îòäåëüíî. Ïðèìåíåíèå êèáåðíå-
òè÷åñêîãî ïîäõîäà ïîçâîëèëî óñòàíîâèòü, ÷òî äèíàìèêà èçìåíåíèÿ ñîñòîÿíèÿ
ñèñòåìû îáñëóæèâàíèÿ ïî ïîòîêó Πj îïðåäåëÿåòñÿ ðåêóððåíòíûì ñîîòíîøå-
íèåì (Γi+1,æj,i+1, ξ

′
j,i) = (u(Γi),max{0,æj,i + ηj,i − ξj,i},min{æj,i + ηj,i, ξj,i})

äëÿ òðåõìåðíîé ñëó÷àéíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {(Γi,æj,i, ξ′j,i−1); i = 0, 1, . . .}.
Çäåñü ôóíêöèÿ u(Γ(k)) = Γ(k+1) ïðè k = 1, 2, . . . , 2m− 1 è u(Γ(2m)) = Γ(1). Îò-
íîñèòåëüíî ýòîé âåêòîðíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, ÿâëÿþùåéñÿ âåðîÿòíîñòíîé
ìîäåëüþ ðàññìàòðèâàåìîé ñèñòåìû, áûëî äîêàçàíî ñëåäóþùåå.

Òåîðåìà 1. Äëÿ ôèêñèðîâàííîãî 1 6 j 6 m ñëó÷àéíàÿ âåêòîðíàÿ ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòü {(Γi,æj,i, ξ′j,i−1); i = 0, 1, . . .} ñ çàäàííûì íà÷àëüíûì ðàñïðåäå-
ëåíèåì âåêòîðà (Γ0,æj,0, ξ′j,−1) ÿâëÿåòñÿ óïðàâëÿåìîé îäíîðîäíîé ìàðêîâñêîé
öåïüþ ñî ñ÷åòíûì ÷èñëîì ñîñòîÿíèé. Ïðè÷åì åå ïðîñòðàíñòâî ñîñòîÿíèé ðàç-
áèòî íà äâà êëàññà: íåçàìêíóòîå ïîäìíîæåñòâî íåñóùåñòâåííûõ ñîñòîÿíèé è
çàìêíóòîå ïîäìíîæåñòâî ñóùåñòâåííûõ ñîñòîÿíèé ñ ïåðèîäîì 2m.

Áûëè ïîëó÷åíû ðåêóððåíòíûå ñîîòíîøåíèÿ äëÿ îäíîìåðíûõ ðàñïðåäåëå-
íèé ïðîöåññà îáñëóæèâàíèÿ âèäà {(Γi,æj,i, ξ′j,i−1); i = 0, 1, . . .}, à òàêæå äëÿ
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èõ ïðîèçâîäÿùèõ ôóíêöèé. Äëÿ óêàçàííîãî ïðîöåññà îáñëóæèâàíèÿ ïî ïîòî-
êó Πj áûëè äîêàçàíû ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ.
Òåîðåìà 2. Íåîáõîäèìûì è äîñòàòî÷íûì óñëîâèåì ñóùåñòâîâàíèÿ åäèí-
ñòâåííîãî ñòàöèîíàðíîãî ðåæèìà â ñèñòåìå ïî ïîòîêó Πj ÿâëÿåòñÿ âûïîëíåíèå
íåðàâåíñòâà λjT (2sj + qj + 1)− lj < 0.
Òåîðåìà 3. Ïðè λjT (2sj + qj + 1) − lj < 0 ñòàöèîíàðíûå âåðîÿòíîñòè
Qj(Γ(2j), 0, y) = lim

i→∞
P(Γi = Γ(2j),æj,i = 0, ξ′j,i−1 = y), y = 0, 1, . . . , lj , óïðàâëÿ-

åìîé ìàðêîâñêîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {(Γi,æj,i, ξ′j,i−1); i = 0, 1, . . .} ÿâëÿþòñÿ
åäèíñòâåííûì ðåøåíèåì ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé âèäà

Qj(Γ(2j), 0, 0)− exp{−λjT}/(1− exp{−λjT})
lj∑
y=1

Qj(Γ(2j), 0, y) = 0,

2m
lj−1∑
y=0

Qj(Γ(2j), 0, y)(lj − y) = lj − λjT (1 + qj + 2sj),

lj−1∑
y=0

Qj(Γ(2j), 0, y)(zljk − z
y
k) = 0, k ∈ {1, 2, . . . , lj − 1}.

×àñòíûé ñëó÷àé ñèñòåìû îáñëóæèâàíèÿ

Îòìåòèì, ÷òî ïðèìåíåíèå ïîäõîäà Ëÿïóíîâà-ßáëîíñêîãî ïîìîãëî ïîñòðî-
èòü ìîäåëü ñèñòåìû îáñëóæèâàíèÿ, ïðåäñòàâëÿþùóþ èññëåäîâàòåëþ õîðîøóþ
àíàëèòè÷åñêóþ áàçó. Íàïðèìåð, äëÿ ñëó÷àÿ lj = 1 áûëè íàéäåíû ÿâíûå âû-
ðàæåíèÿ äëÿ ñòàöèîíàðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ïðîöåññà îáñëóæèâàíèÿ. Êðîìå
òîãî, â ñëó÷àå ñóùåñòâîâàíèÿ ñòàöèîíàðíîãî ðåæèìà ïðè lj = 1 ïîëó÷åíî
ðàâåíñòâî äëÿ ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ êîëè÷åñòâà çàÿâîê â î÷åðåäè äëÿ
ñòàöèîíàðíîãî ðåæèìà:

lim
i→∞

Mæj,i =
1
2

(1− λjT (1 + qj + 2sj))−1λjT×

×(λjT (1 + qj + 2sj)2 + 2qj + 6sj)+

+(2m)−1λj(1 + qj + 2sj)((2m− 1)T2j + (2m− 2)T2j+1 + . . .+ T2j−2).

(1)

Ñðåäíÿÿ äëèíà î÷åðåäè â ñòàöèîíàðíîì ðåæèìå, êîòîðàÿ âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîð-
ìóëå (1), ÿâëÿåòñÿ âàæíûì ïîêàçàòåëåì êà÷åñòâà ðàáîòû ñèñòåìû îáñëóæèâà-
íèÿ. Ýòà ôîðìóëà ïîçâîëÿåò òàêæå èññëåäîâàòü ïàðàìåòðû ñèñòåìû ñ öåëüþ
åå îïòèìèçàöèè ïî êðèòåðèþ ìèíèìóìà âåëè÷èíû î÷åðåäè ïî ïîòîêó Πj .

Ðàáîòà âûïîëíåíà â ÍÍÃÓ ïî ãîñáþäæåòíîé òåìå �01201456585 "Ìàòå-
ìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå è àíàëèç ñòîõàñòè÷åñêèõ ýâîëþöèîííûõ ñèñòåì è
ïðîöåññîâ ïðèíÿòèÿ ðåøåíèé".

Ëèòåðàòóðà

[1] Ôåäîòêèí Ì.À., Ðà÷èíñêàÿ Ì.À. Èññëåäîâàíèå ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè òðàôè-
êà àâòîìîáèëåé íà îñíîâå ïîäõîäà Ëÿïóíîâà-ßáëîíñêîãî // Ïðîáëåìû òåîðåòè-
÷åñêî êèáåðíåòèêè. Ìàòåðèàëû XVI Ìåæäóíàðîäíîé êîíôåðåíöèè. �Íèæíèé
Íîâãîðîä: Èçä-âî Íèæåãîðîäñêîãî ãîñóíèâåðñèòåòà, 2011. � Ñ. 508�512.
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Ââåäåíèå

Ïðåäëàãàþòñÿ ôîðìàëèçàöèÿ è ðåøåíèå çàäà÷è ïîèñêà îáúåêòîâ ïî èçîá-
ðàæåíèþ ñöåíû. Ïðè ýòîì ìîäåëüþ ñöåíû ñëóæèò ëîêàëüíî îäíîðîäíîå ñëó-
÷àéíîå ïîëå, à åå èçîáðàæåíèåì � âûáîðî÷íàÿ ïîâåðõíîñòü. Ïîèñê îáúåêòîâ
âûïîëíÿåòñÿ â òðè ýòàïà. Âíà÷àëå âûÿâëÿþòñÿ çîíû èíòåðåñà, ïðåäñòàâëÿ-
þùèå êâàäðàòíûå ôðàãìåíòû ñöåíû, ñîäåðæàùèå ïî îäíîìó îáúåêòó è åãî
îêðóæåíèþ. Äëÿ ýòîãî ñòðîèòñÿ ñåìåéñòâî êâàäðàòíûõ ôðàãìåíòîâ, ãàðàíòè-
ðîâàííî ñîäåðæàùèõ çîíó èíòåðåñà äëÿ êàæäîãî îáúåêòà. Çàòåì ïðîâîäèòñÿ
èõ êëàññèôèêàöèÿ íà çîíû è íå çîíû. Öåëüþ âòîðîãî ýòàïà ÿâëÿåòñÿ ïîëó÷å-
íèå ïðîåêöèé îáúåêòîâ, îêàçàâøèõñÿ â çîíàõ. Ýòî äîñòèãàåòñÿ çà ñ÷åò êëàñ-
ñèôèêàöèè ïèêñåëåé êàæäîé çîíû èíòåðåñà íà äâà êëàññà. Ôîðìà ïîëó÷åí-
íîé ïðîåêöèè èñïîëüçóåòñÿ íà çàâåðøàþùåì ýòàïå äëÿ êëàññèôèêàöèè ñàìîãî
îáúåêòà.

Ðàáîòà ÿâëÿåòñÿ îáîáùåíèåì ðàíåå ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ [1]� [3].

Ìîäåëü ñöåíû

Êàæäûé îáúåêò îïðåäåëÿåòñÿ êîíå÷íûì ïîäìíîæåñòâîì A öåëî÷èñëåí-
íîé ðåøåòêè Z2, íàçûâàåìûì åãî ïðîåêöèåé, è ñîâîêóïíîñòüþ ñëó÷àéíûõ
âåëè÷èí ξA = (ξa)a∈A ñî çíà÷åíèÿìè èç Y = {0, 1, . . . , |Y | − 1}. Ñåìåéñòâî
xA = (xa)a∈A, xA ∈ Y , íàçûâàåòñÿ èçîáðàæåíèåì îáúåêòà ξA. Ïðåäïîëàãà-
åòñÿ, ÷òî îáúåêò ξA ÿâëÿåòñÿ ôðàãìåíòîì îäíîðîäíîãî ñëó÷àéíîãî ïîëÿ ñî
ñðåäíèì çíà÷åíèåì mA è êîâàðèàöèîííîé ôóíêöèåé KA, äëÿ êîòîðîãî âû-
ïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ ýðãîäè÷åñêîé òåîðåìû Ñëóöêîãî. Ýòî ïîçâîëÿåò èñïîëü-
çîâàòü ñðåäíåå àðèôìåòè÷åñêîå çíà÷åíèå xA =

(∑
a∈A xa

)
/|A|, ïîäñ÷èòàííîå

ïî èçîáðàæåíèþ, â êà÷åñòâå ñîñòîÿòåëüíîé îöåíêè ñðåäíåãî çíà÷åíèÿ mA .
Ìíîæåñòâî âñåõ îáúåêòîâ ñ íåïåðåñåêàþùèìèñÿ ïðîåêöèÿìè, ñóììà êîòîðûõ
ðàâíÿåòñÿ Z2, íàçûâàåòñÿ ëîêàëüíî îäíîðîäíîé ñöåíîé.

Ïóñòü d � åâêëèäîâî ðàññòîÿíèå íà Z2. Òî÷êè z è t èç Z2 íàçîâåì ñîñåä-
íèìè, åñëè d(z, t) = 1. Íàçîâåì òî÷êó z èç A ⊂ Z2 ãðàíè÷íîé, åñëè ó íåå åñòü
ñîñåä t èç Z2 \ A. Ñîâîêóïíîñòü Fr(A) ãðàíè÷íûõ òî÷åê ìíîæåñòâà A áóäåò
íàçûâàòüñÿ åãî ãðàíèöåé.

Îáúåêò ξA íàçîâåì ñâåòëûì (òåìíûì) ïÿòíîì, åñëè ñóùåñòâóåò òàêîé êâàä-
ðàò Q íà Z2, ÷òî A ⊂ Q\Fr(Q), åñëè ξQ\A ÿâëÿåòñÿ ôðàãìåíòîì îäíîðîäíîãî
ñëó÷àéíîãî ïîëÿ ñî ñðåäíèì mQ\A è åñëè mA > mQ\A (mA < mQ\A). Ñå-
ìåéñòâî ξQ = (ξz)z∈Q íàçûâàåòñÿ çîíîé èíòåðåñà äëÿ ξA. Ïðåäìåòîì ïîèñêà
ÿâëÿþòñÿ ïÿòíà ñ èçâåñòíîé ôîðìîé è ðàçìåðàìè.



284 Â.Á.Ôîôàíîâ, À.Í.Æèçíåâñêèé

Ýòàï 1 - ïîèñê çîí èíòåðåñà

Ïóñòü ξA � ïÿòíî ñ ïðîåêöèåé A, d(A) � åãî äèàìåòð, à l � öåëîå ÷èñëî,
óäîâëåòâîðÿþùåå íåðàâåíñòâó d(A) + 2 6 l. Âûáåðåì íàòóðàëüíîå ÷èñëî ∆ è
ïîñòðîèì íà Z2 ñåìåéñòâî Q(l,∆) êâàäðàòîâ ñî ñòîðîíîé l è ëåâîé âåðõíåé
âåðøèíîé z âèäà z = z0 + i∆e1 + j∆e2, i ∈ Z, j ∈ Z. Òîãäà ñïðàâåäëèâî
ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Òåîðåìà 1. Åñëè ∆ óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó 1 6 ∆ 6 l − d(A) − 1, òî
ñóùåñòâóåò êâàäðàò Q èç Q(l,∆) òàêîé, ÷òî A ⊂ Q \ Fr(Q).

Ïóñòü a � öåíòð êâàäðàòà Q, B(a, r) ⊂ Q � êâàäðàòíàÿ îêðåñòíîñòü ñ
öåíòðîì a è ðàäèóñîì r, n = |B(a, r)|. Ðàçäåëèì Fr(Q) íà s íå ïåðåñåêàþ-
ùèõñÿ ñâÿçíûõ ÷àñòåé Frj , 1 6 j 6 s, ïî n òî÷åê â êàæäîé, è âû÷èñëèì

ñðåäíèå àðèôìåòè÷åñêèå çíà÷åíèÿ x̄j =
(∑

z∈Frj xz

)
/n, 1 6 j 6 s, è x̄a =(∑

z∈B(a,r) xz

)
/n. Ñîïîñòàâèì êàæäîìó êâàäðàòó Q ñî ñòîðîíîé l è öåíòðîì

a ∈ Z2 ïðèçíàê fa, îïðåäåëåííûé ðàâåíñòâîì fa(x) =
∑z
j=1 I]0,+∞[(x̄a − x̄j).

Ïóñòü Θ1 � ìíîæåñòâî çîí èíòåðåñà, à Θ2 � ìíîæåñòâî êâàäðàòîâ, ñîäåðæà-
ùèõ òîëüêî ôîí. Ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Òåîðåìà 2. Ïóñòü P (Θ1) è P (Θ2) � àïðèîðíûå âåðîÿòíîñòè êëàññîâ Θ1 è
Θ2, Frj , 1 6 j 6 s, � ñâÿçíûå ôðàãìåíòû ãðàíèöû Fr(Q), ñîäåðæàùèå ïî
n = |B(a, r)| ïèêñåëåé è òàêèå, ÷òî d(Fri, F rj) > 2r̂ , à fa � ïðèçíàê êâàäðàòà
ξQ, ñîîòâåòñòâóþùèé r è s. Òîãäà äëÿ ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâóþò s(ε) è n(ε),
÷òî âåðîÿòíîñòü e(hs(ε)n(ε)) îøèáêè ðåøàþùåãî ïðàâèëà h

s(ε)
n(ε) : Yf → {1, 2} âèäà

h
s(ε)
n(ε)

(
f{a} (x)

)
=

{
1, fa(x) = s(ε)
2, fa(x) < s(ε)

.

êëàññèôèêàöèè êâàäðàòîâ èç Θ íå ïðåâîñõîäèò ε.

Ýòàï 2 - Ñåãìåíòàöèÿ

Äàëåå ñèìâîëîì A◦ îáîçíà÷àåòñÿ ïîäìíîæåñòâî èç A, ñîäåðæàùåå âìåñòå
ñ êàæäîé òî÷êîé z è åå îêðåñòíîñòü B(z, r).
Òåîðåìà 3. Ïóñòü ξQ � çîíà èíòåðåñà íà ñöåíå, ïîñòðîåííîé ñêîëüçÿùèì
ñóììèðîâàíèåì ïî îêðåñòíîñòè ñ ðàäèóñîì r̂, P

(
(Q \A \ Fr(Q))◦

)
è P (A◦)

� àïðèîðíûå âåðîÿòíîñòè êëàññîâ, Frj , 1 6 j 6 s, � ñâÿçíûå ôðàãìåíòû
ãðàíèöû Fr(Q), ñîñòîÿùèå èç n = |B(a, r)| ïèêñåëåé êàæäûé, è òàêèå, ÷òî
d(Fri, F rj) > 2r̂, fz � ïðèçíàê, ñîîòâåòñòâóþùèé r è s. Òîãäà äëÿ ëþáîãî ε > 0
ñóùåñòâóþò òàêèå s(ε) è n(ε), ÷òî âåðîÿòíîñòü e(hs(ε)n(ε)) îøèáêè êëàññèôèêàöèè
ïèêñåëåé èç A◦ + (Q \A \ Fr(Q))◦ íå ïðåâîñõîäèò ε.

Ýòàï 3 - êëàññèôèêàöèÿ îáúåêòîâ

Íà çàêëþ÷èòåëüíîì ýòàïå ôîðìà ïðîåêöèè îáúåêòà ïðèìåíÿåòñÿ äëÿ îïðå-
äåëåíèÿ åãî ïðèíàäëåæíîñòè ê îäíîìó èç çàðàíåå çàäàííûõ êëàññîâ. Â êà÷å-
ñòâà ôîðìàëüíîãî îïèñàíèÿ (îïðåäåëåíèÿ) ôîðìû èñïîëüçóåòñÿ ðàñïðåäåëå-
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íèå äëèíû õîðäû, âûðåçàåìîé ïðîåêöèåé èç ñëó÷àéíîé ïðÿìîé. Ïîýòîìó ñðàâ-
íåíèå äâóõ ïðîåêöèé ïî ôîðìå ñâîäèòñÿ ê ïðîâåðêå ðàâåíñòâà ñîîòâåòñòâóþ-
ùèõ ðàñïðåäåëåíèé. Ïðè ðåøåíèè ïðèêëàäíûõ çàäà÷ åå çàìåíÿþò ïðîâåðêîé
ãèïîòåçû îäíîðîäíîñòè äëÿ âûáîðîê. Äëÿ ýòîãî ïî ïðîåêöèè íåèçâåñòíîãî
îáúåêòà, ïîëó÷åííîé ïî èçîáðàæåíèþ, ñòðîèòñÿ âûáîðêà äëèí õîðä. Ïðîâå-
ðÿåòñÿ ãèïîòåçà îäíîðîäíîñòè äëÿ ýòîé âûáîðêè è âûáîðêè, ïîñòðîåííîé äëÿ
êàæäîãî îáúåêòà èç áàçû. Ïîäñ÷èòûâàåòñÿ êîëè÷åñòâî ñëó÷àåâ ïðèíÿòèÿ ãèïî-
òåçû äëÿ êàæäîãî êëàññà. Îáúåêò îòíîñÿò ê òîìó êëàññó, äëÿ êîòîðîãî ÷èñëî
ïîäîáíûõ ñëó÷àåâ îêàçàëîñü íàèáîëüøèì.
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Â ýòîé ðàáîòå ðàññìàòðèâàþòñÿ èçâåñòíûå ìîäåëè âåòâÿùèõñÿ ïðîãðàìì
� OBDD, íåäåòåðìèíèðîâàííàÿ OBDD (NOBDD) è k−OBDD. Âåòâÿùèåñÿ
ïðîãðàììû è èõ ìîäèôèêàöèè OBDD è k−OBDD îïðåäåëåíû â êíèãå [11].
OBDD P (X) íà ìíîæåñòâå ïåðåìåííûõ X = {x1, x2, . . . , xn} � ýòî âåòâÿùàÿ-
ñÿ ïðîãðàììà, îáëàäàþùàÿ ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè. Âåðøèíû P (X) ðàçáèòû
íà n óðîâíåé 1, . . . , n òàêèì îáðàçîì, ÷òî äëÿ êàæäîãî i ∈ {1, . . . , n − 1} ðåá-
ðà èç âåðøèí óðîâíÿ i âåäóò òîëüêî â âåðøèíû óðîâíÿ (i + 1). Íà êàæäîì
óðîâíå i ñ÷èòûâàåòñÿ çíà÷åíèå òîëüêî îäíîé ïåðåìåííîé xji . Íà ëþáîì ïóòè
âû÷èñëåíèÿ êàæäàÿ ïåðåìåííàÿ ñ÷èòûâàåòñÿ îäèí ðàç. P (X) çàäàåò ïîðÿäîê
θ(X) = (xj1 , . . . , xjn) ñ÷èòûâàíèÿ ïåðåìåííûõ. ×åðåç θ = (j1, . . . , jn) îáîçíà-
÷èì ïåðåñòàíîâêó èíäåêñîâ, çàäàâàåìóþ ïîðÿäêîì θ(X). Ðàçëè÷íûå OBDD
ìîãóò èñïîëüçîâàòü ðàçëè÷íûå ïîðÿäêè θ(X) ñ÷èòûâàíèÿ ïåðåìåííûõ.

Íåäåòåðìèíèðîâàííàÿ OBDD èëè NOBDD � ýòî OBDD, â êîòîðîé èç
îäíîé âåðøèíû ìîæåò èñõîäèòü íåñêîëüêî äóã, ïîìå÷åííûõ îäèíàêîâûìè çíà-
÷åíèÿìè.
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k−OBDD � ýòî âåòâÿùàÿñÿ ïðîãðàììà P (X), ñîñòîÿùàÿ èç k ñëîåâ, êàæ-
äûé èç êîòîðûõ ÿâëÿåòñÿ OBDD, ïðè÷åì ïîðÿäîê θ(X) ÷òåíèÿ ïåðåìåííûõ
âî âñåõ ñëîÿõ ïðîãðàììû P (X) îäèíàêîâûé.

Ãîâîðÿò, ÷òî OBDD (NOBDD èëè k−OBDD) P (X) âû÷èñëÿåò áóëåâó
ôóíêöèþ f(X) (f : {0, 1}n → {0, 1}), åñëè äëÿ ëþáîãî íàáîðà ν ∈ {0, 1}n,
òàêîãî ÷òî f(ν) = 1 Â P (X) åñòü ïóòü èç íà÷àëüíîé âåðøèíû â òó èç äâóõ
ôèíàëüíûõ âåðøèí, êîòîðàÿ ïîìå÷åíà ñèìâîëîì 1. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå òàêîãî
ïóòè íåò. Âåðøèíû ïîñëåäíåãî óðîâíÿ íàçûâàþòñÿ ôèíàëüíûìè è ïîìå÷àþòñÿ
ñèìâîëàìè èç {0, 1}.

Øèðèíà w(P ) OBDD (NOBDD èëè k−OBDD) P � ýòî ìàêñèìóì îò
êîëè÷åñòâà âåðøèí íà óðîâíå, âçÿòûé ïî âñåì óðîâíÿì P . Ñëîæíîñòü S(P )
� ýòî ÷èñëî åå âíóòðåííèõ âåðøèí.

Çàìåòèì, ÷òî íåïîñðåäñòâåííî èç îïðåäåëåíèÿ äëÿ OBDD, NOBDD è
k −OBDD P èìååì w(P ) 6 S(P ) 6 k · w(P ) · n.

Â áîëüøèíñòâå ðàáîò, êîòîðûå ðàññìàòðèâàëè øèðèíó èëè ðàçìåð â êà÷å-
ñòâå ïàðàìåòðà ñëîæíîñòè, îïðåäåëÿëîñü ðàçëè÷èå ìåæäó êëàññàìè áóëåâûõ
ôóíêöèé, ïðåäñòàâèìûõ ìîäåëÿìè ýêñïîíåíöèàëüíîé è ïîëèíîìèàëüíîé øè-
ðèíû èëè ðàçìåðà. Ðàññìàòðèâàëèñü êàê ìîäåëè ñ ìåíüøèìè îãðàíè÷åíèÿìè,
òàê è íåäåòåðìèíèðîâàííûå, âåðîÿòíîñòíûå è äðóãèå ðàñøèðåíèÿ OBDD è
k −OBDD. Ïðèìåðàìè òàêèõ ðàáîò ÿâëÿþòñÿ [6, 2, 1, 3, 5, 8, 9, 10]

Â ýòîé ðàáîòå áûëà ïîñòðîåíà áîëåå òîíêàÿ èåðàðõèÿ ïî øèðèíå.
×åðåçOBDDw,NOBDDw è k−OBDDw îáîçíà÷èì êëàññ áóëåâûõ ôóíê-

öèé, âû÷èñëèìûõ OBDD, NOBDD è k−OBDD øèðèíû w, ñîîòâåòñòâåííî.
Äëÿ ìîäåëåé OBDD è NOBDD áûëà ïîëó÷åíà ñëåäóþùàÿ èåðàðõèÿ:

Òåîðåìà 1. Äëÿ ëþáûõ öåëûõ n, w = w(n), 16 6 w 6 2n/4, ãäå n � äëèíà
âõîäíîãî íàáîðà, ñïðàâåäëèâî:

OBDDbw/8c−1 ( OBDDw, NOBDDbw/8c−1 ( NOBDDw,

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàçàòåëüñòâî îñíîâàíî íà ñëîæíîñòè ôóíêöèè ïåðåìå-
øàííîãî ðàâåíñòâà EQSd, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ àíàëîãîì ââåäåííîé â ðàáîòå [1]
ôóíêöèè, íî çàâèñÿùåé ñóùåñòâåííûì îáðàçîì òîëüêî îò ïåðâûõ w ïåðåìåí-
íûõ. Äëÿ íåå ìîæíî ïîñòðîèòü OBDD øèðèíû 8·2d/4−5. Ïðè ýòîì èñïîëüçóÿ
ïðèíöèï Äèðèõëå ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî äëÿ EQSd íåëüçÿ ïîñòðîèòü NOBDD
øèðèíû 2d/4 − 1.

Äëÿ ðàçëè÷íûõ ìîäåëåé êëàññû ñëîæíîñòè ñîîòíîñÿòñÿ ìåæäó ñîáîé ñëå-
äóþùèì îáðàçîì:

Òåîðåìà 2. Äëÿ ëþáûõ öåëûõ n, w = w(n) è w′ = w′(n) òàêèõ, ÷òî w 6 2n/4,
O(log4(w + 1) log log(w + 1)) < w′ < w/8− 1, n � äëèíà âõîäíîãî íàáîðà, :

NOBDDblog(w)c ( OBDDw, OBDDw è NOBDDd′ íå ñðàâíèìû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïåðâîå óòâåðæäåíèå äîêàçûâàåòñÿ ìîäåëèðîâàíèåìNOBDD
äåòåðìèíèðîâàííîé ìîäåëüþ.

Äîêàçàòåëüñòâî âòîðîãî îñíîâàíî íà ñëîæíîñòè îòðèöàíèÿ EQSd. Äëÿ
íåå ìîæíî ïîñòðîèòü NOBDD øèðèíû O(d4 log d), èñïîëüçóÿ ìåòîä "�nger
printing" [7]. Ïðè ýòîì èñïîëüçóÿ ïðèíöèï Äèðèõëå ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ee
íåëüçÿ ïîñòðîèòü OBDD øèðèíû 2d/4 − 1.

Áîëåå òî÷íàÿ èåðàðõèÿ ïîëó÷åíà äëÿ øèðèíû, íå ïðåâûøàþùåé n/2:
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Òåîðåìà 3. Äëÿ ëþáûõ öåëûõ n, w = w(n), 1 < w 6 n/2, ãäå n � äëèíà
âõîäíîãî íàáîðà, ñïðàâåäëèâî:

OBDDw−1 ( OBDDw, NOBDDw−1 ( NOBDDw,

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàçàòåëüñòâî îñíîâàíî íà ñëîæíîñòè èçâåñòíîé ôóíêöèè
MODd, ïðîâåðÿþùåé ðàâíî ëè 0 ÷èñëî åäèíèö ïî ìîäóëþ d. Äëÿ íåå ìîæíî
ïîñòðîèòü OBDD øèðèíû d. Ïðè ýòîì, èñïîëüçóÿ ïðèíöèï Äèðèõëå, ìîæíî
ïîêàçàòü, ÷òî äëÿ MODd íåëüçÿ ïîñòðîèòü NOBDD øèðèíû d− 1.

Ïðè ýòîì äëÿ ðàçëè÷íûõ ìîäåëåé êëàññû ñëîæíîñòè ñîîòíîñÿòñÿ ìåæäó
ñîáîé ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Òåîðåìà 4. Äëÿ ëþáûõ öåëûõ n, w = w(n) è w′ = w′(n) òàêèõ, ÷òî w 6 n/2,
O(log2 w log logw) < w′ 6 w − 1, n � äëèíà âõîäíîãî íàáîðà, ñïðàâåäëèâî:

NOBDDblog(w)c ( OBDDw, OBDDw è NOBDDw′ íå ñðàâíèìû

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïåðâîå óòâåðæäåíèå äîêàçûâàåòñÿ àíàëîãè÷íî òåîðåìå 2.
Äîêàçàòåëüñòâî âòîðîãî îñíîâàíî íà ñëîæíîñòè ôóíêöèè NotOd, ïðîâå-

ðÿþùåé, íå ðàâíî ëè ÷èñëî íóëåé è åäèíèö â ïåðâûõ d ïåðåìåííûõ. Äëÿ
íåå ìîæíî ïîñòðîèòü NOBDD øèðèíû O(log2 d log log d), èñïîëüçóÿ ìåòîä
"�nger printing". Ïðè ýòîì, èñïîëüçóÿ ïðèíöèï Äèðèõëå, ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî
åå íåëüçÿ ïîñòðîèòü OBDD øèðèíû d− 1.

Äëÿ ìîäåëè k −OBDD áûëà ïîëó÷åíà ñëåäóþùàÿ èåðàðõèÿ:

Òåîðåìà 5. Äëÿ öåëûõ ÷èñåë k = k(n), w = w(n) òàêèõ, ÷òî 2kw(2w +
dlog ke + dlog 2we) < n, k > 2, w > 84 âûïîëíÿåòñÿ ñëåäóþùåå ñîáñòâåííîå
âêëþ÷åíèå:

k−OBDDbw/21c−3 ( k−OBDDw

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàçàòåëüñòâî îñíîâàíî íà ñëîæíîñòè ïåðåìåøàííîé àä-
ðåñíîé ôóíêöèè SAFt,d, ÿâëÿþùåéñÿ ìîäèôèêàöèåé ôóíêöèè PJ èç ðàáî-
òû [5] è èñïîëüçóþùèé ìåòîä ïåðåìåøèâàíèÿ èç ðàáîòû [1]. Äëÿ SAFdk/3e,dw/5e
ìîæíî ïîñòðîèòü k−OBDD øèðèíû w. Ïðè ýòîì, èñïîëüçóÿ íèæíþþ îöåí-
êó äëÿ k − OBDD, ïðåäñòàâëåííóþ â ñòàòüå [4], ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî äëÿ
SAFdk/3e,dw/5e íåëüçÿ ïîñòðîèòü k −OBDD øèðèíû bw/21c − 3.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå ÐÔÔÈ, ïðîåêò �14-07-00557.
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Â ýòîé ðàáîòå ðàññìàòðèâàþòñÿ èçâåñòíûå ìîäåëè âåòâÿùèõñÿ ïðîãðàìì
k−OBDD. Âåòâÿùèåñÿ ïðîãðàììû è èõ ìîäèôèêàöèè OBDD è k−OBDD
îïðåäåëåíû â êíèãå [8]. OBDD P (X) íà ìíîæåñòâå ïåðåìåííûõ X =
{x1, x2, . . . , xn} � ýòî âåòâÿùàÿñÿ ïðîãðàììà, îáëàäàþùàÿ ñëåäóþùèìè ñâîé-
ñòâàìè. Âåðøèíû P (X) ðàçáèòû íà n óðîâíåé 1, . . . , n òàêèì îáðàçîì, ÷òî äëÿ
êàæäîãî i ∈ {1, . . . , n − 1} ðåáðà èç âåðøèí óðîâíÿ i âåäóò òîëüêî â âåðøè-
íû óðîâíÿ (i + 1). Íà êàæäîì óðîâíå i ñ÷èòûâàåòñÿ çíà÷åíèå òîëüêî îäíîé
ïåðåìåííîé xji . Íà ëþáîì ïóòè âû÷èñëåíèÿ êàæäàÿ ïåðåìåííàÿ ñ÷èòûâàåòñÿ
îäèí ðàç. P (X) çàäàåò ïîðÿäîê θ(X) = (xj1 , . . . , xjn) ñ÷èòûâàíèÿ ïåðåìåííûõ.
×åðåç θ = (j1, . . . , jn) îáîçíà÷èì ïåðåñòàíîâêó èíäåêñîâ, çàäàâàåìóþ ïîðÿä-
êîì θ(X). Ðàçëè÷íûå OBDD ìîãóò èñïîëüçîâàòü ðàçëè÷íûå ïîðÿäêè θ(X)
ñ÷èòûâàíèÿ ïåðåìåííûõ.

k−OBDD � ýòî âåòâÿùàÿñÿ ïðîãðàììà P (X), ñîñòîÿùàÿ èç k ñëîåâ, êàæ-
äûé èç êîòîðûõ ÿâëÿåòñÿ OBDD, ïðè÷åì ïîðÿäîê θ(X) ÷òåíèÿ ïåðåìåííûõ
âî âñåõ ñëîÿõ ïðîãðàììû P (X) îäèíàêîâûé.

Ãîâîðÿò, ÷òî k − OBDD P (X) âû÷èñëÿåò áóëåâó ôóíêöèþ f(X) (f :
{0, 1}n → {0, 1}), åñëè äëÿ ëþáîãî íàáîðà ν ∈ {0, 1}n, òàêîãî ÷òî f(ν) = 1
Â P (X) åñòü ïóòü èç íà÷àëüíîé âåðøèíû â òó èç äâóõ ôèíàëüíûõ âåðøèí,
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êîòîðàÿ ïîìå÷åíà ñèìâîëîì 1. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå òàêîãî ïóòè íåò. Âåðøè-
íû ïîñëåäíåãî óðîâíÿ íàçûâàþòñÿ ôèíàëüíûìè è ïîìå÷àþòñÿ ñèìâîëàìè èç
{0, 1}.

×åðåç k−OBDD îáîçíà÷èì êëàññ áóëåâûõ ôóíêöèé, êîòîðûå âû÷èñëèìû
k−OBDD ïîëèíîìèàëüíîé ñëîæíîñòè.

Âîïðîñû íèæíèõ îöåíîê è èåðàðõèé äëÿ k ðàç ÷èòàþùèõ ïðîãðàìì è
OBDD áûëè ðàññìîòðåíû â ðàçëè÷íûõ ðàáîòàõ [4, 1, 3, 5, 6, 7].

Â ðàáîòå [3] äîêàçàíà ñëåäóþùàÿ èåðàðõèÿ (èåðàðõèÿ Bolling-Sauerho�-
Sieling-Wegener): äëÿ k = o(n1/2/ log3/2 n) âûïîëíÿåòñÿ ñîáñòâåííîå âêëþ÷åíèå

(k− 1)−OBDD ⊂ k−OBDD.

Óëó÷øåíèå ýòîé îöåíêè óæå áûëî ïðåäñòàâëåíî â ðàáîòå [2], îäíàêî ñ íåêî-
òîðûìè îãðàíè÷åíèÿìè íà øèðèíó.

Â äàííîé ðàáîòå áûë ðàçðàáîòàí ìåòîä ïðåäñòàâëåíèÿ ïðîöåññà âû÷èñëå-
íèÿ â k−OBDD â âèäå áóëåâîé ôîðìóëû ñïåöèàëüíîãî âèäà, ïî àíàëîãèè
ñ ïðåäñòàâëåíèåì k ðàç ÷èòàþùèõ ïðîãðàìì â ðàáîòå [4]. Ýòîò ìåòîä ïîçâî-
ëÿåò ïðîäîëæèòü èåðàðõèþ Bolling-Sauerho�-Sieling-Wegener äëÿ k−OBDD
(Òåîðåìà îá èåðàðõèè).

Ââåäåì íåîáõîäèìûå îïðåäåëåíèÿ.
Øèðèíà w(P ) ïðîãðàììû k−OBDD P � ýòî ìàêñèìóì îò êîëè÷åñòâà

âåðøèí íà óðîâíå, âçÿòûé ïî âñåì óðîâíÿì P .
Çàìåòèì, ÷òî íåïîñðåäñòâåííî èç îïðåäåëåíèÿ k −OBDD P èìååì

w(P ) 6 S(P ) 6 k · w(P ) · n.

×åðåç k−OBDDW îáîçíà÷èì êëàññ áóëåâûõ ôóíêöèé, êîòîðûå âû÷èñëè-
ìû k −OBDD øèðèíû w ∈ W, äëÿ íåêîòîðîãî ìíîæåñòâà W.

Â ýòîé ðàáîòå áûë ïîëó÷åí ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò

Òåîðåìà 1 (Òåîðåìà îá èåðàðõèè). Äëÿ k = k(n) è w = w(n) òàêèõ, ÷òî
k logw = o(n/ log n), w ∈ W ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå ñîáñòâåííîå âêëþ÷åíèå:

(k− 1)−OBDDW ( k−OBDDW

Â ÷àñòíîñòè, åñëè âûáðàòü â êà÷åñòâå ìíîæåñòâàW ìíîæåñòâî POLY âñåõ
ïîëèíîìîâ îòíîñèòåëüíî n, òî ìû ïîëó÷èì ñëåäóþùóþ òåîðåìó:

Òåîðåìà 2. Äëÿ k = k(n) òàêèõ, ÷òî k = o(n/ log2 n), ñïðàâåäëèâî ñëåäóþ-
ùåå ñîáñòâåííîå âêëþ÷åíèå:

(k− 1)−OBDD ( k−OBDD

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 1 èñïîëüçóþòñÿ ñëîæíîñòíûå ñâîéñòâà áóëå-
âîé ôóíêöèè Ft, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ ìîäèôèêàöèåé ôóíêöèè PJboolk , ââåäåííîé
â ðàáîòå [3]. Îòëè÷èå ñîñòîèò â òîì, ÷òî â ðàìêàõ îäíîãî ïðîõîäà ïî ïåðåìåí-
íûì ïðîèçâîäèòüñÿ íå äâà ïðûæêà, à ïÿòü.

Äëÿ ôóíêöèè Fk óäàëîñü ïîñòðîèòü k −OBDD øèðèíû w ∈ W, ïðè ýòîì
äîêàçàòü, ÷òî îíà íå ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà íè â êàêîé (k − 1) − OBDD
øèðèíû w ∈ W.
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Äîêàçàòåëüñòâî íåïðåäñòàâèìîñòè îñíîâûâàåòñÿ íà ñëåäóþùåé íèæíåé
îöåíêå:
Òåîðåìà 3. Ïóñòü f(X) � íåêîòîðàÿ áóëåâà ôóíêöèÿ. Åå ðàñïîçíàåò k−
OBDD P øèðèíû w, òîãäà f ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà â ñëåäóþùåì âèäå:

f(X) =
d∨
j=1

k∧
i=1

gj,i(X), (1)

ãäå gj,i ïðåäñòàâèìà â âèäå OBDD øèðèíû w ïðè 1 6 j 6 q, 1 6 i 6 k è
d 6 wk−1.

Óäàåòñÿ äîêàçàòü, ÷òî Fk íå ïðåäñòàâèìà â âèäå 1, à çíà÷èò è íå ïðåäñòà-
âèìî íè â êàêîé (k − 1)−OBDD
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Áåðíóëëè íà n-ìåðíîì áóëåâîì êóáå òàêèì, ÷òî Pr(x) = pn−‖x‖(1− p)‖x‖, ãäå
p > 1/2 è x � áóëåâ íàáîð äëèíû n. ×èñëî êîìàíä, âûïîëíåííûõ ïðîãðàì-
ìîé P íà íàáîðå ïåðåìåííûõ x, íàçîâåì âðåìåíåì ðàáîòû P íà x è îáîçíà-
÷èì ÷åðåç tP (x). Ñðåäíèì âðåìåíåì ðàáîòû ïðîãðàììû P íàçîâåì âåëè÷èíó
T (P ) =

∑
x tP (x) Pr(x), ãäå ñóììèðîâàíèå ïðîèçâîäèòñÿ ïî âñåì áóëåâûì íà-

áîðàì äëèíû n. Âåëè÷èíó T (f) = minT (P ), ãäå ìèíèìóì áåðåòñÿ ïî âñåì
ïðîãðàììàì, âû÷èñëÿþùèì f , íàçîâåì ñðåäíåé ñëîæíîñòüþ ôóíêöèè f , à
ïðîãðàììó, íà êîòîðîé äîñòèãàåòñÿ ìèíèìóì � ìèíèìàëüíîé.

Ïóñòü f � áóëåâà ôóíêöèÿ, P � ïðîãðàììà, âû÷èñëÿþùàÿ f . Êàæäî-
ìó äâîè÷íîìó íàáîðó x äëèíû n, ðàññìàòðèâàåìîìó êàê äâîè÷íàÿ çàïèñü
íàòóðàëüíîãî ÷èñëà, ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå åãî íîìåð NP (x) òàêîé, ÷òî
1 6 NP (x) 6 2n; NP (x) < NP (y), åñëè TP (x) < TP (y); NP (x) < NP (y), åñ-
ëè TP (x) = TP (y) è x < y. Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì îïðåäåëèì öåëî÷èñëåí-
íóþ ôóíêöèþ M(x): 1 6 M(x) 6 2n; M(x) < M(y), åñëè Pr(x) > Pr(y);
M(x) < M(y), åñëè Pr(x) = Pr(y) è x < y.

×åðåç Bi è Si áóäåì îáîçíà÷àòü øàð è ñôåðó ðàäèóñà i ñ öåíòðîì â íóëåâîì
íàáîðå, à ÷åðåç L(f) � ñëîæíîñòü ðåàëèçàöèè ôóíêöèè f ñõåìàìè.

Òåîðåìà 1. Äëÿ ïî÷òè âñåõ n-ìåñòíûõ áóëåâûõ ôóíêöèé f ñïðàâåäëèâî ðà-
âåíñòâî

T (f) = Θ
(n−3∑
i=1

|Si+1|
log2 |Bi+1|

(1− Pr(|Bi|))
)
,

ïðè÷åì äëÿ êàæäîé òàêîé ôóíêöèè f

T (f) = O
(n−3∑
i=1

|Si+1|
log2 |Bi+1|

(1− Pr(|Bi|))
)
.

Äîêàçàòåëüñòâî. 1. Ââåäåì ìíîæåñòâà D1 = B2, D2 = S3, . . . , Dn−4 = Sn−3,
Dn−3 = Sn−2∪Sn−1∪Sn. Êàæäîå ìíîæåñòâî Di ðàçîáüåì íà m ðàâíîìîùíûõ
ïîäìíîæåñòâ R(i−1)m+j òàê, ÷òîáû ñëîæíîñòü õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ôóíêöèè
êàæäîãî òàêîãî ïîäìíîæåñòâà áûëà O(n). Ïðîãðàììó P , âû÷èñëÿþùóþ çíà-
÷åíèå n-ìåñòíîé ôóíêöèè f ïîñòðîèì íà îñíîâå ñëåäóþùåãî àëãîðèòìà. Äëÿ
êàæäîãî i îò 1 äî (n − 3)m ïîñëåäîâàòåëüíî âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå äåé-
ñòâèÿ. Âû÷èñëÿþòñÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ χRi ìíîæåñòâà Ri è îïðå-
äåëåííàÿ íà ýòîì ìíîæåñòâå ÷àñòè÷íàÿ ôóíêöèÿ fi, êîòîðàÿ ñîâïàäàåò íà íåì
ñ ôóíêöèåé f . Åñëè çíà÷åíèå χRi ðàâíî åäèíèöå, òî f = fi è âû÷èñëåíèÿ ïðå-
êðàùàþòñÿ, åñëè çíà÷åíèå χRi ðàâíî íóëþ, òî çíà÷åíèå i óâåëè÷èâàåòñÿ íà
åäèíèöó. Íåòðóäíî ïîêàçàòü [2, 3], ÷òî åñëè m = o(n/ log2 n), òî ïîñëåäîâà-
òåëüíîå âû÷èñëåíèå ôóíêöèé χRi è fi ìîæíî îðãàíèçîâàòü òàê, ÷òî

L(χRi , fi) = O
( |Ri|

log2 | ∪ij=1 Rj |
)
.

Ñðåäíåå âðåìÿ ðàáîòû òàêîé ïðîãðàììû áóäåò óäîâëåòâîðÿòü íåðàâåíñòâó

T (P ) = O
((n−3)m∑

i=1

|Ri|
log2 | ∪ij=1 Rj |

(1− Pr(∪i−1
j=1Rj))

)
.
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Òàê êàê Pr(Rk) = Pr(Rl) ïðè (i− 1)m < k, l 6 im, òî ïðè ðàñòóùåì ïàðàìåòðå
m àðãóìåíò ôóíêöèè ”O” àñèìïòîòè÷åñêè ðàâåí ñóììå

(n−3)m∑
i=1

|Ri|
log2 | ∪ij=1 Rj |

(1− Pr(∪ij=1Rj)).

Ââåäåì ìíîæåñòâà Qi = ∪ij=1Rj . Òîãäà

T (P ) = O
((n−3)m∑

i=1

|Ri|
log2 |Qi|

(1− Pr(Qi)
)
. (1)

2. Ïóñòü 1 = M0 < M1 < · · · < Mk = 2n � öåëûå, M1 > 2n, k = o(2n),
Yi = {x | M(x) 6 Mi}, Zi = Yi \ Yi−1, f � n-ìåñòíàÿ áóëåâà ôóíêöèÿ, P �
ìèíèìàëüíàÿ ïðîãðàììà, âû÷èñëÿþùàÿ f . Ïóñòü xi òàêîå, ÷òî NP (xi) = Mi.
Îöåíèì ÷èñëî áóëåâûõ ôóíêöèé, ó ìèíèìàëüíûõ ïðîãðàìì êîòîðûõ äëÿ i =
1, 2, . . . , k íàéäåòñÿ xi òàêîå, ÷òî

tP (xi) 6
Mi

6 log2Mi
.

Êàæäàÿ òàêàÿ ôóíêöèÿ îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ ïåðâûìè tP (xi) êîìàí-
äàìè ñâîåé ìèíèìàëüíîé ïðîãðàììû è äâîè÷íûì íàáîðîì äëèíû íå áîëåå ÷åì
2n−NP (xi) � çíà÷åíèÿìè íà òåõ àðãóìåíòàõ, âðåìÿ ðàáîòû íà êîòîðûõ áîëü-
øå âðåìåíè ðàáîòû íà xi. Äëÿ ÷èñëà Ni, ðàâíîãî ÷èñëó ðàçëè÷íûõ ïðîãðàìì,
ñëîæíîñòü êîòîðûõ íå ïðåâîñõîäèò TP (xi), ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî [2]

Ni 6

(
Mi

6 log2Mi
+ n+ 1

)3· Mi
6 log2Mi

6M
Mi

2 log2Mi
i 6 2Mi/2.

Ñëåäîâàòåëüíî, ÷èñëî ðàññìàòðèâàåìûõ ôóíêöèé, íå ïðåâîñõîäèò âåëè÷èíû

k∑
i=1

2Mi/2 · 22n−Mi 6 k22n−Mi/2 = o
(
22n
)
.

Ñðàâíèâàÿ ïîëó÷åííóþ îöåíêó ñ ÷èñëîì âñåõ n-ìåñòíûõ áóëåâûõ ôóíêöèé,
âèäèì, ÷òî âñå ìèíèìàëüíûå ïðîãðàììû ïî÷òè âñåõ òàêèõ ôóíêöèé óäîâëå-
òâîðÿþò óñëîâèþ: åñëè xi òàêîå, ÷òî NP (xi) = Mi, ãäå i = 1, 2, . . . , k, òî

tP (xi) >
Mi

6 log2Mi
.

Ïîëîæèì X0 = {x0}, Xi = {x | NP (xi−1) < NP (x) 6 NP (xi)}, T0 = 0 è
Ti = Mi

6 log2Mi
äëÿ i = 1, 2, . . . , k. Òîãäà Pr(

⋃j
i=0Xi) 6 Pr(Yj) è äëÿ ñðåäíåãî
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âðåìåíè ðàáîòû êàæäîé òàêîé ïðîãðàììû èìååì

T (P ) =
∑
x

tP (x) Pr(x) >
k∑
i=1

∑
x∈Xi

tP (x) Pr(x) >

>
k∑
i=1

tP (xi−1) Pr(Xi) >
k∑
i=1

Ti−1 Pr(Xi) =

=
k−1∑
i=1

(Ti − Ti−1)
k∑

j=i+1

Pr(Xj) =
k−1∑
i=1

(Ti − Ti−1) Pr(
k⋃

j=i+1

Xj) =

=
k−1∑
i=1

(Ti − Ti−1)(1− Pr(
i⋃

j=0

Xj)) >
k−1∑
i=1

(Ti − Ti−1)(1− Pr(Yi)).

Òàê êàê

Mi

log2Mi
− Mi−1

log2Mi−1
>

Mi −Mi−1

log2Mi + log2Mi−1
>
Mi −Mi−1

2 log2Mi
=

|Zi|
2 log2 |Yi|

,

òî

T (P ) >
k−1∑
i=1

|Zi|
12 log2 |Yi|

(1− Pr(|Yi|)). (2)

3. Îòîæäåñòâëÿÿ ìíîæåñòâà Ri, Qj â íåðàâåíñòâå (1) ñ ìíîæåñòâàìè Zi, Yj
â íåðàâåíñòâå (2) è ó÷èòûâàÿ ïàðàìåòðû ìíîæåñòâ Ri, íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî
äëÿ ïî÷òè âñåõ n-ìåñòíûõ áóëåâûõ ôóíêöèé f

T (f) = Θ
((n−3)m∑

i=1

|Ri|
log2 |Qi|

(1− Pr(Qi)
)

= Θ
(n−3∑
i=1

|Si+1|
log2 |Bi+1|

(1− Pr(|Bi|))
)
,

à äëÿ êàæäîé òàêîé ôóíêöèè f

T (f) = O
((n−3)m∑

i=1

|Ri|
log2 |Qi|

(1− Pr(Qi)
)

= O
(n−3∑
i=1

|Si+1|
log2 |Bi+1|

(1− Pr(|Bi|))
)
,

Òåîðåìà äîêàçàíà.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå ÐÔÔÈ, ïðîåêò �14-01-00598.
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Êëàññû èçîìîðôèçìîâ êîììóòàòèâíûõ
ëîêàëüíûõ àëãåáð ñïåöèàëüíîãî âèäà íàä

êîíå÷íûì ïîëåì
Á.Â.×îêàåâ

chokaev@cs.msu.ru

ÌÃÓ èì. Ëîìîíîñîâà, Ìîñêâà

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Fq êîíå÷íîå ïîëå õàðàêòåðèñòèêè p, ìîùíîñòè q. Õîðî-
øî èçâåñòíî, ÷òî äëÿ ëþáûõ íåïðèâîäèìûõ íàä ïîëåì Fq ìíîãî÷ëåíîâ f(X)
è g(X) îäèíàêîâîé ñòåïåíè n àëãåáðû Fq[X]/f(X) è Fq[X]/g(X) èçîìîðô-
íû è îáðàçóþò êîíå÷íîå ïîëå ìîùíîñòè qn (ñì. [3]). Â äàííîé ðàáîòå äîêà-
çûâàåòñÿ, ÷òî äëÿ ïðîèçâîëüíîãî íàòóðàëüíîãî m àëãåáðû Fq[X]/(f(X))m è
Fq[X]/(g(X))m òàêæå èçîìîðôíû. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî âñå âîçìîæíûå àëãåáðû
âèäà Fq[X]/(f(X))m íå çàâèñÿò îò ìíîãî÷ëåíà f(X) è ïàðàìåòðèçóþòñÿ äâó-
ìÿ ïàðàìåòðàìè: n è m. Îáîçíà÷èì àëãåáðó Fq[X]/(f(X))m ÷åðåç Fq〈n,m〉.
Àëãåáðû òàêîãî âèäà ÿâëÿþòñÿ èíòåðåñíûìè â ñâÿçè ñ òåì, ÷òî îíè âîçíèêà-
þò â ðàçëîæåíèè êîììóòàòèâíûõ ãðóïïîâûõ àëãåáð â ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå
íåðàçëîæèìûõ àëãåáð (ñì. [5], [6]). Â ñâîþ î÷åðåäü, êëàññ ãðóïïîâûõ àëãåáð
èãðàþò âàæíóþ ðîëü ïðè èçó÷åíèè àëãåáðàè÷åñêîé ñòðóêòóðû è ñëîæíîñòè
óìíîæåíèÿ ìàòðè÷íûõ àëãåáð (ñì. [1], [2], [4]).

Òåîðåìà 1. Äëÿ ëþáûõ íåïðèâîäèìûõ íàä ïîëåì Fq ìíîãî÷ëåíîâ f(X) è
g(X) îäèíàêîâîé ñòåïåíè n è äëÿ ïðîèçâîëüíîãî íàòóðàëüíîãî m àëãåáðû
Fq[X]/(f(X))m è Fq[X]/(g(X))m ÿâëÿþòñÿ èçîìîðôíûìè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì A ∼= Fq[X]/(f(X))m è ïîêàæåì, ÷òî A � ëî-
êàëüíàÿ àëãåáðà, òî åñòü A/radA ∼= D � àëãåáðà ñ äåëåíèåì.

Ëåììà 1. Äëÿ ëþáûõ n è m àëãåáðà Fq[X]/(f(X))m èìååò ðîâíî îäèí ìàê-
ñèìàëüíûé èäåàë, ãäå f(X) � ïðîèçâîëüíûé íåïðèâîäèìûé íàä Fq ìíîãî÷ëåí
ñòåïåíè n.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü I = (f(X)) � èäåàë àëãåáðû Fq[X]/(f(X))m, ïîðîæ-
äåííûé ìíîãî÷ëåíîì f(X), è ïóñòü a(X), b(X) � äâà ïðîèçâîëüíûõ ýëåìåíòà
ýòîé àëãåáðû. Äîêàæåì, ÷òî, åñëè a(X) /∈ I, òî b(X) ∈ (a(X)) + I. Çàìåòèì,
÷òî a(X) è b(X) ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå:
a(X) = αm−1(X)(f(X))m−1 + αm−2(X)(f(X))m−2 + . . .+ α1(X)f(X) + α0(X),
b(X) = βm−1(X)(f(X))m−1 + βm−2(X)(f(X))m−2 + . . .+ β1(X)f(X) + β0(X),
ãäå degαj(X) < degf(X), degβj(X) < degf(X), j = 0, . . . ,m − 1. Òàê êàê
a(X) /∈ I, òî α0(X) 6= 0. Äîìíîæèì a(X) íà ýëåìåíò (α0(X))−1β0(X), ãäå îá-
ðàòíûé ýëåìåíò áåðåòñÿ ïî ìîäóëþ f(X), ïîëó÷èì:
a(X)(α0(X))−1β0(X) = γm−1(X)(f(X))m−1 + . . .+γ1(X)f(X)+β0(X). Çíà÷èò,
b(X) = a(X)(α0(X))−1β0(X) +
+(βm−1(X)−γm−1(X))(f(X))m−1+. . .+(βm−1(X)−γm−1(X))f(X) ∈ (a(X))+
I. Ñëåäîâàòåëüíî, I � ìàêñèìàëüíûé èäåàë.

Çàìåòèì, ÷òî Im = {0}, ïîýòîìó I � íèëüïîòåíòíûé èäåàë. Òàê êàê ðàäè-
êàë àëãåáðû ñîäåðæèòñÿ â ëþáîì ìàêñèìàëüíîì èäåàëå, è ëþáîé íèëüïîòåíò-
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íûé èäåàë ñîäåðæèòñÿ â ðàäèêàëå, òî I = radFq[X]/(f(X))m. Ñëåäîâàòåëüíî,
I � åäèíñòâåííûé ìàêñèìàëüíûé èäåàë.

Èç ëåììû 1 ñëåäóåò, ÷òî A/radA ∼= D, ãäå D ∼= Fq[X]/f(X), òî åñòü A/radA
ÿâëÿåòñÿ ïîëåì, è ïîýòîìó A ÿâëÿåòñÿ ëîêàëüíîé àëãåáðîé. Êðîìå òîãî, èç
äîêàçàòåëüñòâà 1 ëåììû ñëåäóåò, ÷òî A ∼= D ⊕ radA è ýëåìåíò a ∈ A, a =
d ⊕ b, d ∈ D, b ∈ radA, ÿâëÿåòñÿ îáðàòèìûì â A òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
d 6= 0.

Ïåðåéäåì ê äîêàçàòåëüñòâó òîãî, ÷òî àëãåáðû Fq[X]/(f(X))m è
Fq[Y ]/(g(Y ))m ÿâëÿþòñÿ èçîìîðôíûìè. Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî íàéòè ýëåìåíò
àëãåáðû Fq[X]/(f(X))m, ìèíèìàëüíûé ìíîãî÷ëåí êîòîðîãî ðàâåí (g(Z))m.
Êàê áûëî îòìå÷åíî âûøå, àëãåáðû (ïîëÿ) Fq[X]/f(X) è Fq[Y ]/g(Y ) ÿâëÿþòñÿ
èçîìîðôíûìè. Ïóñòü ïîä äåéñòâèåì íåêîòîðîãî èçîìîðôèçìà ýëåìåíò Y àë-
ãåáðû Fq[Y ]/g(Y ) îòîáðàæàåòñÿ â ýëåìåíò h(X) àëãåáðû Fq[X]/f(X). Ðàññìîò-
ðèì ðàçëîæåíèå ìíîãî÷ëåíà g(Z) íàä ïîëåì Fq[X]/f(X) : g(Z) = v(Z)(Z −
h(X)), v(Z) � íåêîòîðûé ìíîãî÷ëåí íàä ïîëåì Fq[X]/f(X), v(h(X)) 6= 0
òàê êàê ìíîãî÷ëåí g(Z) íå èìååò êðàòíûõ êîðíåé (èëè äðóãèìè ñëîâàìè
ïîëå Fq[Y ]/g(Y ) ÿâëÿåòñÿ ñåïàðàáåëüíûì ðàñøèðåíèåì ïîëÿ Fq). Óñëîâèå
v(h(X)) 6= 0 îçíà÷àåò, ÷òî ìíîãî÷ëåí v(h(X)) íå äåëèòñÿ íà f(X). Ó÷èòû-
âàÿ çàìå÷àíèå ê ëåììå 1, ïîëó÷àåì, ÷òî v(h(X)) /∈ radFq[X]/(f(X))m è ïî-
ýòîìó ÿâëÿåòñÿ îáðàòèìûì ýëåìåíòîì àëãåáðû Fq[X]/(f(X))m. Îáîçíà÷èì
w(X) = h(X)+f(X) ∈ Fq[X]/(f(X))m. Òàê êàê ìíîãî÷ëåí v(h(X)) íå äåëèòñÿ
íà f(X), òî v(w(X)) òàêæå íå äåëèòñÿ íà f(X), è ïîýòîìó ÿâëÿåòñÿ îáðàòè-
ìûì ýëåìåíòîì àëãåáðû Fq[X]/(f(X))m. Èìååì q(w(X)) = q(h(X) + f(X)) =
v(h(X) + f(X))(h(X) + f(X)−h(X)) = v(h(X) + f(X))f(X). Ïîýòîìó (g(Z))m

� àííóëèðóþùèé ìíîãî÷ëåí äëÿ w(X), òàê êàê (g(w(X)))m = v(h(X) +
f(X))mf(X)m = 0. Íî äëÿ ëþáîãî k 6 m, (g(Z))k = v(h(X)+f(X))kf(X)k 6= 0.
Ñëåäëâàòåëüíî, (g(Z))m � ìèíèìàëüíûé ìíîãî÷ëåí äëÿ w(X).

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå ãðàíòà ÐÔÔÈ � 12-01-91331-ÍÍÈÎ-à.
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Ïðè ìèíèìèçàöèè äëÿ ïðåäñòàâëåíèÿ áóëåâûõ ôóíêöèé ïðèìåíÿþòñÿ äâå
ýêâèâàëåíòíûå ìîäåëè. Â àíàëèòè÷åñêîé ìîäåëè èñïîëüçóþòñÿ ïîíÿòèÿ áó-
ëåâîé ôóíêöèè, èìïëèêàíòû, äèçúþíêòèâíîé íîðìàëüíîé ôîðìû (ÄÍÔ) è
ò.ä., çàâèñÿùèå îò n ïåðåìåííûõ. Â ãåîìåòðè÷åñêîé ìîäåëè ýêâèâàëåíòíûìè
ïîíÿòèÿìè ÿâëÿþòñÿ ïîäìíîæåñòâî âåðøèí, ãðàíü, êîìïëåêñ ãðàíåé è ò.ä. â
n-ìåðíîì åäèíè÷íîì êóáå.

Ôóíêöèîíàë, îïðåäåëåííûé íà ìíîæåñòâå âñåõ êîìïëåêñîâ ãðàíåé, ÿâëÿ-
åòñÿ ìåðîé ñëîæíîñòè, åñëè îí óäîâëåòâîðÿåò àêñèîìàì íåîòðèöàòåëüíîñòè,
ìîíîòîííîñòè, âûïóêëîñòè (ñóáàääèòèâíîñòè) è èíâàðèàíòíîñòè îòíîñèòåëü-
íî èçîìîðôèçìà. Ìåðà ñëîæíîñòè íàçûâàåòñÿ àääèòèâíîé, åñëè ôóíêöèîíàë
ñëîæíîñòè ÿâëÿåòñÿ àääèòèâíûì, ïðè ýòîì ñëîæíîñòü êîìïëåêñà ðàâíà ñóììå
ñëîæíîñòåé ãðàíåé êîìïëåêñà.

Àääèòèâíûìè ìåðàìè ñëîæíîñòè ÿâëÿþòñÿ ôóíêöèîíàëû: l � ÷èñëî ãðà-
íåé êîìïëåêñà (äëèíà êîìïëåêñà), L � ñóììà ðàíãîâ ãðàíåé êîìïëåêñà, Lσ �
÷èñëî êîîðäèíàò â ãðàíÿõ êîìïëåêñà ðàâíûõ σ, ãäå σ ∈ {0, 1}.
Òåîðåìà 1. Äëÿ ìåðû ñëîæíîñòè L 6≡ 0 è ëþáîé ãðàíè I âûïîëíÿåòñÿ:

(i) åñëè L (I) = 0, òî min {L0 (I) , L1 (I)} 6 Rmin
L ,

(ii) åñëè L (I) > 0, òî L (I) > Cmin
L > 0,

ãäå Rmin
L � ìèíèìàëüíûé ðàíã ãðàíè, êîòîðàÿ èìååò ïîëîæèòåëüíóþ L-

ñëîæíîñòü, Cmin
L � ïîëîæèòåëüíàÿ êîíñòàíòà, çàâèñÿùàÿ òîëüêî îò ìåðû

ñëîæíîñòè.

Óòâåðæäåíèå òåîðåìû 1 îçíà÷àåò, âî-ïåðâûõ, ÷òî íóëåâóþ ñëîæíîñòü ìî-
ãóò èìåòü òîëüêî ãðàíè, â êîòîðûõ ÷èñëî êîîðäèíàò ëèáî ðàâíûõ 0, ëèáî ðàâ-
íûõ 1, ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íûì ÷èñëîì íå ïðåâîñõîäÿùèì Rmin

L . È, âî-âòîðûõ, äëÿ
ãðàíåé íåíóëåâîé ñëîæíîñòè ñóùåñòâóåò ìèíèìàëüíîå ïîëîæèòåëüíîå çíà÷å-
íèå.

Äëÿ åäèíè÷íîãî êóáà Bn è öåëûõ i, k, ãäå 0 6 i 6 i+ k 6 n, îáîçíà÷èì:
Sni,i+k � ïîÿñ êóáà, ò.å. âåðøèíû ñëî�åâ êóáà Bnj ñ íîìåðàìè j = i, . . . , i+ k.
Ln (i, i+ k) � L-ñëîæíîñòü ãðàíåé ðàçìåðíîñòè k, êîòîðûå ñîäåðæàòñÿ â

ïîÿñå Sni,i+k åäèíè÷íîãî êóáà B
n. Òàêèå ãðàíè ÿâëÿþòñÿ èçîìîðôíûìè, ñëå-

äîâàòåëüíî, èìåþò îäèíàêîâóþ ñëîæíîñòü äëÿ ëþáîé ìåðû ñëîæíîñòè.
Ñëåäñòâèå 1. Â åäèíè÷íîì êóáå Bn äëÿ ìåðû ñëîæíîñòè L 6≡ 0 âñå ãðàíè
ñëîæíîñòè ðàâíîé 0 è ðàçìåðíîñòè íå áîëåå k0 = dlog ne ñîäåðæàòñÿ â ìíîæå-
ñòâå Sn0,p ∪ Snn−p,n, ãäå p = Rmin

L + k0, è èõ ÷èñëî íå ïðåâîñõîäèò 2log2n(1+o(1))

ïðè n→∞.

Êîìïëåêñîì ãðàíåé áóëåâîé ôóíêöèè f ∈ Pn íàçûâàåòñÿ ëþáîé êîìïëåêñ
ãðàíåé, êîòîðûé ñîäåðæèò ìíîæåñòâî âåðøèí ñîâïàäàþùåå ñ ìíîæåñòâîì åäè-
íè÷íûõ âåðøèí ôóíêöèè f â êóáå Bn. Äâà êîìïëåêñà ãðàíåé íàçûâàþòñÿ
ýêâèâàëåíòíûìè, åñëè îíè ÿâëÿþòñÿ êîìïëåêñàìè ãðàíåé îäíîé ôóíêöèè.
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Êîìïëåêñ ãðàíåé íàçûâàåòñÿ L-ìèíèìàëüíûì, åñëè îí èìååò íàèìåíü-
øóþ ìåðó ñëîæíîñòè L ñðåäè âñåõ ýêâèâàëåíòíûõ êîìïëåêñîâ ãðàíåé. l-
ìèíèìàëüíûé êîìïëåêñ ãðàíåé íàçûâàåòñÿ êðàò÷àéøèì.
L-ñëîæíîñòü è ìàêñèìàëüíóþ äëèíó L-ìèíèìàëüíûõ êîìïëåêñîâ ãðàíåé

áóëåâîé ôóíêöèè f îáîçíà÷èì ÷åðåç L (f) è lL (f) ñîîòâåòñòâåííî.
Î÷åâèäíî, ÷òî l (f) = ll (f) 6 lL (f) äëÿ ëþáîé ìåðû ñëîæíîñòè L.
Èññëåäîâàíèþ ñâîéñòâ ïî÷òè âñåõ áóëåâûõ ôóíêöèé áûëè ïîñâÿùåíû ðà-

áîòû Þ.È.Æóðàâëåâà, Þ.Ë.Âàñèëüåâà, Â.Â. Ãëàãîëåâà, Ð. Ã.Íèãìàòóëëèíà,
À.À.Ñàïîæåíêî, À.Ä.Êîðøóíîâà, Ñ. Å.Êóçíåöîâà, À. Å.Àíäðååâà è äð. Äëÿ
òèïè÷íûõ áóëåâûõ ôóíêöèé áûëè èçó÷åíû ñâîéñòâà ðàçëè÷íûõ âèäîâ ãðà-
íåé, íàïðèìåð, óñòàíîâëåíî îòñóòñòâèå äîïóñòèìûõ ãðàíåé ðàçìåðíîñòè áîëåå
dlog ne, áûëè äîêàçàíû àñèìïòîòè÷åñêèå ðàâåíñòâà l (f) ∼ lL (f) è

l (f) ∼ l̄ (n) =
c̄n · 2n

log n log log n
,

ãäå l̄ (n) � ñðåäíåå çíà÷åíèå l (f) äëÿ ôóíêöèé n ïåðåìåííûõ, 1 6 c̄n [1] è c̄n 6
1.5 [2] èëè c̄n 6 ω (n) [3], ïðè ýòîì ôóíêöèÿ ω (n) êîëåáëåòñÿ ìåæäó 1.38826 . . .
è 1.54169 . . . â çàâèñèìîñòè îò îò äðîáíîé ÷àñòè log log n+ log log log n.

Â ñëåäóþùåé òåîðåìå ñôîðìóëèðîâàíû äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ äëÿ àñèìïòî-
òè÷åñêîãî ðàâåíñòâà ìàêñèìàëüíîé äëèíû ìèíèìàëüíûõ è äëèíû êðàò÷àéøèõ
êîìïëåêñîâ ãðàíåé ïî÷òè âñåõ áóëåâûõ ôóíêöèé.

Òåîðåìà 2. Ïóñòü äëÿ àääèòèâíîé ìåðû ñëîæíîñòè L 6≡ 0 â åäèíè÷íîì êóáå
Bn ïðè n→∞ âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ:

(i) ìàêñèìàëüíàÿ L-ñëîæíîñòü ãðàíåé îãðàíè÷åíà ïîëèíîìîì îò n,
(ii) ãðàíè ðàçìåðíîñòè íå áîëåå k0 = dlog ne, êîòîðûå ñîäåðæàòñÿ â ïîÿ-

ñå Snr,n−r äëÿ r =
⌊
n
2 −Θ (

√
n log n)

⌋
, èìåþò àñèìïòîòè÷åñêè îäèíàêîâóþ L-

ñëîæíîñòü.
Òîãäà äëÿ ïî÷òè âñåõ ôóíêöèé lL (f) ∼ l (f) ïðè n→∞.

Äëÿ ëþáîé ìåðû ñëîæíîñòè ñðåäè ãðàíåé, êîòîðûå èìåþò ðàçìåðíîñòü
íå áîëåå k0 è ðàñïîëîæåíû â ïîÿñå êóáà øèðèíû áîëüøåé k0, ìèíèìàëüíàÿ
ñëîæíîñòü äîñòèãàåòñÿ íà ãðàíÿõ ðàçìåðíîñòè k0, à ìàêñèìàëüíàÿ � íà ãðàíÿõ
ðàçìåðíîñòè 0. Ïîýòîìó óñëîâèå (ii) òåîðåìû 2 âûïîëíÿåòñÿ, åñëè

min
i=r,...,n−r−k0

Ln (i, i+ k0) ∼ max
i=r,...,n−r

Ln (i, i)

äëÿ r =
⌊
n
2 −Θ (

√
n log n)

⌋
è k0 = dlog ne ïðè n→∞.

Âåðõíèå ìîùíîñòíûå îöåíêè äëÿ ìàêñèìàëüíûõ è òèïè÷íûõ çíà÷åíèé ÷èñ-
ëà ìèíèìàëüíûõ ÄÍÔ áóëåâîé ôóíêöèè ñ÷èòàëèñü òðèâèàëüíûìè è ñòàâèëàñü
çàäà÷à ïîëó÷åíèÿ íåòðèâèàëüíûõ âåðõíèõ îöåíîê [4, ñòð. 102]. Îäíàêî äëÿ
ìàêñèìàëüíîãî ÷èñëà ìèíèìàëüíûõ ÄÍÔ âåðõíÿÿ îöåíêà îêàçàëàñü äîñòè-
æèìà ïî ïîðÿäêó ëîãàðèôìà [5].

Äëÿ ÷èñëà L-ìèíèìàëüíûõ êîìïëåêñîâ ãðàíåé ôóíêöèè f , êîòîðîå îáî-
çíà÷àåòñÿ ÷åðåç µL (f), âåðõíÿÿ îöåíêà ìîæåò áûòü ïîëó÷åíà èç î÷åâèäíîãî
ñîîòíîøåíèÿ:

µL (f) 6
∑lL(f)

i=l(f)

(
g (f)
i

)
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ãäå g (f) � ÷èñëî äîïóñòèìûõ ãðàíåé áóëåâîé ôóíêöèè f . Äëÿ ïî÷òè âñåõ
ôóíêöèé èç ýòîãî ñîîòíîøåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî logµl (f) 6 c̄n · 2n (1 + o (1)), ãäå
1 6 c̄n, ò.å. âåðõíÿÿ îöåíêà ïðåâîñõîäèò ÷èñëî áóëåâûõ ôóíêöèé n ïåðåìåííûõ.
Òåîðåìà 3. Åñëè lL (f) ∼ l (f) äëÿ ïî÷òè âñåõ ôóíêöèé ïðè n→∞, òî

logµL (f) . (c̄n − 1) · 2n.

Èç òåîðåìû 3 è îöåíêè c̄n 6 1.5 [2] ñëåäóåò, ÷òî ïðè n→∞ äëÿ ïî÷òè âñåõ
ôóíêöèé logµl (f) . 2n−1 è logµL (f) . 2n−1, åñëè lL (f) ∼ l (f).
Ñëåäñòâèå 2. Ïóñòü äëÿ àääèòèâíîé ìåðû ñëîæíîñòè ôóíêöèîíàë èìååò
âèä LQ (I) = Q (L0 (I) , L1 (I)), ãäå Q(x, y) � ïðîèçâîëüíûé ïîëèíîì äâóõ ïå-
ðåìåííûõ è I � ãðàíü êóáà. Òîãäà äëÿ ïî÷òè âñåõ ôóíêöèé lLQ (f) ∼ l (f)
è, ñîîòâåòñòâåííî, äëÿ ÷èñëà LQ-ìèíèìàëüíûõ êîìïëåêñîâ ãðàíåé ïî÷òè âñåõ
ôóíêöèé ñïðàâåäëèâà îöåíêà òåîðåìû 3.

Åñëè ñëîæíîñòü ãðàíè ìîæåò áûòü âåëè÷èíîé ïîðÿäêà cn â åäèíè÷íîì êóáå
Bn, òî ñëîæíîñòü êîìïëåêñà ãðàíåé äëÿ ñëó÷àéíîé ôóíêöèè ìîæåò îïðåäå-
ëÿòüñÿ îòäåëüíûìè ãðàíÿìè. Íàïðèìåð, àääèòèâíàÿ ìåðà ñëîæíîñòè L, îïðå-
äåëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèåì L (I) = cL1(I) äëÿ ëþáîé ãðàíè I, ãäå c > 4. Äëÿ ïî-
÷òè âñåõ ôóíêöèé ëþáîé íåïðèâîäèìûé êîìïëåêñà ãðàíåé M ñîäåðæèò ãðàíü
ðàçìåðíîñòè íå áîëåå dlog ne è ¾áëèçêóþ¿ ê âåðøèíå 1̃, ò.å. L1-ñëîæíîñòü òà-
êîé ãðàíè àñèìïòîòè÷åñêè ðàâíà n. Ïðè ýòîì ïî÷òè âñå åäèíè÷íûå âåðøèíû
ôóíêöèè ðàñïîëîæåíû â ñðåäíèõ ñëîÿõ êóáà Bn è ñîäåðæàòñÿ â ãðàíÿõ, äëÿ
êîòîðûõ L1-ñëîæíîñòü àñèìïòîòè÷åñêè ðàâíà n

2 . Òàê êàê äëèíà ëþáîãî íåïðè-
âîäèìîãî êîìïëåêñà ãðàíåé ìåíüøå 2n, òî ïðè c > 4 è n→∞ âûïîëíÿåòñÿ:

L (M) & l (M) (1− o (1)) cn/2(1−o(1)) + cn(1−o(1)) ∼ cn(1−o(1)).

Ïðåäñòàâëÿåòñÿ èíòåðåñíûì âîïðîñ î ñóùåñòâîâàíèè àääèòèâíîé ìåðû
ñëîæíîñòè L, äëÿ êîòîðîé âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå (i) è íå âûïîëíÿåòñÿ óñëî-
âèå (ii) òåîðåìû 2. Ñóùåñòâîâàíèå òàêîé ìåðû ñëîæíîñòè áóäåò îçíà÷àòü, ÷òî
âûïîëíåíèÿ òîëüêî óñëîâèÿ (i) íå äîñòàòî÷íî äëÿ ñïðàâåäëèâîñòè òåîðåìû 2.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå ÐÔÔÈ, ïðîåêò �13-01-00958 À.
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1. Ñ öåëî÷èñëåííîé (m+1)× (d+1)-ìàòðèöåé A = (aij), i = 0, 1, . . . ,m; j =
0, 1, . . . , d, ñâÿæåì ïîëèýäð P, òî åñòü ìíîæåñòâî ðåøåíèé ñèñòåìû ëèíåéíûõ
íåðàâåíñòâ

ai0 +
d∑
k=1

aikxk > 0, i = 1, . . . ,m, (1)

è ñîîòâåòñòâóþùèé åìó êîíóñ C(P )

x0 > 0, ai0x0 +
d∑
k=1

aikxk > 0, i = 1, . . . ,m, (2)

èõ ãðàíåâûå ðåøåòêè è ðåøåòêè èõ òðèàíãóëÿöèé. Ñîîòâåòñòâóþùèå îïðåäå-
ëåíèÿ ìîæíî ïîñìîòðåòü â [1, 2].

Öåëü äîêëàäà � èçëîæèòü èìåþùèåñÿ è âíîâü ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû î
ìåáèóñîâûõ àëãåáðàõ, ñâÿçàííûõ ñ ýòèìè ðåøåòêàìè. Ïîä ìåáèóñîâîé àëãåá-
ðîé çäåñü ïîíèìàåòñÿ àëãåáðà èíöèäåíòíîñòè ÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííîãî ìíî-
æåñòâà (poset) [3, 4].

2. Äëÿ (d×n)-ìàòðèöû B ñî ñòîëáöàìè bj (j = 1, 2, . . . , n) îáîçíà÷èì ÷åðåç
B∠ = {∑n

j=1 bjyj : yj > 0} ìíîæåñòâî íåîòðèöàòåëüíûõ ëèíåéíûõ êîìáèíà-
öèé åå ñòîëáöîâ è ïðåäïîëîæèì, ÷òî B∠ ñîâïàäàåò ñî ìíîæåñòâîì ðåøåíèé
ñèñòåìû

d∑
k=1

aikxk > 0, (i = 1, . . . ,m) (3)

Òðèàíãóëÿöèåé êîíóñà K ñ óçëàìè èç ìíîæåñòâà B íàçîâåì ìíîæåñòâî
T (B) = {S1, . . . , St} òàêèõ Sτ , äëÿ êîòîðûõ âûïîëíåíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

1) Sτ ⊆ {1, . . . , n},
2) |Sτ | = r = rankB(Sτ ),
3) B∠ =

⋃t
τ=1B

∠(Sτ ),
4) B∠(Sτ ) ∩B∠(Sσ) = B∠(Sτ ∩ Sσ).

Ìíîæåñòâî ∆(T (B)) =
⋃t
τ=1 Γ(Sτ ) äàåò ïðèìåð ãåîìåòðè÷åñêîé ðåàëè-

çàöèè d-ìåðíîãî îäíîðîäíîãî ñèìïëèöèàëüíîãî êîìïëåêñà (ñ. ê.). Ïðè k =
0, . . . , d îáîçíà÷èì ÷åðåç ∆k =

⋃t
τ=1 Γk(Sτ ) ìíîæåñòâî k-ìåðíûõ ãðàíåé ñ. ê.

∆, ïîëîæèì fk(∆) = |∆k|, f(∆) = (f0(∆), . . . , fd(∆)) è

f(λ,∆) =
d∑
k=0

fk(∆)λk.
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Ñëåäóÿ [2, 5�8], ïðåäñòàâèì ìíîãî÷ëåí f(λ,∆) â âèäå

f(λ,∆) =
∑
k∈Z+

γk(∆)λk(1 + λ)d−k

è íàçîâåì öåëî÷èñëåííóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü γ = (γ0, γ1, . . . ) (d, n)-
ðåàëèçóåìîé, åñëè γk = γk(∆) ïðè k = 0, 1, . . . , d è γk = 0 ïðè k > d.

Äëÿ ëþáûõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë a è i ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå áèíîìèàëü-
íîå i-ðàçëîæåíèå ÷èñëà

a =
(
ai
i

)
+
(
ai−1

i− 1

)
+ · · ·+

(
aj
j

)
,

ãäå
ai > ai−1 > · · · > aj > j > 1.

Òîãäà ÷èñëî

a<i> =
(

1 + ai
1 + i

)
+ · · ·+

(
1 + aj
1 + j

)
íàçûâàåòñÿ i-é ïñåâäîñòåïåíüþ ÷èñëà a.

Òåîðåìà 1.

1. Åñëè íàéäåòñÿ òàêîå k, ïðè êîòîðîì γk+1 > γ<k>k , òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
γ íå ðåàëèçóåìà íè ïðè êàêîì d.

2. Åñëè γk+1 6 γ<k>k ïðè k = 1, . . . , d − 1 (óñëîâèÿ Ìàêîëåÿ), òî ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü γ � (2d)-ðåàëèçóåìà.
Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà ïîçâîëÿåò íàõîäèòü ìèíèìàëüíîå d, ïðè êîòîðîì ïî-

ñëåäîâàòåëüíîñòü γ d-ðåàëèçóåìà.

Òåîðåìà 2. Äëÿ d-ðåàëèçóåìîñòè öåëî÷èñëåííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè γ =
(γ0, γ1, . . . ) íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû âûïîëíÿëèñü ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

1. γ0 = 1, γi > 0 ïðè i = 1, . . . , d è γk = 0 ïðè öåëûõ k > d,
2. γi > γd−i 6 γd−i−1 ïðè i = 1, . . . , bd2c
3. γi+1 − γj−i 6 (γi − γj+1−i)<i> ïðè j = d, . . . , 2d è i = 1, . . . , b j2c.

Âñå ëè ïåðå÷èñëåííûå â òåîðåìå 2 óñëîâèÿ íåîáõîäèìî ïðîâåðÿòü, àâòîðó
íå èçâåñòíî.

3. Äëÿ ðåøåíèÿ àíàëîãè÷íîãî âîïðîñà î òðèàíãóëÿöèè êîíóñà C(P ) äî-
ñòàòî÷íî íàéòè (â ëèíåéíîì ïðîñòðàíñòâå Qd+1) ìàòðèöó B(P ), àíàëîãè÷íóþ
ìàòðèöå B, è, çàìåíèâ d íà d+ 1, âîñïîëüçîâàòüñÿ òåîðåìàìè 1 è 2.

Ïîëó÷åííûé êðèòåðèé ïîçâîëÿåò ïîñòàâèòü âîïðîñ î ¾íàèáîëåå ýêîíîì-
íîé¿ ðåàëèçàöèè f -âåêòîðà (òî÷íåå ãîâîðÿ, γ-âåêòîðà). Ïðåäïîëàãàåòñÿ îçíà-
êîìèòü ñëóøàòåëåé ñ ðåçóëüòàòàìè, ïîëó÷åííûìè íà ýòîì ïóòè.
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Èíñòèòóò ñèñòåìíîãî àíàëèçà ÐÀÍ, Ìîñêâà

Çàäàí êîíå÷íûé àëôàâèò A0 = {ai | i ∈ M} îñíîâíûõ ñèìâîëîâ. Êàæäî-
ìó íåïóñòîìó T ⊆M ñîïîñòàâëåí ñèìâîë aT , íàçûâàåìûé íåäîîïðåäåëåííûì.
Äîîïðåäåëåíèåì ñèìâîëà aT ñ÷èòàåòñÿ âñÿêèé îñíîâíîé ñèìâîë ai, i ∈ T . Âû-
äåëåíà ñèñòåìà T ⊆ 2M íåêîòîðûõ íåïóñòûõ ïîäìíîæåñòâ T ìíîæåñòâà M è
ñ íåé ñâÿçàí íåäîîïðåäåëåííûé àëôàâèò A = {aT | T ∈ T }. ×åðåç A∗ áóäåì
îáîçíà÷àòü ìíîæåñòâî âñåõ ñëîâ â àëôàâèòå A, ÷åðåç an � ñëîâî a ∈ An.

Â îòëè÷èå îò îáû÷íîé ïîñòàíîâêè çàäà÷è ñæàòèÿ äàííûõ [1], êîãäà ïî êî-
äó òðåáóåòñÿ ïîëíîñòüþ âîññòàíîâèòü èñõîäíóþ èíôîðìàöèþ, â ñëó÷àå íåäî-
îïðåäåëåííûõ äàííûõ êîäèðîâàíèå äîëæíî îáåñïå÷èòü âîññòàíîâëåíèå ëèøü
êàêîãî-ëèáî äîîïðåäåëåíèÿ äàííûõ. Òàêàÿ áîëåå ìÿãêàÿ ïîñòàíîâêà ïðåäî-
ñòàâëÿåò íåêîòîðûå äîïîëíèòåëüíûå âîçìîæíîñòè, îäíîé èç êîòîðûõ ÿâëÿ-
åòñÿ âîçìîæíîñòü ïåðåõîäà ê íîâîìó àëôàâèòó. Ïðåîáðàçîâàíèÿ íåäîîïðåäå-
ëåííûõ äàííûõ, ñîõðàíÿþùèå èíôîðìàöèîííûå ñâîéñòâà, èçó÷àëèñü â [2]. Â
íàñòîÿùåé ðàáîòå íàñ áîëüøå èíòåðåñóþò àëãîðèòìè÷åñêèå ñâîéñòâà.

Ïóñòü íàðÿäó ñ A çàäàí íåäîîïðåäåëåííûé àëôàâèò B. Äëÿ íåãî îñíîâ-
íûì àëôàâèòîì ÿâëÿåòñÿ B0 = {bj | j ∈ L} è ñèìâîëû bU ∈ B ñîîòâåòñòâóþò
ìíîæåñòâàì U íåêîòîðîé ñèñòåìû U ⊆ 2L. Ñ÷èòàåì, ÷òî âçàèìîîòíîøåíèå
àëôàâèòîâ A è B ïðåäñòàâëåíî ñîîòâåòñòâèåì RAB ⊆ A × B îáùåãî âèäà, â
êîòîðîì ñèìâîëû àëôàâèòà A ìîãóò èìåòü íåñêîëüêî îáðàçîâ, ñèìâîëû àëôà-
âèòà B � íåñêîëüêî ïðîîáðàçîâ. Íàçîâåì àëôàâèòû A è B ñ çàäàííûì äëÿ
íèõ ñîîòâåòñòâèåì RAB ñîîòâåòñòâåííûìè àëôàâèòàìè; ñèìâîëû aT è bU ,
òàêèå ÷òî (aT , bU ) ∈ RAB , ñîîòâåòñòâåííûìè ñèìâîëàìè; ïîñëåäîâàòåëüíî-
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ñòè a = aT1 . . . aTn è b = bU1 . . . bUn , äëÿ êîòîðûõ (aTi , bUi) ∈ RAB , i = 1, . . . , n,
ñîîòâåòñòâåííûìè ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿìè.

Ïðè ñæàòèè íåäîîïðåäåëåííûõ äàííûõ â àëôàâèòå A êàæäîé ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòè a ∈ A∗ ñîïîñòàâëÿåòñÿ êîä c(a) ∈ {0, 1}∗, ïîçâîëÿþùèé âîññòàíî-
âèòü êàêîå-ëèáî åå äîîïðåäåëåíèå a(0). Àíàëîãè÷íûå îáîçíà÷åíèÿ èñïîëüçó-
þòñÿ â ñëó÷àå àëôàâèòà B. Ñêàæåì, ÷òî ñæàòèå â àëôàâèòå B ñâîäèòñÿ ê
ñæàòèþ â àëôàâèòå A, åñëè äëÿ ëþáîé ïàðû ñîîòâåòñòâåííûõ ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòåé (an,bn) ñóùåñòâóåò äâîè÷íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (èíñòðóêöèÿ) ν̃
äëèíû l(ν̃) = o(n), ïîçâîëÿþùàÿ ïî ëþáîìó êîäó c(an) ïîñòðîèòü íåêîòîðûé
êîä c(bn). Â ýòîì ñëó÷àå áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî àëôàâèò A ñèëüíåå àëôàâèòà
B è çàïèñûâàòü A % B. Ñîîòâåòñòâåííûå àëôàâèòû A è B áóäåì íàçûâàòü
ðàâíîñèëüíûìè è çàïèñûâàòü A h B, åñëè A % B è B % A. Ðàâíîñèëüíîñòü
ñîäåðæàòåëüíî îçíà÷àåò, ÷òî àñèìïòîòè÷åñêè îïòèìàëüíîå êîäèðîâàíèå ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòåé bn ìîæíî ïîëó÷èòü, ñâåäÿ ñæàòèå â àëôàâèòå B ê ñæàòèþ
â àëôàâèòå A è èñïîëüçóÿ äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé an àñèìïòîòè÷åñêè îïòè-
ìàëüíîå êîäèðîâàíèå.

Âñÿêóþ ôóíêöèþ F : M → L ìîæíî ðàñïðîñòðàíèòü íà A, ïîëîæèâ
F (aT ) = bF (T ), ãäå F (T ) = {F (i) | i ∈ T}. Ñêàæåì, ÷òî àëôàâèò B ôóíê-
öèîíàëüíî âûðàçèì ÷åðåç A, åñëè ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ F òàêàÿ, ÷òî äëÿ âñåõ
ïàð (aT , bU ) ∈ RAB èìååò ìåñòî F (aT ) ⊆ bU .

Ñïðàâåäëèâ ñëåäóþùèé ôàêò.

Òåîðåìà 1. Äëÿ ñîîòâåòñòâåííûõ àëôàâèòîâ A è B ñîîòíîøåíèå A % B
èìååò ìåñòî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà àëôàâèò B ôóíêöèîíàëüíî âûðàçèì
÷åðåç A.

Ðàññìîòðèì âîïðîñ ðàñïîçíàâàíèÿ ñîîòíîøåíèé A % B è A h B äëÿ ñî-
îòâåòñòâåííûõ àëôàâèòîâ A è B. Ñêàæåì, ÷òî ñèìâîë ai ∈ A0 ìàæîðèðó-
åò â àëôàâèòå A ñèìâîë aj ∈ A0, åñëè äëÿ âñÿêîãî T ∈ T ïðèíàäëåæíîñòü
j ∈ T âëå÷åò i ∈ T . Îïåðàöèÿ èñêëþ÷åíèÿ ìàæîðèðóåìîãî ñèìâîëà aj èç àë-
ôàâèòà A ñîñòîèò â òîì, ÷òî êàæäûé ñèìâîë aT ∈ A çàìåíÿåòñÿ ñèìâîëîì
aT\j . Ïîñëåäîâàòåëüíûì èñêëþ÷åíèåì èç àëôàâèòà A ìàæîðèðóåìûõ ñèìâî-
ëîâ ìîæíî ïîñòðîèòü àëôàâèò Â, íàçûâàåìûé ïðèâåäåííûì, ê êîòîðîìó ýòà
îïåðàöèÿ íå ïðèìåíèìà. Ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî ïðèâåäåííûé àëôàâèò åäèí-
ñòâåí ñ òî÷íîñòüþ äî èçîìîðôèçìà (ïåðåèìåíîâàíèÿ ñèìâîëîâ). Àíàëîãè÷-
íûì îáðàçîì ïî àëôàâèòó B ìîæíî ïîñòðîèòü ïðèâåäåííûé àëôàâèò B̂. Åñëè
M̂ è L̂ îçíà÷àþò ìíîæåñòâà èíäåêñîâ ñèìâîëîâ, íå èñêëþ÷åííûõ èç Â è B̂,
òî Â = {aT∩M̂ | aT ∈ A}, B̂ = {bU∩L̂ | bU ∈ B}. Àëôàâèòû Â è B̂ ñâÿçàíû
ñîîòâåòñòâèåì RÂB̂ = {(aT∩M̂ , bU∩L̂ | (aT , bU ) ∈ RAB}.
Òåîðåìà 2.
1. Cîîòâåòñòâåííûå àëôàâèòû A è B ðàâíîñèëüíû òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
ïîñòðîåííûå ïî íèì ïðèâåäåííûå àëôàâèòû Â è B̂ èçîìîðôíû.
2. Ñóùåñòâóåò ýôôåêòèâíûé (ïîëèíîìèàëüíûé) àëãîðèòì ðàñïîçíàâàíèÿ ðàâ-
íîñèëüíîñòè ñîîòâåòñòâåííûõ àëôàâèòîâ.

Ïî ýôôåêòèâíîìó ìåòîäó ðàñïîçíàâàíèÿ ñîîòíîøåíèÿ A h B ìîæåò áûòü
ïîñòðîåí ýôôåêòèâíûé ìåòîä ðàñïîçíàâàíèÿ A % B â ñîãëàñíî ñëåäóþùåìó
óòâåðæäåíèþ.



Ñâîäèìîñòü íåäîîïðåäåëåííûõ àëôàâèòîâ 303

Óòâåðæäåíèå 3. Ñîîòíîøåíèå A % B âûïîëíåíî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êî-
ãäà AB h A, ãäå AB = {aT bU | (aT , bU ) ∈ RAB}, RAB,A = {(aT bU , aT ) |
(aT , bU ) ∈ RAB}.

Îïèøåì ïëàí äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 1.
1◦. Ðàññìàòðèâàþòñÿ íåäîîïðåäåëåííûå èñòî÷íèêè X â àëôàâèòå A, ïî-

ðîæäàþùèå íåçàâèñèìî ñèìâîëû aT ∈ A ñ íåêîòîðûìè âåðîÿòíîñòÿìè pT .
Ýíòðîïèåé èñòî÷íèêà X íàçûâàåòñÿ âåëè÷èíà

H(X) = min
Q

{
−
∑
T∈T

pT log
∑
i∈T

qi

}
,

ãäå ìèíèìóì áåðåòñÿ ïî íàáîðàì Q = (qi, i ∈ M) âåðîÿòíîñòåé ñèìâîëîâ ai.
Ïîäðîáíåå îá ýíòðîïèè íåäîîïðåäåëåííûõ äàííûõ ñì. â [3]. Èñòî÷íèêè X è
Y â àëôàâèòàõ A è B, çàäàííûå ñîâìåñòíûì ðàñïðåäåëåíèåì {p(aT , bU )}, íà-
çûâàþòñÿ ñîîòâåòñòâåííûìè, åñëè p(aT , bU ) > 0⇒ (aT , bU ) ∈ RAB . Â ñëó÷àå
A % B äîîïðåäåëåíèå ëþáîé ïàðû (an,bn) ñîîòâåòñòâåííûõ ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòåé ìîæåò áûòü âîññòàíîâëåíî ïî äâîè÷íîé èíôîðìàöèè (c(an), ν̃), äëèíà
êîòîðîé àñèìïòîòè÷åñêè ñîâïàäàåò ñ äëèíîé êîäà c(an). Îòñþäà è èç òåîðåìû
êîäèðîâàíèÿ íåäîîïðåäåëåííûõ äàííûõ [3] âûâîäèòñÿ, ÷òî ñîîòâåòñòâåííûå
ïàðû èñòî÷íèêîâ (X,Y ) óäîâëåòâîðÿþò ñîîòíîøåíèþ H(XY ) = H(X).

2◦. Äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî åñëè àëôàâèò A íå ñîäåðæèò ìàæîðèðóåìûõ ñèìâî-
ëîâ, òî äëÿ ëþáîãî ai ∈ A ñóùåñòâóåò èñòî÷íèê X ñ àëôàâèòîì A, ýíòðîïèÿ
H(X) êîòîðîãî äîñòèãàåòñÿ íà íàáîðå Q, â êîòîðîì qi > 0.

3◦. Â ñëó÷àå, êîãäà àëôàâèò A íå ñîäåðæèò ìàæîðèðóåìûõ ñèìâîëîâ è
ñîîòâåòñòâåííûå èñòî÷íèêè X è Y â àëôàâèòàõ A è B óäîâëåòâîðÿþò óñëî-
âèþ H(XY ) = H(X), ñòðîèòñÿ ôóíêöèÿ F , ïðèñóòñòâóþùàÿ â îïðåäåëåíèè
âûðàçèìîñòè àëôàâèòà B ÷åðåç A. Ïîñòðîåíèå èñïîëüçóåò ðåçóëüòàò èç ï. 2◦.

4◦. Ïî ïðîèçâîëüíîìó èñòî÷íèêó X ïóòåì óñòðàíåíèÿ èç åãî àëôàâèòà A
âñåõ ìàæîðèðóåìûõ ñèìâîëîâ è ïåðåñ÷åòà âåðîÿòíîñòåé ñòðîèòñÿ ïðèâåäåííûé
èñòî÷íèê X̂. Äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî H(X̂) = H(X) è äëÿ ëþáîãî èñòî÷íèêà Y
âûïîëíåíî H(X̂Y ) = H(XY ).

5◦. Åñëè èñòî÷íèêè X è Y óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ H(XY ) = H(X), òî â
ñèëó 4◦ âûïîëíåíî H(X̂Y ) = H(X̂). Ýòî ïîçâîëÿåò ïîñòðîèòü â ñîîòâåòñòâèè
ñ 3◦ ôóíêöèþ F , îòîáðàæàþùóþ Â â B, à çàòåì ðàñïðîñòðàíèòü åå íà A.
Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî åñëè âûïîëíåíî A % B, òî àëôàâèò B âûðàçèì ÷åðåç A.

6◦. Îáðàòíî, åñëè àëôàâèò B âûðàçèì ÷åðåç A ïîñðåäñòâîì ôóíêöèè F ,
òî äëÿ ëþáûõ ñîîòâåòñòâåííûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé a è b è ëþáîãî äîîïðå-
äåëåíèÿ a(0) = ai1 . . . ain äëÿ a ïîñëåäîâàòåëüíîñòü F (a(0)) = F (ai1) . . . F (ain)
äîîïðåäåëÿåò b. Ïîýòîìó â êà÷åñòâå c(b) ìîæíî èñïîëüçîâàòü c(a). Äîîïðå-
äåëåíèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè b ìîæíî ïëó÷èòü êàê F (a(0)), ãäå a(0) � äîîïðå-
äåëåíèå, íàéäåííîå ïî c(a).

Âîçìîæíîñòü èñïîëüçîâàíèÿ êîäà c(an) âìåñòî c(bn) ïîêàçûâàåò, ÷òî äî-
ïîëíèòåëüíàÿ èíôîðìàöèè ν̃ íå ðàñøèðÿåò îáëàñòü ïðèìåíèìîñòè äàííîãî
ïîäõîäà.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå ÎÍÈÒ ÐÀÍ, ïðîåêò 1-1 ïðîãðàììû �Èí-
òåëëåêòóàëüíûå èíôîðìàöèîííûå òåõíîëîãèè, ñèñòåìíûé àíàëèç è àâòîìàòè-
çàöèÿ�.
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Ïðåäñòàâëåíî ðåøåíèå çàäà÷è àëãîðèòìè÷åñêîãî ñèíòåçà àâòîìàòíûõ ìàð-
êîâñêèõ ìîäåëåé íà îñíîâå ïðåäëîæåííîãî àëãîðèòìà óêðóïíåíèÿ êîíå÷íûõ
öåïåé Ìàðêîâà. Äàíà ñðàâíèòåëüíàÿ îöåíêà àëãîðèòìè÷åñêîé ñëîæíîñòè ðàñ-
ñìàòðèâàåìûõ àâòîìàòíûõ ìîäåëåé. Îïðåäåëåíà çàâèñèìîñòü ñëîæíîñòè îò
ðàçìåðà ñòîõàñòè÷åñêîé ìàòðèöû, îïèñûâàþùåé çàêîí ïîëó÷åííîé óêðóïíåí-
íîé öåïè Ìàðêîâà, è äëèíû èìïëèöèðóþùåãî âåêòîðà ýòîé ìàòðèöû.

Ââåäåíèå

Êîíå÷íûé àâòîíîìíûé âåðîÿòíîñòíûé àâòîìàò (ÀÂÀ) ñ äåòåðìèíèðîâàí-
íîé ôóíêöèåé âûõîäà è ñî ñòîõàñòè÷åñêîé ìàòðèöåé P ïåðåõîäîâ ñîñòîÿíèé
ìîæíî ïðåîáðàçîâàòü â êîìïîçèöèþ [1], ñîñòîÿùóþ èç èñòî÷íèêà ñëó÷àéíîñòè
Áåðíóëëè, âûäàþùåãî ñ âåðîÿòíîñòüþ pi áóêâó x i èç íåêîòîðîãî àëôàâèòà X,
è äåòåðìèíèðîâàííîãî àâòîìàòà. Ìåòîäû ñèíòåçà [1, 2] ÀÂÀ áàçèðóþòñÿ íà
ðàçëîæåíèè ñòîõàñòè÷åñêîé ìàòðèöû P öåïè Ìàðêîâà (ÖÌ) íà ìíîæåñòâî
ñòîõàñòè÷åñêèõ áóëåâûõ ìàòðèö è èìïëèöèðóþùèé âåêòîð (ÈÂ) [2] ðàçìåðà l.
Âåëè÷èíà l îïðåäåëÿåò êîìáèíàöèîííóþ ñëîæíîñòü ñîîòâåòñòâóþùåãî àâòî-
ìàòà.

Â [3] ïðåäëîæåí ïîäõîä óêðóïíåíèÿ ÖÌ íà îñíîâå çàäàííîé èñõîäíîé ïðî-
ñòîé ÖÌ, óäîâëåòâîðÿþùåé îïðåäåëåííûì óñëîâèÿì óêðóïíåíèÿ. Â [4] ïðåä-
ñòàâëåí àëãîðèòì äàííîãî óêðóïíåíèÿ (àëãîðèòì, ñîõðàíÿþùèé ìàðêîâñêîå
ñâîéñòâî óêðóïíåííîãî ïðîöåññà).

Öåëüþ äàííîé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ àëãîðèòìè÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå àâòîìàò-
íîé ìîäåëè, ðåàëèçóþùåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñîñòîÿíèé óêðóïíåííîé öåïè
Ìàðêîâà íà îñíîâå çàäàííîé èñõîäíîé ïðîñòîé ÖÌ è ïîëó÷åíèå îöåíêè ñëîæ-
íîñòè ìîäåëè.

Ðåøåíèå çàäà÷è

Ïóñòü çàäàíà ïðîñòàÿ öåïü Ìàðêîâà ñèñòåìîé âèäà
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(P,S), (1)

ãäå P = (pij), i, j = 0, n− 1 � ñòîõàñòè÷åñêàÿ ìàòðèöà ÖÌ,
S = (si) � ìíîæåñòâî ñîñòîÿíèé ÖÌ.
Àâòîìàòíîé ìàðêîâñêîé ìîäåëüþ ÖÌ, ýêâèâàëåíòíîé ñèñòåìå (1), ÿâëÿåò-

ñÿ àâòîíîìíûé âåðîÿòíîñòíûé àâòîìàò âèäà [2]

(S, X̂,∆(x, s)), (2)

ãäå S � òî æå ñàìîå, ÷òî è â (1), X̂ − äèñêðåòíàÿ êîíå÷íàÿ ñëó÷àéíàÿ

âåëè÷èíà âèäà X̂ =
(
x0 x1 ... xl−1

p0 p1 ... pl−1

)
, 0 6 pi 6 1,

l−1∑
i=0

pi = 1, à ∆(x, s) �

ôóíêöèÿ ïåðåõîäîâ ÀÂÀ.
Ðàññìîòðèì ÀÂÀ (àâòîìàòíóþ ìîäåëü ìàðêîâñêîé ôóíêöèè[2])

(S,P,Y, λ(s) = y), (3)

ãäå ýëåìåíòû S è P � òå æå, ÷òî è â (1), Y = {y0, y1, . . . , yt−1} - âûõîäíîé
àëôàâèò, λ(s) = y - ôóíêöèÿ âûõîäà, îïðåäåëåííàÿ íà ìíîæåñòâå Y.

Àâòîìàòó (3) ìîæíî ïîñòàâèòü â ñîîòâåòñòâèå ýêâèâàëåíòíûé âåðîÿòíîñò-
íûé àâòîìàò âèäà [2]

(S, X̂,∆(x, s) = s,Y, λ(s) = y), (4)

ãäå S, Y, λ(s) - òå æå ýëåìåíòû, ÷òî è â (3), à ýëåìåíòû X̂, ∆(x, s) - òå æå,
÷òî è â (2).

Ïàðó (X̂, ∆(x, s)) îïðåäåëèì íà îñíîâå ðàçëîæåíèÿ [1] ìàòðèöû P àâòîìàòà
(1):

P =
l−1∑
i=0

piMi, (5)

ãäå pi, i = 0, l − 1 - ýëåìåíòû ñòîõàñòè÷åñêîãî âåêòîðà P (ýëåìåíòû ÈÂ
ìàòðèöû P), M i, i = 0, l − 1- ñòîõàñòè÷åñêàÿ áóëåâà ìàòðèöà ðàçìåðà n×n,
ïåðåìåííàÿ l óäîâëåòâîðÿåò ñîîòíîøåíèþ

l 6 n2 − n+ 1. (6)

Ôóíêöèþ λ(s) çàäàäèì ïóòåì ðàçáèåíèÿ ìíîæåñòâà S íà íåïåðåñåêàþùèåñÿ
ïîäìíîæåñòâà

{A0,A1, . . .,At−1},
t−1⋃
i=0

Ai = S,Aj ∩Ak = 0 ïðè ∀j,∀k = 0, t− 1 è j 6= k. (7)

Ò.å. λ(s) ðåàëèçóåò îòîáðàæåíèå âèäà λ(s): S → Y = {y0, y1, . . . , yt−1}.
Ôóíêöèè ∆(x, s) è λ(s) àâòîìàòà (4) ìîæíî ðåàëèçîâàòü ïðîãðàììíî òàá-

ëè÷íûì ñïîñîáîì, õðàíÿ äàííûå â îïåðàòèâíîé ïàìÿòè (ÎÇÓ). Â ýòîì ñëó÷àå



ñëîæíîñòü ðåàëèçàöèè, èçìåðÿåìàÿ êîëè÷åñòâîì ÿ÷ååê ÎÇÓ, ôóíêöèé ∆(x, s)
è λ(s) îïðåäåëÿþòñÿ âåëè÷èíàìè ñîîòâåòñòâåííî

v1 = l× n è v2 = n× t, (8)

ãäå l îïðåäåëÿåòñÿ èç (6). Òîãäà ñëîæíîñòü àâòîìàòà (4) îöåíèâàåòñÿ âåëè-
÷èíîé v = v1 + v2.

Ïóñòü â àâòîìàòàõ (2) è (3) öåïü Ìàðêîâà çàäàíà ìàòðèöåé P è, ïðè çà-
äàííîì ðàçáèåíèè (7) ìíîæåñòâà S, ìàòðèöà P óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ óêðóï-
íåíèÿ [3]. Òîãäà ìàòðèöå P ìîæíî ïîñòàâèòü â ñîîòâåòñòâèå ïî àëãîðèòìó
óêðóïíåíèÿ [4] ìàòðèöó P̂ ðàçìåðà t×t, t 6 n, êîòîðàÿ îïèñûâàåò óêðóï-
íåííóþ öåïü Ìàðêîâà ñî ìíîæåñòâîì ñîñòîÿíèé S(y) = {s(y)

0 , s
(y)
1 , ..., s

(y)
t−1}.

Ðàçìåð ÈÂ äëÿ ìàòðèöû P̂ , îïðåäåëÿåìîãî ïî ðàçëîæåíèþ âèäà (5), óäîâëå-
òâîðÿåò ñîîòíîøåíèþ l 6 t2 − t+ 1.

Äëÿ ýòîãî ñëó÷àÿ ñëîæíîñòü àâòîìàòîâ (2) è (4) ìîæíî îöåíèòü ïî àíàëî-
ãèè ñ (8) âåëè÷èíîé vy = l1×t, vy < v.
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